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We will construct in this paper a plane region on which there are no nonconstant bounded bolomorpbic

functions and nevertheless there exists a subregion with an analytic relative boundary on which there is a

nonconstant bounded holomorf)hic function whose real part vanishes on the relative boundary. In short we will

show the existence of a plane region belonging to the class OAB＼OAoBinthe notation ｡f the classification

theory of Riemann surfaces･ A generalization of the Darboux theorem on conformal mappings is appended at
the end of this paper.

Riemann面R上の有界正則関数の全体を

AB(R)

と記し, AB(R)の各関数が定数となってしまう様なR

の全体の族を

OAβ

と記す｡次に相対境界が解析曲線から成る様なRの部分

領域SをRの許容部分領域と呼ぶことにするとき,

SU∂S上の有界正則関数fで∂S上Ref-0となる様

なものの全体を記号

AoB(S, aS)

で表す. R のすべての許容部分領域 S に対して常に

AoB(S, ∂S)の各関数が定数と成ってしまうようなR

全体の族を

OAoβ

と記す｡これら二つのRiemann面の族OAβ及びOAoβ

の持つ大体の意義は次のように述べられる｡

複素平面C上の有界正則関数ほ定数に限ると言う

Liouvilleの定理は,記号OABを使って書けばC∈OAB

と表される.この理由でR∈OABの時1Hi Liouville

の性質を持つと言い表すこともあるo何れにしてもRの

理想境界が小さくて除去可能なのだと言う感じを基礎に

持つ対象である｡

一方R上の有理型関数fの研究で, fを被覆面(R,

fe)とみたとき,或意味でRがCを緊密に覆うと言

う感じのⅠversenの性質と呼ばれる性質を/が持つと

便利なことが多い良い性質である.そしてR∈OAoBな

らばR上の有理型関数はどれもIversenの性質を持っ

ili!il

ことがKurodaにより示されて以来OAoBは重要な族と

して認識されてきた.やはりRの理想篤界が小さいと言

う感じを基礎に持つ対象である｡

そこでこれら2つの族OABと OAoBの比較の問題が

出て来る｡記号<は真の包含関係を示すものとして,関

係

OAoB< OAB

が知られている.つまり OAoB⊂OABであってしかも

OAB＼OAoBに入るRiemann面の実例が有る訳である.

本論文の課題は此の点の研究にある｡つまりこの実例と

して,いわゆるMyrberg面と呼ばれる面を修飾したも

のとして与えられているのが標準的知識であるが,これ

は種数無限大の面であり,種数零の面,つまり平面領域,

での実例は無いものかと言う点について論ずることを主

題とする｡

結論を言えば, OAβ＼OAoβに入る平面領域の実例があ

る｡このことほ一部専門家の間では周知であると思われ

るが,しかし一般的にはそうとも言えないし,又内外の

著書,論文,報文,口頭発表概要等の何れの形において

も公刊されたものが見あたらないので,この知識が消失

しない為にも又引用の便の為にも,ここに記録すること

は有意味であると思われる｡これが本論文の目的である｡

族OAβ＼OAoβに入る実例としては,比較の為にも又

完全性も期して一般Riemann面としてMyrberg面を

使うもの及び主目的であるところの平面領域に依るもの

の双方とも述べる.又便宜上族OABやOAoBに関連し

た事項で,上の実例の構成に必要なところほ,特に大が
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かりで書ききれぬものを除いては丁寧に説明を記す｡関

連したところ,特に省略した部分についてほRiemann

面の分類論の専門書[7]を見られたい｡又本質的に証

明なしにLavrent'evの一定理を使うがこの分かり易い

証明を次回に発表したいと考えている｡

本論文の末尾に,付録として,等角写像に関するDar-

bouxの名前で呼ばれる一事実が,通常述べられている

形で必要とする幾つかの条件を除去することが出来て,

一般化されることを説明する｡

記号.一般にRiemann面の部分集合Xの相対境界

及び閉包をそれぞれ∂X及び雷で表す.複素数zの共

役複素数も又z-と表すが混乱は無い. Cは有限複素平面

Iz L<∞, eは複素球面(又は単に複素平面とも言う)

lz L≦-を表すものとする.中心c∈C,半径r>0の

開円板及び閉円板を各々

A(c, r), A-(c, r)

と記す｡特に単位円板を単に

A-A(0,1)

と略記する｡更に中心∞半径βの開円板及び閉円板を

各々

A(∞, p)-e＼丘(o,1/p),

A-(-, p)-e＼d(0,1/p)
と定めるものとする｡最後に, yが平面領域(又は有限

平面領域)とはyが複素球面e (又ほ有限複素平面C)

の部分領域であることを意味するものとする｡平面領域

yの相対境界∂Yはeについて考えるものとする｡

1.族OAB

1.1. Riemann面R上の1価有界正則関数fの作る

関数族を

AB(R)

と記す｡ Aはanalytic (解析的)の又βはbounded (有

罪)の頭文字をとって記号化したものである｡関数論,

特にRiemann面の分類理論([7]参照)に於て伝統的

な記号である｡他方関数環論等では特にHardy族との

関連で, AB(R)の代わりに記号Ho'(R)が使われてお

り,関数論でもこの記号を使うことが多くなって著者自

身も混用している｡大体に於て,上限ノルムによる

Banach環と考えたとき記号H00(R)を使い,単に関数

族としてそのもつBanacb代数的構造等を重視せぬ時

記号AB(R)を使うと言う傾向にあると思うが勿論判然

とせぬ｡しかし分類論では各種の記号との整合性等の見

地から記号AB(R)を使うのが普通である.

各定数はAB(R)に入るからAB(R)⊃Cであるo そ

こで AB(R)の各関数が定数ばかりからなる,つまり

AB(R)-C となるとき, RはLiouvi11eの性質を持つ

と言う.この様なRの全体の族を記号

OAβ

で表す｡ 0ほ無いと言うことを示唆する記号で, Oの療

字であるABが定数以外には無いことを示している｡古

典関数論のLiouvilleの定理は簡単にC∈OAβ と表さ

れる訳である. Riemann面Rとして閉なもの,つまり

Rが完閉となるものほ,明らかにR∈OABである｡こ

の理由でRiemann面Rとして開なもの,つまりRが

完閉でないもの,のみが分類論では自明でない対象とな

るので,大体Rは開Riemann面と思って議論するこ

とが多いが,とにかく OAβには閉なものも含めておく

方が便利であるo Rが閉とはRの理想境界が空と言う

ことであるが,いずれにしてもR∈OABの時Rの理想

竜界は少ない,又は小さい,と言う感じである｡このこ

とほ平面領域の場合で見ると更にはっきりする｡

1.2. R∈OABでR'がR に等角写像で写るときに

ほ,又R'∈OABでもある.つまり OABは等角不変で

ある.そこでRを平面領域,即ちR⊂eとしていつR∈

OAβであるかを調べる｡ 1次変換で等角同値なものとお

きかえて考えたら良いから,

cx)ER

と仮定して一般性を失うことが無い｡そこで

K-e＼月

と置けばKはCの完閉集合であって

R-e＼K

の形となる.よって, e＼K∈OABとなる様なCの完閉

集合Kの研究をすればよいo Kが非退化連続体Eを

含めば, e＼且をAに等角写像するRiemann写像関数

q)をとると,

e＼K⊂ e＼且

だからq'∈AB(e＼K)＼Cとなり, e＼KはOABに入ら

ないo故にe＼K∈OABか否かを論ずるのに, Kのどの

成分も1点である,つまり Kは完全非連結であるとし

て良い｡そうでないと常にOAβには入らない｡

上ではCの完閉集合KほあらかじめR-e＼Kが連

結となるものを考えたが,此の仮定は本質的ではない｡

cの一般の完閉集合Kを取るとき, e＼Kの-を含む

成分をRとして考えれば良い｡こうしても

R∈OABならばKは完全非連結

となることは同様に結論出来るからこの場合結局 R-

e＼Kとなる訳である. Cの一般の完閉集合Kに対し

e＼Kの∞を含む成分をRとし

KJt e＼R

と置くと, K-は又Cの完閉集合であってK⊂K^であ
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る.よってe＼K^EOABとなるCの完閉集合Kは何

であるかを研究すると言えば最もすっきりした表現とな

り, e＼g〈∈oABなら,とにかくK--Kでこれが完全

非連結となる訳である｡

1･3･ /をeの-の近傍の正則関数とする｡/の導

関数の無限遠点∞に於ける値′′(∞)は,∞に於ける/の

Taylor展開

f(I)-I(-)+al/I+俄/z2+-

の1/zの係数aIとして定められる:

f′(∞)-1imzU(I)-f(∞)).
Z･･→oo

そこで, KをCの完閉集合としe＼gの∞を含む成分

をRとするとき,即ち

R-e＼K-

とするとき,

f(∞)-0, lf(I)I<1 (z∈R)

となるf∈AB(R)の族fに対して

c(K)-sup rf'(cx,)F
fEf

をKの解析容tと呼ぶ,明らかにc(K-)-c(K)であ

る｡ 1.2で見たと同じ様に

c(〟)-0ならば〝は完全非連結

となることが分かる.事実Kが非退化連続体Eを含む

として矛盾を出す. e＼EをAに写すRiemann写像関数

q,で甲(∞)-0となるものをとるo甲は1 : 1なので

p'(∞)≠ 0に注意するとq)は

甲(∞)-0, rq'(I)I <1 (z∈e＼K-)

を満たすからc(K)を定義するLrの関数であって

c(K)≧ lp'(∞)I >o

と言う矛盾が出る｡故に, c(K)-0ならばK-tKは完

全非連結となる訳である｡

補鹿1.1. Cの尭閉集合Kのeに関する補集合

の∞を含む成分RがOABに入るための必要十分条件は

c(〟)-0となることである｡

証明. Kはあらかじめ完全非連結として示せば十分で

あるoそうでないとR年oABでc(K)>0だからであ

るoするとR-e＼gである. R∈OABならば7-(0)

だから明らかにc(K)-0が言えるo幾分自明でないの

は,
c(K)-0からAB(R)-Cを導く部分である.

c(K)- 0として背理法により,f∈AB(R)＼Cが存在

したとする｡′を′-∫(∞)で置き換えたら良いから

∫(∞)- 0とする｡ ′の∞に於けるTaylor展開を

i(I)-ay/zv+au+1/zvi+1+- (u≧1, av≠0)

とするとき, zy~1f(I)は又R上有界正則で, c>0を

113

適当にとっておけば, g(I)-czu-1f(z)と定めるとき,

g∈fとなる.しかも

g(I)-c:ay /I+cap+
1/z2+-

だから, 1g′(-)i-clauIにより

c(K)≧cJaul>o
となって矛盾が出る｡ 級

1.4.いつc(K)-0と成るかを調べるための一つの

判定法に1次元測度に依るものが有力である｡ Cの部分

集合Eをとる.正数e>oに対して

U A(zj,d,/2)⊃E, 0<dj<e (j≧1)
j≧1

となるEの可算被覆V- 〈A(zj,d,/2)〉j≧1の全体を

re と記す.その時Eの1次元外測度を

E(E)-1im inf ∑dj

eJO V∈rE j≧1

で定めるoするとEは可測集合族上の測度となる.これ

を1次元測度(又は線形測度)と言う｡

Imz- 0上の可測集合Eに対しては

E

(E)-/Ed(Ref)
となる｡ ∂A上の可測集合Eに対しては

E(E)-/EJdzl
となる｡依って例えばE([o, 1])-1, A(∂A)-27T等

である｡

この様にCの完閉集合Kに対してほ, A(K)の方が

c(K)よりもはるかに計算し易いものと思われる.又こ

の暗E(K)を定義するre のVは総て有限被覆で置き

換えられることKの完閉性の直接の帰結である｡

Cの完閉集合に対して

E(K)-0ならばKは完全非連結

である.そうでないとKは非退化連続体Lを含むo L

の2点を結ぶ線分Sを固定する. (A(I,, d,/2)),?=1をL

の任意のre に入る有限被覆とする. Sを含む直線上へ

のzjの射影をz;･とするとき, 〈A(z'i,d,/2)〉袈.はSの

有限被覆となることがLが連続体であることから分か

る｡故に

n

∑dj≧ FSl (Sの長さ)
.1'-I

となる｡これから

E(K)≧E(L)≧JSI>o

と言う矛盾が出ることになる｡

補鹿1.2 (Pajnlev呑の定理). Cの尭閉集合Kに対

してR(K)-0ならばc(K)-0となる.
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証明.とにかくE(K)-0だからKは完全非連結で

あることに先ず注意する.補題1.1によりc(K)-0を示

す代わりに,任意のf∈AB(e＼K)は定数となることを

言えは良い｡/の代わりに/-/(∞)を考えることにより

/(-)-oと仮定して良い｡だから′…0を示せば良い｡

その為z∈e＼Kを任意に取り, I(a)-0を言えば良い.

正数q>oを任意に取る｡ Kは完閉であってしかも

A(K)-0だから, Kの有限被覆〈A(zj,dj/2)〉,q=lで

n

∑dj<符
}l-1

となるものがとれる.あらかじめdjを小さくとっておく

ことにより

2年X-a
A-(zj,d,/2)

j-1

であるとしてよいo更にA(I,･,dj/2)らのどの2円板も

外凄しないと仮定することも出来る.するとXの,従っ

てe＼Xの,境界γは高々有限個の互いに交わらぬ区

分的に解析的なJordan曲線からなる｡しかも

n

ycuaA(zj, d,･/2)
}=l

であるから, γの長さをlγlと記すとき
n

lγl≦∑2Tdj≦叩
j-1

となることに注意する｡

さてf∈AB(C＼(X＼γ))だからf(∞)-0であるこ

とにより, f(I)はCauchyの積分公式により

f(I)

-去Jfi9E
と表される. e＼K上Ifl≦Aとなる正数Aをとるo

又zとEの距離をp>0とするoすると

1 A

lf(I)l≦去L苦JdEl-話･言･
Lγl

≦⊥･4･叩-(A/2p)q~2打 P

となる.ここで符>0は任意だからqJ Oとしてf(I)-

oが結論出来る｡ 終

2.族OAoB

2.1. Riemann面Rの真の部分領域Wで次の性質

を持つ様なものを考える:任意のz∈∂W に対して z

中心の座標円板Uをうまくとると Un∂WがUの一

つの直径となる｡此の様なRの部分領域WをRの許

容部分領域と呼ぶ｡依って許容部分領域Ⅳは解析曲線

からなる相対境界∂W とRの理想境界のWに触れる

部分に依って囲まれた領域である｡

境界のあるRiemann面(W, γ)とは,或Riemann

面RがあってWほその許容部分領域であり, γ-∂W

と表されることであるとする｡つまり Riemann面 W

の理想境界の一部分 γ が解析曲線として表現された組

(w, γ)が境界を持つ
Riemann 面である.この時

wuγ上の有界正則関数fでγ上Ref-oとなるよう

な/の全体を記号

AoB(W, γ)

と表す. W 自身はRiemann面であるから, AB(W)

が考えられるが明らかに次の包含関係

AoB(W, γ)⊂AB(W)

が成り立つ｡さて, Rを実軸とするとき, AoB(W,γ)⊃

iRであるが, f∈AoB(W,γ)が定数αとなるとReα= 0

だからα∈iRとなる.故にAoB(W, γ)の各関数が定

数ばかりからなることと

AoB(W, γ)-iF7

は同等であるが,とにかく,此の様な境界のある

Riemann面(W, γ)の全体の族を記号

SOAB

で表す. (W, γ)∈SOABとはWの理想境界の内γの

補集合となる部分が小さい感じであることを意味してい

る｡このことをもっと具体的に述べる為の準備をする｡

2.2.境界のあるRiemann面(W, γ)からそれ自身

への恒等写像をjとする｡局所的な表示の意味でw-

j(I) (-は複素共役)が(W, γ)から(j(W),i(γ))へ

の等角写像となる様な等角構造を(i(W), i(γ))に導

入する.そこでγとj(γ)を同一視してWとj(W)

をγ-i(γ)でつないたものは文一つのRiemann面とな

るo これを(W, γ)の対称化と呼び記号

伊γ

で表す｡すると
ノヽ

j･:I-Wγ-Wγ

はj｡j-id. (恒等写像)となる反等角写像であって, γ

の各点はjの不動点となっている｡

例えば上半平面を W として実軸をγ とするとき

舟γはCとなる.この例でも(W,γ)に於けるWの

γ以外の理想境界は無限遠点ただ1点で小さいと思える

が,そこ-
γが集積しているので今一つはっきりしな

いoしかし伊γ-cでははっきり無限遠点1点が理想境

界で確かに少ない｡

此の様に一般に(W, γ)のWのγ以外の理想境界

の小ささを,伊γの理想境界の小ささで表現すると事情

がはっきりする｡この見地から次の事実は興味深い｡

補足 2.1 (Kurodaの定理).境界のあるRiemann面

(w, γ)がSOABに入る為の必要十分条件は(W, γ)

の対称化舟γがOABに入ることである｡
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証明.最初(W,γ)∈SOABとすると 伊γ∈oABと

なることを示すoその為には任意のf∈AB(伊γ)をと

るとfは定数となることを示せば良い｡jを伊γの反

等角写像であるとして, fから次の関数flとf2を作る:

fl-I-j｡j, f2-
-iV十j｡j).

先ずfと共にj｡jは舟γ上有界正則であることを示

すoその為にf｡jが酔γの各点zで微分可能なことを

見れは良い｡局所的に考えて

U｡j)(I+ Az)-U｡j)(I)

f(j(I+Az))-f(i(I))＼ i(I + Az)-I(I)
i(I+Az)-i(I) I Az

であるが,右辺の第1因子はAz-0と共にf′(i(I))に

収束し,第2因子は伊γの等角構造の定め方によりAz

-0のとき(i)'(I)に収束することが分かるからであ

るo従ってfl,f2共にAB(伊γ)に入るが,作り方から

γ上

Refh-0 (k-1,2)

となることが分かり,fhをWUγ上に制限して考えると

fh∈AoB(W,γ) (k-1,2)

となるo しかし(W, γ)∈SOABであったから

fh…Ck (定数) (k-1,2)

であるo所で伊γ上f-fl+lf2なので,特にW上f-

c.+ic,となり,一致の定理より伊γ上fほ定数cl+icb
となることが分かる｡

逆に伊γ∈oABならば(W, γ)∈SOABであること

を示したい.その為に任意にf∈AoB(W, γ)をとるo

そこで

g(I)- (
I(I) (zEWUy),

I(i(I)) (zEj(W))

に依って伊γ上の関数gを定義する. γ上Ref-0で

あるから,鏡像の原理によってg∈AB(伊γ)が分かる.

しかし伊γ∈oABだからgほ伊γ上従ってfは

W上定数となり(W,γ)∈SOABが結論されるo 終

2.3. Riemann面Rのすべての許容部分領域Wが

境界のあるRiemann面(W, ∂W)と考えて常にSOAB

に入るような,つまり関数族AoB(W,∂W)が定数はか

りからなるようなRの全体の族を記号

OAoB

と記すo此の族ほKurodaによって導入されたものであ

るがその意義を理解する為にはⅠversenの性質と呼ばれ

るものについて述べる必要がある｡

Riernann面R上の非定数の有理型関数fを考える.

fに対してeを基底面, fを被覆写像とする被覆面(R,

メ e)を考える｡任意の点α∈eを中心とする任意半径

p>0の円板A(α, p)に対してf~1(A(α, p))≠¢で
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あってその任意の成分Sをとるとき

A (a,
p)V(S)

は非退化連続体を含まない時, fはIversenの性質を持

つと言う｡

このとき, eの完全非連結閉集合Fがあって(R,i

e＼F)は非有界有限葉被覆面でありFの各点ほRの理

想境界に於ける′の漸近値となる,と言うことが成り立

つかまたほ, Rの理想鏡界に於けるfの集積値集合は

eとなる,と言うことが成り立つかのいずれかと成るこ

とが知られており(例えば[7]参照),これをSto71ow

の原理と呼ぷ｡しばらくⅠversenの性質からはなれて後,

又この説明に戻る｡

境界のあるRiemann面(W,
γ)に於て, WUγ上の

任意の有界正則関数′を考えるとき,もしγ上けl -

M(正定数)ならばW上IfJ≦Mとなると言うこと

が成り立つならば, (W. γ)はLindeI6f型の性茸を持つ

と言う.此の様な(W, γ)の全体の族を記号

Jt･､

と記すことにする. SOABの代わりに2を用いても

OAoβが定義出来る:

補麓 2.2 (Noshiroの定理). Riemann面RがOAoB

にAする為の必要十分条件は, Rの任意の許容部分領域

Wを境界のあるRiemann面と見1=時yにはいること

である｡

証明. R の任意許容部分領域 W に対して(W,

∂W)∈2と仮定するとき, RがOAoBに入ることを言

う.その為には(W,∂W)∈SOABを言えば良い. WU

γ上有界正則なfで∂W上Ref-0となるものを任意

に取る. e±′ほ又WUγ上有界正則でγ上

Ie±′L
-e±Ref- 1

となるから, W上Ie±f-≦1となり,これからW上

eRef- Iefl …1

が出る.故にW上Ref…0となってfはW上定数と

なり, (W, ∂W)∈SOABが結論される.

逆にR∈OAoBを仮定する. Rの任意の許容部分領域

Wをとるとき(W,∂W)∈yを言えば良い.その為W

U∂W上有界正則関数fで∂W上非負定数Mがあっ

てIfl-Mとなるならば, W上Ifl≦Mとなるこ

とを言えば良い.背理法で,もし Wの或点zで

If(I)l>Mとなるとき, (lil-N)がR内の解析

曲線からなるようなIf(I)l>N>Mとなる定数N

をとり, 〈lfF>N)のzを含む成分をVとすると,

VはRの許容部分領域であり ∂V上Ifl-Nとな

る. ′の代わりに//Ⅳを考えたら良いからⅣ-1と仮

定して構わない｡
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･α-supけl
>1

V

と置くとき等角写像

w-h(I)-去(z･‡)
により円環〈1≦L I L≦a)は虚軸上の線分[-i,i]と

楕円により囲まれた閉領域に写され〈lzl-1〉は

[-i, i]に対応する.そこで

g-hof

と置くとgはⅤ∪∂Ⅴ上有正則で∂Ⅴ上Reg-0とな

るo (V, ∂V)∈SOABだから, g従ってfは定数とな

らなければならぬ｡これほ矛盾である｡ 終

補足 2.3.包含関係OAoB⊂OABが成r)立つ.

証明. R年OABならばR牛OA｡Bを言えば良い｡する

とf∈AB(R)＼Cが存在する.すると

If(zl)I < Ff(z2)L

となるRの2点zl,勾が取れるから

If(zl) E <M< Lf(z2) I

となる定数〟で〈けl -〟〉が解析曲線からなる様な

ものを取る時, (lfl>M)の勾を含む成分をSとす

ると, SはRの許容部分領域であり, aS上LfI-M

なのにS上EfI>Mとなって, (S,∂S)年yである.

依って補題2.2からR車OAoBとなる. 終

さて再びIversenの性質に帰る.族OAoBの重要さほ

次のKurodaの定理が成立することにある:

R∈OAoBでfをR上の任意の非定数有理型関数とす

ると fはIversenの性質を持つ.

これを示す為にe上の任意円板』(α, 〟)をとる｡

f~l(A(α,p))が空であると1/U-α)(α=∞ならf)

はAB(R)＼C に入って補題2.3に反する.そこで

f-1(A(α,p))の任意の成分Sをとる.必要ならpを

小さくすることにより SほRの許容部分領域である様

に出来る｡そして

f(∂S)⊂ad (α,p)

である. A(α,p)＼f(S)が連続体Eを含むと,円環状

領域A(α,p)＼Eを円環1< lzl <M<+∞に等角写

像する関数hでaA(α,p)はIzl -1に対応する様に

出来る.するとg-hofはSU∂S上有界正則で∂S上

IgI-1なのにS上Igl>1となるから(S,∂S)年

2となり,補題2.2からR∈OAoBに反する.

補題2.3の等号の不成立を示す例として後出の4.1で説

明する面に対してはⅠversenの性質が成立せぬ事が分か

るので,上の主張は最善である｡

3. Riemann写像

3.1. A-A(0, 1)は単位円板でその周をここでは

γ-∂』とかくことにする｡又Gを一つのJordan領域

とすると,その境界 r-∂G はJordan 曲線である｡

Riemannの写像定理によればAをGに等角に写像する

いわゆるRiemannの写像関数/が存在し,しかも′は

Aの1次自己変換を度外視すれば一意的であるo更に

Carath6odoryの定理によればfほ自然にA--A Uγか

らG-GUIlの上への位相写像に拡張されるo従って特

にfほ γ とIlの間の位相写像である.E⊂γ には

f(E)⊂Ilが対応するのであるが各々の1次元測度

E(E)とEW(E))の間には何か関係が有るだろうか?

例えばE(E)-0であることとEU(E))-0とは同等

であるか否か?この様な問題は応用上重要である｡

γ-aAは局所的には真直ぐであるが, Il-∂Gは一般

にくねくねと曲がりくねっているであろう｡ rの外側-

膨らんだ部分に対応するγの部分を′は引き延ばそう

とするであろうし, rの内側-窪んだ部分に対応するγ

の部分を/は圧縮しようとすると思われる｡ γの部分集

合Eがこのfに依る伸張傾向(又は圧縮傾向)の部分

にあればEの1次元測度E(E)に較べて像f(E)の1

次元測度EU(E))はずっと大きい(又はずっと小さい)

であろうし, rの曲がりくねり方がはなはだしくなれば

なる程此の度合は増すと思われる｡これら両者の絡み合

いでE(E)とEW(E))の関係に何が起ってもおかしく

ない様に思われるであろう｡但しrの長さが有限である

と曲がりくねり方はあまり極端にはなれなくて次の整然

とした事実が成立する:

補類 3.1 (Riesz兄弟定理). rの長さLrl<∞なら

ば,A(E)-0となることとE(f(E))-0となることとは

同等である｡

此の証明についてほ標準的な教科書,例えば[1]や

[8]等を参照されたい｡換言すると, 1r】 <∞ならば

/はγ上絶対連続になると言う事である｡従って例えば

A(E)>0なのにEU(E))-0などと言う現象は起こ

るとすれば少なくともIrl-∞となる位の極端さでr

が曲がりくねっていないといけないと言うことになる｡

そして事実これが起こり得るのである:

補鹿 3.2 (Lavrent'evの定理).単位円板』から｣or･

dan領域G -のどんな等角写像もγ-∂A 内の1次元

測度27tのある集合をr-∂G内の1次元測度零の集合

-写すような｣ordan領域Gが存在する｡
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AからG上への等角写像の1つをfとするとき, A

からそれ自身への1次変換をmとすると, AからGへ

の任意の等角写像ほ′｡〝‡の形に与えられる｡ γの可測部

分集合EでE(E)-27E, EU(E))-0となるものがあ

ればf｡mに対する集合はm-I(E)に取れば良い｡

A(m~1(E))-27Eだからである.依って(G,fE)の

1組の存在がLavrent'evの定理の実質的な主張であ

る｡

3.2.上の定理ほLavrent'evが半世紀以上も前の

1936年発表したものであるが,一つには論文がロシア語

で書かれている為と,いま一つは証明が大変に難解で

あった為に,英訳がずっと後1963年に出版された後も主

張の事実が一般には無懐疑に受け止められていると言う

雰囲気ではなかった様に思われる(Lavrent'ev [2])0

元々のLavrent'evの定理では1次元測度正の集合を零

のものに写すと言う形であって,測度27rの形にしたの

はMcMillanとPiranian共著の論文[4]である｡更

にここでは′がクラス(A),即ち

:･E

f(I)- ∑anzn

n-0

とA でTaylor展開するとき

00

∑ IanF<-
n-0

となる様にGが作られている｡ [4]の証明は極めて幾

何学的で大変見通しの良いものであるが,筆者の観点で

は,幾分直観的に過ぎる嫌いがあるように思える｡そこ

で[3]で展開された解析的な道具立てをうまく利用し

た[6]の証明に準拠した,少なくとも筆者にとっては,

大変分かり易い証明を与えることが出来るが,無論多大

の紙数を要するので,次回を期したいと思う｡ただここ

では[4]の基本的なアイデアがどの様なものであるか

のみを説明しておく｡

3.3.求める領域Gは,先ずA上の単葉正則関数

i(I)を作り,

G-∫(』)

として与える. f(I)ほ次の漸化式で定める多項式列

〈fj(I))?=.の極限として与える:先ずfo(a)…zとし,

とj;'.a)I-f=7:'zk':ik:'fk′;11'zZな去,;-fl表::i･･9',又〈nj),'=1はある自然数列である. (nj)を十分速く発散す

るようにすると, A一上〈fj(I)〉は, A一上絶対かつ一様収

束する巾級数で与えられるある関数f(I)に,一様収束

する様に出来ることを示すo又f(I)はA-上単射である

ことが示される｡そこで′′のγ内のPlessner点の集合

Pをとると, A(P)-27T, EU(P))-0となることが
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分かって構成が完結すると言うのが証明の概要である｡

ここでeie∈γ-∂A に於てA内の有理型関数gの近

づき得る角内集積値の全体をgのeieに於ける角集積

値集合と言うが,これがeと一致する様なeieをgの

Plessner点と言いその全体をP(g)と記す.又gが

eieで角極限をもつときeieをgのFatou点と言いその全

体をF(g)と記す.すると

E (P(g)uF(g))-27r

となると言うのがPlessnerの定理である([5]参照)0

これを使って上のE(P)-27Tを出すのであり,いずれ

にしても初等的な道具立てのみでは処理されない.

4.族OAB＼OA｡Bの例

4.1.一般Riemann面の例. 〈zn)を原点0に収束す

るC＼〈0)内の任意の点列とするo (zn)の上にのみ分岐

点を持つC＼〈0)上の2菓の被覆面GkをMyrberg面

と呼ぶ.
Qkを修飾して様々なRiemann面を作り,分類

論に於ける各種の反例として利用する｡

決まりを付ける為にzn-1/n(n-1,2,-)として

のMyrberg面akを考える｡基底面C＼ 〈0)上の閉円板

K-A-(-3, 1)の上にあるGkの2つの閉門板をK±,

A(-3, 2)＼云(-3, 1)の上にある円環領域SでK'

USがA(-3,2)上の開門板と成るようなものをと

る｡そこでRiemann面

R -ak＼K'

を考えると,これがOAB＼OAoBに入ることがわかる:

R ∈ OAB＼OAoB

先ずR∈OABとなることをみる｡ f∈AB(R)を任意

に取るとき,これが定数となることが言いたい.各z∈

Xの上にあるQkの2点をz±とする.各zn-1/nに対

してはz'n-I-nと考える.そこで

g(I)-U(z')-I(I-))2

と置,くと g∈AB(C＼〈0)UK)だから, Riemannの除

去可能定理によりz-0でも正則でg∈AB(C＼K)とな

る.ところがg(zn)-0 (n-1, 2, -)により,一

致の定理に依ってg…0となるo従ってC＼Kの各点z

に対してf(z')-f(z~)だから, z'∈K'に対しても

i(z')-f(I-)に依りf∈AB(Qk)となる様に拡張出来

る｡

h(I) -I(z')-I(I-)

と定めたh∈AB(C＼〈0))で,再びRiemannの除去可

能定理に依ってh∈AB(C)となるo故にLiouvilleの

定理により C上h-c(定数)となる.これからR上

f…cが出る.

次にR卓OAoBを示したいoその為には, SがRの

1つの許容部分領域であることに注意して, (S,∂S)∈
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SOABを言えば良い.しかしSの∂Sに関する対称化

S∂sほ円環〈1< lzJ <4〉となるから,明らかにS^∂s車

OABである.よって補題2.1 (Kurodaの定理)により,

主張が従う｡

4.2.平面領域の例.複素平面C内の完全非連結完閉

集合Kで

R - e＼K∈ OAB＼OAoB

となるものを求めるo この様なKは補題3.2(Lavrent'-

evの定理)から得られるo fを単位円板A- A(0,1)

からJordann領域G -の等角写像とする時, γ-∂』

内の1次元測度27Tの集合Pがあってf(P)がf(γ)-

∂G内の1次元測度0と成る様なGとfの組が存在す

ると言うのがLavrent'evの定理であった.そこでPの

完閉部分集合Eでその1次元測度E(E)>0と成るも

のを取り, K-I(E)と置くとこのKが求めるもので

あることを以下示す｡

先ずR∈OABについてほ, K-I(E)⊂f(P)だから

A(K)≦EU(P))-0に依りE(K)-0であるoすると

補題1.2に依りc(K)-0となり,補葛1.1に依ってR∈

OAβがわかる｡

本質的な部分ほR牛OAoBを示すことにある.この為

には,補題2.2 (Noshiroの定理)により, Rの許容部

分領域Sで(S, ∂S)卓gと成るものを構成すれば良い.

γ＼且■は可算個の開弧からなる.その各々の開弧をその
両端を結ぶ弦で置き換えて得られるJordan曲線を♂と

すると,明らかにorの長さ

L
o･l<Fγl-27T

であり,又o･＼E⊂Aであり,これは可算個の開線分から

なる｡ o･で囲まれた領域を6とするとき,

f(o･)-∑, f(6)-S

と置くとE⊂o･からK⊂∑であり, ∑＼KほA内の開

線分のfによる像である開解析弧からなるo故にSをR

の部分領域と見ると,その相対境界∂S-∑＼Kで, Sの

理想境界はKである｡依ってSはRの許容部分領域

である.これが求めるSの構成である｡

次に(S, ∂S)-(S, ∑＼K)隼2を言うo等角同値性に

依り(6,or＼E)辛.yを言っても同じ事である.更に6を

再びAへ等角写像しその時Eの像をFとする. 6の

境界orの長さは有限l o･ l <27Tだから補題3.1 (Riesz

兄弟定理)によれば,此の写像は境界上絶対連鋳で,従っ

て E(F)>0となる.勿論明らかに E(γ＼F)>0であ

る.そこで(A,γ＼F)年yを言えば良い｡その為にはA

U(γ＼ダ)上有界正則なgであって, γ＼F上Igl -1

でしかもsupA lgl >1と成る様なgを作れは良い.

u(I)-去/FRe(琵)
IdE F

と置くと, 0<E(F)<2方により A上0<u<1であ

り, supAu-1で,
uはγ＼F上境界値oを持ち,

Aか

らγ＼Fを越えて調和接続可能である. uの共役調和関

数をvとするとu+ivはAU (γ.＼F)上正則であるo

依って

g(z)
-

eu(a)'z'v(I)

と置けばgはAU(γ＼ダ)上有界正則, γ＼F上IgI
-

1, A上1<lgl<eであってsupAlgl-e>1が

わかる｡

注意.此の例のKほE(K)-0なので必然的にR∈

OABとなった(補題1.2のPainleveの定理).一般的に

ほ E(K)>0でも R∈OAB となることがある([7]

参照)o上の例のKの様に E(K)-0位では,まだ大

き過ぎて必ずしも,そして上の例ではそうである様に,

R∈OA｡Bとはならないo上のPainlev6の定理に対応す

るものは1次元測度 E(K)の代わりに,対数容量cap

(K)と呼ぶものを考えて([8]参照), cap(K)- 0なら

ばR∈OAoBとなる,と言う形のものであるが,やほり

cap(K)>0でも R∈OAoB となることがある([5],

[7]参照).一般に, cap(K)-0ならP(K)-0であ

るが,上の例のKはcap(K)>0, A(K)-0となっ

ている訳である｡

付緑:等角写像のDarbouxの定理

本文で使ったLavrent'evの定理(補題3.2)の証明の

中で使うと便利な一つの初等的な知識について此の機会

に述べておく｡次回Lavrent'evの定理を証明するとき

に説明すれば一番時宜に叶うかとも思うが,携会を逸す

る可能性も有るのであえてここに記すo

Wを有限複素平面C内のJordan曲線GJにより囲

まれたJordall領域とする｡又同じく GもあるJordan

曲線γによって囲まれたJordan領域とする｡これらに

関して次の事実に注目する(例えば[1], [9]参照):

Darboux の定理. a)の長さを有限とし,
f をW-

WU∂W上の正則関数とする｡ fがGJからγへの全単

射を与えるならば,イは〝からGの上への等角写像で

ある｡

此の定理ほ等角写像論でしばしば利用される有用なも

のであるが,幾分仮定がきつくて,直接の適用に不便を

感ずることがある.それは, 6Jが有限の長さを持たねば

ならぬと言う要求と,fが面上,従って特にu上,

正則であることが満たされねばならない点である｡通常
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此の定理ほ偏角の原理の応用として与えられ,それ故に

証明技術上の観点から上の2つの仮定は本質的に見え

る.しかし実はこれらは不用であって, wの長さは有限

であってもなくてもよく,又fのGJ上の正則性は連続

性に弱めることが出来て,次のように拡張出来る:

改訂版Darbouxの定理. fはW上正則師上連続とす

る.fがh)からγへの全単射を与えるならば, fはW

からG -の等角写像である｡

この定理に証明を与えることが此の付録の目的であ

る｡此の証明でほ写像の偏角の変化などは考察するけれ

ど通常言うところの偏角の原理そのものほ一応使わな

い｡しかしもっと大がかりな道具立てである Riemann

の写像定理を使う｡先ず,次の一般的な事実を示すこと

から出発する:

補患1. fをW上正則で~押上連続な関数とする.ち

しf(a)-γならばf(W)-Gである｡

証明.領域保存性定理により, I(W)が領域,特に開

集合であることが,この補題を成立させる鍵である｡

C＼γは2つの領域からなり, 1つはγの内部である

Gで,今1つの外部をFと表す:C-GUγUFo さて

RをG又はFの何れでも良いがその内の1つを表すも

のとするとき,次の事が言える:

主張:R⊂f(W)又は斤nf(W)-¢｡

これが示されたとすれば, fのW上の連続性により

f(W)-i(W)は完閉なので,特にf(W)は有界であ

り, Fは非有界だから,主葉をR-F として使うとす

ぐに分かる様に, F⊂f(W)とはなり得ないから

Fnf(W)-¢である.それ故にf(W)⊂GUγと成る

が, i(W)は開集合だから,もしf(W)∩γ≠¢ならば

Fnf(W)≠¢でもなければならない.これは既に見た

Fnf(W)-¢に反するからf(W)∩γ-¢ となり,

従ってf(W)⊂Gとなる.だから特にGnf(W)-¢で

ほないので,再び主張をR-Gとして使って, G⊂･

I(W)となり,以上総合してf(W)-Gが結論される.

故に上の主張を示しさえすれば証明は完結する｡その

為には

aERnf(W), bERV(W)

となる2点α,∂が存在したとして矛盾を導けば良い｡そ

こで

C:w-w(i) (0≦t≦1)

をw(0)-a, u)(1)-b,
C⊂R となる曲線とする.又

s∈(0, 1)に対して

Cs二w-u)(i) (0≦t≦s)
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と置く.f(W)は開集合でa∈f(W)故十分小さな

s>0に対してはCs⊂f(W)となるから

o･-sup(s : Cscf(W))E(0 , 1]

が定まる. c-w(q)とおくとき, o･の定義から

C6＼〈c)⊂f(W)

であるが, f(W)が開集合なこととqの定義を再び使

うと

c*f(W)
となることが分かる｡そこで

(wn)⊂Co･＼〈c),u)n-c (n†∞)

となる点列〈wn)をとる. u)n∈f(W)だから, Wの完

閉性により,必要なら〈wn)をその適当な部分列で置き

換えて

(zn)cW, I(zn)-u)n (n-i,2,･･･),

zn-E∈W (n†-)

となるW内の点列(zn)とWの点Eを選ぶことが出

来る.f の連続性により f(zn)-u)n でn†∞ として

f(E)-cとなる.
c卓f(W)によりE牛Wだから

E∈iW＼W-6D

となり,
c-i(E)∈f(GJ)-γとなってc∈R⊂C＼γに矛

盾する｡ 終

補足 2. fを単位円板 A 上正則で A- 上連続とす

る. fが単位円周 6-∂d からそれ自身-の全単射であ

れば, fは』から』の上-の等角写像を与える1次変

換である｡

証明. f(6)-6なので補題1によりf(A)-A とな

る｡再び/(6)-6により, i-1(0)はA内の有限集合

となる｡′~1(0)が空集合だと1〝も′と同じ性質を

持ち6上Ifl-1, l 1/fl-1だから,最大絶対値

の原理によってA上Ifl≦1, ll/fl≦1となり,

結局A上Ifl…1となる.これよりfが定数となり

∫(♂)-♂に反する｡故に

f~1(0)-〈zl, Z2,

-
,

2,)

とすると n≧1である.但しm位の零点ほm個の零

点として陳列してある｡これにより

B(I)-皇子護
を作ると, ♂上】β】-1となる｡零点が打ち消しあっ

てf/B, B/f共にAで正則でA-で連続で,更に, 6

上け/βl-1, 】β〝l-1となるので,再び最大絶対

値の原理により, A上If/Bl≦1, lB/fI≦1とな

るoこれからA上If/Bl…1となる.これよりA上,

lαl-1となる定数αによって,

f(I)=aB(I)

となる｡そこで
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ar監′(I)
-

arga

･呈arg(子護)
に於て, zが6-aゴを正方向に1周すると,それぞれ

I-Zj

1 -i,.I

(∫-1,2,-,〟)

は♂を正方向に1周するので,それぞれ

arg(琵)
(j-1,2,-･･n)

ほ27Tだけ増加する.よってzが6を正方向に1周す

るとargf(I)は27mだけ増加し, I(I)は6を正方向

に正味n周することになる.f:6-6は全単射と言う

仮定があるからn-1でなければならず, A上

ZIZj

f(I)=α丁=石

となるから, fはAからAの上-の等角写像となるo

終

改訂版Darbouxの定理の証明. AをそれぞれW及

びG
-等角写像するRiemannの写像関数を,それぞ

れ甲及び少とするo Carathさodoryの定理で各々甲及び

g

g=少~lofoq)

f-少ogo中一1 1少

′

少はA-より各々W及び百の上-の位相写像である.

補題1によりf(W)-Gで無論f(W)-百である｡故

に合成写像

g=少11ofo甲

を考えると, gはA上正則, A一上連続で,更にgは6

から6への全単射である｡故に補題2によりgはAか

ら A
-の等角写像である.よって

f-サogo9~1

の表示から′はⅣからG-の等角写像となることが

分かる｡ 終
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