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The points in an open Riemann surface R are said to be separated weakly by a ring E(R) of holomorphic

functions on R containing constants if the points in R are separated by the quotient field F(R) of E(R). It is

shown in the present paper that the following three conditions are equivalent by pairs: 1) E(R) separates the

points in R weakly, 2) E(R) separates the points in R＼r for a countable subset r of R, and 3) E(R) separates
the points in R＼rlfor a discrete subset Il of R.

緒 言

Rを開リーマン面とし, A(R)をR上の正則函数環,

即ち, R上の正RIJ函数全体の作る環, M(R)をR上の

有理型函数体,即ち, R上の有理型函数全体の作る体と

する([5])oするとM(R)はA(R)の商体である:

M(R)- 〈fl/f2:^∈A(R),f2∈A(R)＼〈0)).
E(R)をA(R)の部分環で複素数体Cを含むものと

する:

CcE(R)cA(R).

以下E(R)ほ常にこの様なものであるとして, E(R)の

商体をF(R)と記すことにする:

F(R)- 〈fl/f2:^∈E(R), f2∈E(R)＼〈0)).

するとF(R)ほM(R)の部分体であって,

CcF(R)cM(R)

である｡

Rの異なる2点p と qをどのようにとっても,或

E(R)の元fを見つけて

f(p)≠f(q)

と出来るとき, E(R)はRの点を分離すると言う.Weier-

strassの定理から分かるようにA(R)はRの点を分離

するo A(R)の我々の考える範囲の最小の部分環Cは無

論Rの点を分離しない｡

1965年Royden [4]は,次のようなE(R)に依るR

の点の分離を考えた.即ち, Rの異なる2点Pとqを

どの様にとっても,或E(R)の元の組fとgとがあっ

て,
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U/g)(p) ≠U/g) (q)

となるo普通の意味のE(R)に依るRの点の分離と区

別して,この様な場合には, E(R)はRの点を弱分離す

ると言うことにする｡弱分離に対して,本来の分離であ

ることを強調して,強分離と言うこともある｡

定義からただちに分かるように, E(R)がRの点を弱

分離するということは, E(R)の商体F(R)がRの点を

分離する事に外ならない,つまり, Rの異なる2点♪と

qに対して,或F(R)の元fがあって

f(P)≠f(q)

となることである｡後で見るように,弱分離と強分離は

異なる概念である｡換言すれば,強分離ならば弱分離で

あるが,逆は必ずしも成り立たない｡しかし明らかに

A(R)では両概念は一致するo もっとも興味深いA(R)

の部分環である有界正則函数環H申(R),即ちR上の有

界正則函数全体の作る環,においては両概念は一致する

か否かは今の所不明である｡更に種々の部分環について

同様の問題があり大変に重要であるが,これについては

本稿では考えない｡

E(R)がRを弱分離すると言う概念はRoydenが導

入した経緯を見ても分かるように純粋に技術的なもので

あるが,幾多の局面で有用であり,特にE(R)がRの

点を弱分離するときE(R)がどのくらいRを強分離す

るかが分かると,一層利用し易くなる｡つまり, R内に

除外集合Ilを用意して, E(R)がR＼rを強分離するこ

とと, E(R)がRを弱分離することとが同等に成るよう

にするには, rはどんな集合とすれば良いかと言う問題

設定をする｡判定条件と見ればIlほ大きいぼど良く,棉
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結と見ればrは小さいはど望ましい｡この様な見方ほ,

1987年Hayashi [2]が提唱したのが最初で, Gamelin

-Hayashi共著の論文[1]に於ては,特に環H00(R)の
場合でrは離散集合に取り, Hayashi-Nakai共著の論

文[3]では,同じく環H∞(R)の場合でIlとしては上

より弱く可算集合が使われた｡本稿ではこれらの事を正

則函数環A(R)の一般の部分環E(R)に対して証明を与

える事が主目標である:

主定理. E(R)を開リーマン面R上の正則函数環

A(R)の複素数体Cを含む部分環とし, IlをRの部分

集合とするとき,次の3条件は互いに同値である:

1) E(R)はRの点を弱分離する.

2) E(R)は,或可算集合Ilに対して, R＼Ilの点を

強分離する,

3) E(R)は,或離散集合Ilに対して, R＼Ilの点を

強分離する｡

第1節から4節迄の準備の後に第5節で主定理の証明

を与える｡第6節では, rを出来るだけ小さくしたいと

しても,一般にrは空集合には出来ぬ事を例示する｡逆

に, rを出来るだけ大きくしたいとしても,例えばrを

縁集合,即ち内点を含まぬ集合,程に大きくすることが

出来ぬ事も同じく第6節で例示する｡

1.座 棲 円 板

1.1.開1)-マン面Rの点aに対して, aの開近傍

Vから複素平面Cの開集合-の位相写像z-I(p)が

あって

1) I(V)-A,- (z∈C:lzI<r〉 (0<r<∞),

2) I(a)-0,

3) zはVから円板△,-の等角写像

の3条件を満たすとき, (V, I)をaに於ける座標円板,

Vを局所円板, zを局所座標と言う｡ (U, E)をaに

於ける別の座標円板とする｡

(
I-I(P)-¢(P)

;-E(P)-甲(P)

とかき, Wを VnUに含まれaを含む単連結領域と

するとき,

E-q)
o

¢~1(I)-E(I)

と置けば,これは¢(V)の中の単連結領域≠(W)から

W I-¢(P)

E-甲(P)
E-q) o ¢~1(I)-E(I)

◆

q)(W)

¢(U)の中の単連結領域q)(W)の上-の等角写像で

あって, E(0)-0であるo ゆえに十分小さな円板〈Izl<

rl)上で

(1.1) E-E(a)-All+A2Z2+- (Al≠0)

の形のべき級数表示を持つ｡

1.2. fをR上aの近傍で定義された恒等的には0

でない有理型函数とする. aに於ける座標円板(V, I)

を適当に取れば, Ⅴ上

00

(1.2) f- ∑anzn (aj,≠0)
n=JL

の形のLatlrent級数表示を持つ｡ αに於ける別の座標円

板(U, E)に対して U上

00

f-∑bnEn (b入≠0)
n=^

の形のLaurent級数表示を持つとき, (1.1)を代入すれ

ば

く)O

f- ∑ cnzn (c入-Aそbl≠0)
T!-A

となる｡よってLaurent級数の一意性に依り, (1.2)と

比較して^-JLとなる.こうして(1.2)に於けるFEほ

fとaのみに依って定まり,座標円板(V, I)の取り

方にほ依存しない｡この〟を記号

af(a)

で表して, /のαに於ける便数と言う｡

a/(a) >0

はfがaでaf(a)位の零点を持つこと,

af(a) <0

はfがaでIaf(a)L位の極を持つこと,

af(a) -0

紘/がαで正則で/(α)≠0となることと,各々同等で

ある｡ /-0に対しても便宜上

a.(a)-∞

と規約する｡ aの近傍での2つの有理型函数fとgに

ついて

(
afg(a) - af(a) + ag(a)

af.g(a) ≧min 〈af(a), ag(a)〉

となる｡

1.3. I(a)-0又は-の時座標円板(V, I)をうまく

取って(1.2)の表示を最も簡単な形f-zJLに出来ること

を示す｡ /がαに極を持つ場合は/~1を考えたら良いか

ら,次の形で述べる:

補足1.1. hをリーマン面R上の点aの近傍に於け

る正則函数であって, ∂h(a)-tJ≧1であるとすると, a

に於ける座棟円板(Y, I)で次の性質を持つ様なものが
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存在する:ア上

(1.3) h=zu.

証明 局所円板Uがhの定義域に含まれるようなa

に於ける座標円板(U, E)を任意に取って固定するoよっ

てE-E(P)はE(a)-0を満たすUからCの或開門板

△,- (E∈C:lEL<r) (0<r<∞)

-の等角写像である. ∂h(a)-yだからU上

h-cソEy+cv+level+.･･ (cリ≠0)

の様なEに依るべき級数表示が得られるQ そこで△r上

の正則函数

q)(E)-cレ+c.,.1E+-･

を考えるとき, q)(0)-cp≠0だから, 0<s<rとなるs

を十分小さく取ると

q)(;)≠0 (E∈△s)

となる.すると△s上の正則函数少(E)であって

少(E)v-q)(E) (E∈△s)

となるものが存在するo勿論少(0)≠0だから∂少(0)-

0である｡そこで

¢(E)-E少(E) (E∈△s)

と置くとき, ∂E(0)-1故

∂≠(0)-∂E(0)+∂少(0)-1

であるo だから0<t<s となるtを十分小さく取れば,

¢はA止の単葉函数となる｡△r⊂¢(△t)となる様なT>

0をとって固定し, E-E(P)の連写像 E~1による

¢~1(△T)の像を Ⅴと置く:

V-E~1(¢11(A-)).

そこでⅤ上の函数

z-I(P)-¢(E(P))

を考えると, E(a)-0, ¢(0)-0等により, (V, I)紘

αに於ける座標円板であることが分かり, Ⅴ上順次

z(P)v-¢(E(P))y
- (E(P)少(E(P)))〟

ニE(♪)v少(I(P))〟

ニE(P)yq)(E(P))

-I(P)y(c,+c.+1E(P)+･･･)

-c,E(P)v+cL+1E(P)p'1+･･･

-h(I))

となる.即ち V上zy-hが得られる｡ 級
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2.局 所 構 造

2.1.リーマン面R上の正則函数環A(R)の複素数

体Cを含む部分環E(R)を考える:

A(R)3E(R)3C.

本稿では常にこの様な部分環E(R)を考え,更にE(R)

の商体を常にF(R)と書くことにするo即ち

F(R)- 〈fl/f2:fl∈E(R), f2∈E(R)＼〈0〉〉.

するとF(R)は有理型函数体M(R)の部分体である:

M(R)3F(R)=C.

Rの任意の点aにたいしF(R)の次のような部分環

F(R)aを考える:

F(R)a- (fEF(R) :I(a)-0).

これを使って, E(R)の商体F(R)の aに於ける示数

zJ(a)%

(2.1) zJ(a)-min (a/(a) :fEF(R)a)

で定義するo E(R),従ってF(R),のaに於ける局所

構造を調べるのに大事な役割を演ずる｡

上のv(a)の定め方により,

(2.2) tJ(a)-∂h(a)

となるhが定まる.この様なhを一つのF(R)のaに

於ける底と言うことにする.このhに対して,補題1.1

で定まる座標円板(V, I),つまり V上

(2.3) h-zv(a)

となる(V, I)杏, aに於けるF(R)の底hに関する

座標円板,あるいは簡単にh一座様円板と呼ぶo

2.2.示数 tJ(a)の最も基本的な性質は,全てのf∈

F(R)aに対する位数af(a)の最小値であることにとどま

らず,全てのaf(a)の最大公約数となっていることにあ

る:

補居2.1. F(R)の a に於ける示教 v(a)は任意の

f∈F(R)aの位数af(a)を整除する:

(2.4)
y(a)laf(a)

(f∈F(R)a).

証明 F(R)のaに於ける底hを一つ取って固定す

る.任意のfをF(R)aから取る｡もしt/(a)がaJ(a)杏

整除しないならば

af(a)-I,(a) ･

a+y

となる非負整数αと, 0<γ<7J(a)である正整数γが定

まる｡

g±f/ha

とおくと, gはF(R)の元であるが

ag(a)- af(a)-aah(a)-y>0

だから, g∈F(R)aである.しかし
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ag(a)-γ< u(a)

はγ(α)の定義に反する｡ 終

2.3. F(R)のaに於ける底hを使うと,E(R),従っ

て, F(R)のaに於ける局所構造は次の様に明瞭とな

る:

補題2.2. hをaに於けるF(R)の底とし(V, I)を

h-座棲円板とすると,任意のE(R)の元fはY上

00

(2.5) f- ∑ cnhn
TI-0

の様なhのペき級数表示を持つ｡よって任意のF(R)

の元fは V上

(2･6)

f-Li.anhn)/(ni.bnhn)
の形のhのべき級数表示の商に表される.

証明 F(R)の元はE(R)の元の商として表されるか

ら, (2.5)が示されさえすれば(2.6)は直ちに得られる｡

ゆえに(2.5)を示すためにE(R)の任意の元fをとる

と, Ⅴ上′は

00

(2.7) f- ∑anzn
n=0

とzのべき級数表示をもつ｡もしF(R)のaに於ける

示数v-u(a)-1であるならば, V上g-hだから,上

式でzをhで置き換えて(2.5)の表示が得られる.

従って, F(R)のaに於ける示数y-7J(a)>1と仮定

して, (2.5)の表示が得られることを示せば良い｡その

とき(2.7)に於て

(2.8) amv.1-･･･-amp.(,ll)-0 (m-0, 1,2, ･･･)
となることを示そう. fo-I-abとすると

00

f.- = anzn
TZ=1

であって, I.∈F(R)aだから,補題2.1により

zJIaf.(a)

である｡その為には

al---au_1-0

でなければならぬoつまり(2.8)ほm=0に対して成

立することが分かる｡

次にkを任意の自然数とし, (2.8)がm-0,1, ･･･,

k-1で正しいものとする｡すると(2.7)紘, V上

h
の

f-∑am｡zmv+ ∑ anzn
m-0 n=hL'+1

の形になる. V上zソニhであることを使えば,

k

fh-U- ∑ a,nvh7n)/hh
m-0

と置くとき, fh∈F(R)であって, V上fhほ

:iさ】

fk- ∑ aれ+nZn
n=I

とべき級数表示される｡この形からfh∈F(R)aであるか

ら,再び補題2.1に依れば

tJlaf.(a)

である｡その為には

ahv.1-･･･-a如.(v_I)-0

でなければならないo?まり(2･8)ほm-kに対して

も成立することが示された｡こうして数学的帰納法が完

成するから, (2.8)が全てのm-0, 1,
-で成立するこ

とが結論される｡

ゆえに(2.7)と(2.8)から Ⅴ上

00

f- ≡ am｡zmv
m=0

の形の表示が得られるから, amp-cm (m-0, 1, -)と

置き, zuをhで置き換えることにより(2.5)の表示が

導かれる｡ 終

3.局 所 分 離

3.1. Xを1)-マン面Rの部分集合とし, X(R)杏

M(R)の部分集合とするo X(R)がXの点を分離する

とほ, Xの相異なる任意の2点P と qに対して常に

x(R)の或元fが見つかって

f(p) ≠f(q)

となることであるとする. A(R)の部分環E(R)(⊃C)

の商体F(R)を取るとき, F(R)がRの点を分離すると

き, E(R)はRの点を弱分離すると言い, E(R)がRの

点を分離するとき, E(R)はRの点を強分離(或は単に

分離)すると言うo

特に一点aに於ける局所円板VをF(R)が分離する

条件がaに於けるF(R)の示教7J(a)によって完全に定

まる:

補足3.1. u(a)をF(R)のaに於ける示数, h を

F(R)のaに於ける底, (V, I)をaに於けるh一座標
円板とする｡F(R)がVの点を分離する為の必要十分条

件はzJ(a)-1である｡

証明 7J(a)-1とすると, V上h-zほ単葉なので,

h単独でVの点を分離する. hはF(R)の元なので,

無論F(R)ほVの点を分離する.よって7J(a)-1の十

分性が示された｡

逆にF(R)がVの点を分離するとしてzJ(a)-1を示

したい.背理法に依るために, z'-I,(a)>1と仮定する.

(V, I)の局所座標を
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z-I(P)-¢(P)

と置き, ¢(V)-A,- (z∈C: Lzl<r〉(0<r<∞)と

する｡

2n.

q(I)-e了Iz

と置くと, ♂は△rの回転である｡そこで

f(P)-¢~1[o･(¢(p))]

と置くならば, TはVの自己等角写像を与える. V上

T

･lf' Lv.¢一1
0'

h-zy-¢(･)りだから, A,上o･(I)v-zuにより, V上

h(1(P))-h(¢~1(o･(¢(p))))

-¢(¢~1(or(¢(p))))y

-q(¢(P))v

-¢(P)u

-I(♪)v

-h(p)

である｡従ってho I-hとなり, V上

(3.1) ho
Tm-h (m-0,1,-, zJ-1)

となることが分かる｡

F(R)の任意の恒等的に零でない元fにたいして,捕

題2.2によれば, ′はⅤ上(2.6)の形の表示を持つの

で, (2.6)の分母,分子ともに零でない Ⅴの点におい

ては(3.1)により,

(3.2) f｡Tm-I (m-0,1,･･･, γ一1)

となる｡ (2.6)の分母,分子の零点は.Ⅴ内の離散点集合

を作るので, Ⅴ上(3.2)が成り立つ｡これはⅤのどの

点♪をとっても,互いに相異なる Ⅴのγ個の点

b,-P, ♪1-I(P), ･･･,れ_1-1V-1(p)

に於てfは同一の値を取ることを意味する｡故に,これ

はF(R)が V の点を分離することに反する.よって

zJ(a)-1は必要条件である｡

3.2.一点aの局所円板Vの点をF(R)が分離する

条件女, E(R)の言葉で表現したいoここに除外集合が登

場する:

補麓3.2. t'(a)をaに於けるF(R)の示教とし,hを

F(R)のaに於ける底で, (V, I)をaに於けるh一座

様円板とする｡ Vの或可井部分集合(又は離散部分集合)

Ilが存在して, E(R)がV＼rの点を分離するための必

要十分条件はy(a)- 1である.

証明 y(a)-1とすると V上h-zは単葉でVの点
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を分離する. h∈F(R)だから

h-h./h2 (hl∈E(R), h2∈E(R)＼〈0〉)

の様に表される. hlとh2のV内の零点の全体をrとす

ると, rはⅤ内の離散点集合なので,勿論可算集合で

あるo Pとqを V＼Ilの異なる二点とすると

hl (P)/h2(P) ≠hl(q)/h2(q)

だからhi(P)≠0, ht.(q)≠0 (i-1, 2)により

hl(P)≠h.(q)又はh2(P)≠h2(q)

となる. hi∈E(R) (i-1,2)なので, E(R)はV＼rの

点を分離することが分かる｡

逆にⅤの可算部分集合(又は離散部分集合) rがあっ

て, E(R)がV＼rの点を分離するとするo E(R)の各函

数fは補題2.2により(2.5)のようにhのべき級数

表示されるので, h単独で既にV＼Ilの点を分離するこ

とが分かる｡ 〟-〟(α)-1を示したいのであるが,もし

L･>1ならば

T,･= (p∈V :旦o･-1)≦a,gz(P)<kj)ZJ LI

Cf-1,-, u)

とおくと, Tl,…,Tyは互いに素で,これらの合併がV

である｡

Ilj-T,.nh-1〈h(Il)〉 U-1, -,

v)

と置くと, V上h-zpだからIljは又Vの可算部分集

令(又は離散部分集合)となり,補題3.1の証明中のT

を使うと

Tj＼Ilj-I(j-I)(Tl＼rl) O'-1, -,

tJ)

である.そこでu)∈h(V)＼ゐ(r)を任意に一つ取り

h-1(u))- 〈pl,･･･,れ)

と置くと,以上の作り方から,

P,･∈T,･＼rjO'-1,
-,

〟)
Lr

だから, r⊂,せ1Il'.により

〈Pl,-,れ) ⊂V＼r

となり,更に

h(pl)---h(れ) (=u))

となって, hがV＼rの点を分離することに反する｡よっ

て γ-〟(α)-1でなければならぬ｡つまり γ(α)-1は

必要条件である 終

4.非分離部分集合

4.1. E(R)のどんな函数によっても分離されぬよ

うなRの互いに異なる2点♪とqの組(P, q)の全体

AをRxRの非分林部分*合と名づけるo 即ち

(4.1) A- 〈(P,q)∈RxR＼A(RxR) :I(p)-I(q)

U∈E(R))〉,

但し△(RxR)はRxRの対角線集合

△(RxR)- 〈(p,p) :p∈R)
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とするo この集合AはE(R)がRの点を分離すると一

挙に空集合となる訳であるが, E(R)がRの点を弱分離

するときには次のことが言える:

補題4.1. E(R)がRの点を弱分離するとき,即ち,

F(R)がRの点を分離するとき, RxRの非分鞍部分

集合AはRxRの離散部分集合である｡

証明 任意のRxRの点(P, q)をとるとき, RxR

内で(P, q)の小近傍でAの点を高々一個のみ含むも

のがあることを言えば良い｡

先ずp≠qの場合を考える｡

(P, q)∈Aの時には, f∈E(R), g∈E(R)＼〈0〉

であって

(4.1) U/g)(p) ≠U/g)(q)

となるものがとれることが, F(R)がRの点を分離する

と言う仮定の帰結である｡ E(R)はP と qを分離せぬ

から, f(I))-f(q)でありg(P)-g(q)であるが, (4.1)

により

f(p)-i(q)-g(A)-g(q)-0

である｡再び(4.1)により′もgも恒等的に0でない

から, Pとq各々の近傍UとVで, U＼〈p)上f≠0,

V＼〈q)上g≠0であって,しかも

(4.2) U/g)(U)∩ (//g)(V)-⑦

となるように取ることが出来るoa∈U, b∈V,かつ(a,

b)≠(p, q)となるものを任意に取ると, (4.2)により

′(α)/ど(α)≠′(∂)/ど(∂)

だから, ∫(α)≠/(∂)又はg(α)≠g(∂)でなければならな

い.とすると(a, b)はAに入らないから

[(Ux V)＼〈.(p,q))]nA-⑦
となって UxVはAの点としては(P, q)を唯一つ

のみ含む(P, q)のRxR内の近傍である.

次に(P, q)がAに含まれぬ時には, f∈E(R)で

I(p)≠f(q)となるものが取れるから, ♪の近傍Uとq

の近傍Ⅴで

f(U)nf(V)-⑦

となるものが取れる｡すると

(UxV)nA-⑦

となり, (I), q)のRxR内の近傍UxVはAの点を

一つも含まない｡

今度はP-qの場合を考える｡

F(R)がRの点を分離するから,補題3. 1に依れば,

Pに於けるF(R)の示教v(P)-1であり, hをF(R)

のPに於ける底とするとき, (V, I)をPに於けるh

一座標円板とすると, V上h-zは単葉となるo さらに

h-hl/h2 (hl∈E(R), h2∈E(R)＼〈0))

と言う表示を固定したとして,必要ならばⅤをあらか

じめ小さく取り直しておいたとして, V＼〈p〉上 hi≠0

(i-1,2)となっているものとして良い.

このとき(P,q)-(P,P)のRxR内の近傍 Vx V

をとると

(Ⅴ×Ⅴ)nA-⑦

である｡もし(α, ∂)∈(Ⅴ×Ⅴ)nAがあれは

hl(a)-hl(b).及び h2(a)-h2(b)

であり,更にa≠bに注意すれば,これらの何れかは0

でないから,

h(a)-h(b)

となるo これはhのV上の単葉性に反する. 級

4.2. E(R)がRの点を弱分離すると, AはRxR

内離散集合である.そこでrをAのRへの射影とする

と, E(R)はR＼Ilの点を分離することになる.その時Il

はどのくらい小さいか? AほRxR内離散故可算集合

なので,とにかくrは可算集合なことは確かである｡一

般的に言えば, RxRの離散集合のRへの射影として

だけのIlほR内離散とは言えない｡

例えば, R-Cにとる｡ Cの実軸上にない有理点の全

体を

(zn: n-0,1, ･･･)

とし,ここでは抽象的な集合としてのAを

A- ((zn, n), (n, zn): n-0,1, -チ

と取ると, Aは離散集合である.実際, (zn, n)のRxR

内の近傍として, C内のznの近傍Uとnの近傍Vを

(
Un〈z∈C:Imz-0)-⑦

Vn[〈m :m-0,1,-〉＼〈n)]-⑦

と成るように取ると

(UxV)nA- ((zn, n)) (1点)

となる. (n, zn)の近傍としては VxUをとると

(VxU)nA- 〈(n,zn)〉 (1点)

となるo故にAはRxRの離散集合である.しかしA

のRへの射影をIlと記すときに

Il- (zn:n-l,2,･･･)u(n: n-0,1,･･･)

であるから, IlはR内離散ではない.

抽象的にほこの様な事情にあるので,具体的には

E(R)の場合でのAから求めるIlを作るときに単に射

影をとるのではなくて, rを何か小さめに取る一定の工

夫が必要となる｡

5.主定理の証明

5.1.主定理の証明の方針としては,下図に示すよう

な順で実行することにする:
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/1＼
しかし3)-2)は自明であるので, 2)-1)及び

1) -3)の二つの証明が本質的である｡ 2) -1)の

証明は補題3.2と補題2.2に立脚して行われる｡ 1)

-3)の証明には補題4.1が利用される｡

5.2. 2)-1)を示す.つまり, Rの或可算集合Il

があって, E(R)がR＼rの点を分離するときは, F(R)

がRの点を分離することを言う.

その為に, Rの相異なる二点Pとqをとり,それら

に対してF(R)の元fがあってf(P)≠f(q)となること

を言う｡背理法で示すため

(5･1) f(♪)-i(q) U∈F(R))

と仮定して矛盾を導く｡

P及びqに対するF(R)の示教を各々tJ(P)及びtJ(q)

とし, F(R)のP及びqに於ける底を各々hp及びhqと

し, (V?, zJ,)及び(Vq, zq)を各々h?一座標円板及びhq

-座標円板とする. E(R)がR＼rの点を分離するから,

勿論E(R)ほVp＼r及びVq＼rの点を分離する. Ilは可

算集合であるから,補題3.2に依れば

7J(P)-u(q)-1

となる｡

ここで(5.1)により hp(q)-hp(p)-0であるが,実

は

(5.2) ∂h,(q)-1

となることを示す｡もし∂h,(q)≧2とすると∂hq(q)=

1だから

(hq/hp)(q) --

であるo しかし(5.1)によると, hq(p)-hq(q)-0だか

ら∂h.(p)≧1であるから, ∂hp(p)-1により,

(h./hJ,)(P) ∈ C

となる.するとF(R)の元f-hq/hJ,に対して(5.1)が

成り立たないと言う矛盾が出ることになる｡故に(5.2)

が成り立つ｡

記号を簡単化してh-hp, V-Vpとかけは, (V, h)

はPに於けるh一座標円板となる. (5.2)に依り∂h(q)-

1だから, (U, h)がqに於けるh一座標円板となるよ

うなqに於ける局所円板Uを取ることが出来る. Vま

たはUを小さく取り直して,元々

(5.3) h(V)-h(U)-A,- (EEC : 1z[<r)

となっているものとして良い｡そこで,写像

h-hv:V-A,

ともうーつの写像

95

h-hu:･U-A,

の連写像hu~1を使って合成写像

e-hu-Io hv

を考えると, eはVから Uの上への等角写像である.

β

∴∴
さてE(R)の任意の元fを取るo補題2.2に依れば

Ⅴ上/は

00

f- Eanhn
n=0

の様なhのべき級数表示を持ち,同様にU上でもfは

00

f- ∑bnhn
n=0

の様なべき級数表示を持つ｡ここで実は

(5.4) an-bn (n-0, 1,.･･)

となることを示す｡ (5.1)に依れば

砲-I(P)-I(q)-bo

だから(5.4)はn-0に対して成立する.そこで正整数

kに対して(5.4)がn-0,1,･･･,k-1で正しいとするo

h-i

fh-U- ∑ anhn)/hh
n-0

と置くと, fh∈F(R)となる. V上

:■二べ

fh- ∑ah.nhn
n-O

となり,又U上

00

fk- ∑ bh.nhn
n-0

の様なhのべき級数表示を持つ. (5.1)によれば

ah-fh(P) -fh(q)
- bh

となり, (5.4)はn-如こ対しても正しい.こうして(5.

4)が全てのnに対して正しいことが数学的帰納法で結

論される｡

故に, UuV上

{IO

f- ∑anhn
n-0

となることが分かる｡そこでⅤ上

00

fo e-∑an(hoe)n
〃=0

0ウ

ニ∑an(huohu-1ohv)n
n=0

00

- Eanhvn
n=O

･-Ej

となる.これは任意のa∈Vに対してe(a)∈Uで,全
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てのf∈E(R),従って補題2.2により全てのf∈

F(R)に対して

′(α)-/(♂(α))

となることを示す｡これほ, Ⅴ｡- 〈α∈Ⅴ:♂(α)∈r〉

が可算集合で,

Ⅴ⊂ruVr

を意味するので, rU Vrが内点を含み可算であることに

反する｡ 終

5.3. 1)-3)を示す.つまり F(R)がRの点

を分離すると, Rの或離散集合Ilが存在してE(R)が

R＼rの点を分離することを示す.

Aを(4.1)で定めたE(R)に対するRxRの非分離

部分集合とするo更にRの相対コソ/<クト部分集合Rn

の包含関係による増加列〈Rn)で

00

R-uRn
n=1

となるもの,いわゆるRの近似列〈Rn)n=1を一つ固定す

る.Aと 〈Rn)から次のようなRの部分集合rを作

る.即ち, Ilほ次の二条件を満たすようなRの点q-

q(P)が見つかるようなRの点pの集合とする:

(5.5) (p, q)∈A

及び

(5･6) min 〈JL:P∈Rp)≧min (FL :q∈R〟).

先ずE(R)はR＼Ilの点を分離することを言う｡ R＼r

の相異なる二点♪とqをとるとき, E(R)の或元fが

あってf(P)≠f(q)となることを主張する.もしそうで

ないとすると,

f(p)-I(q) U∈F(R))

となるが,これは定義(4.1)に依れば, (p, q)及び(q,

P)がAに入ることとなる.すると(5.6)が(p, q)

または(q, I)) (即ち?'-q, q'-♪)に対して成り立つ

から(5.5)と共に, ♪∈Ilあるいはq∈Ilの何れかは成

立せねばならない｡これほ矛盾である｡

最後にrは離散な事を言う｡そうでないと, rの点列

〈pm)でRの或点p-収束するものが取れる:

PmーP (m-∞).

〈z,m)も♪も或Rnに含まれるo確定的を好むならこの

様な最小のnを取っておくと良いo各Pmに対して, Il

の定義から, qm∈Rで

(Pm, qm)∈A

であって,更に

min (JL : qm∈R〃〉≦min (JL :Pm∈R〟)≦n

である.だからqm∈Rnであり,盃nはコンパクトだから,

必要なら部分列を取ることにより 〈qm〉ほ扉n内の収束

列としてよい｡

qm-q (m-∞)

とすると, q∈頁n⊂Rだから, (Pm, qm)∈AでRxR

内

(Pm, qm)
- (P, q) (m-∞)

となって, AはRxR内で離散でほないこととなる.

これは補題4.1に矛盾するからIlはR内離散でなけ

ればならない｡ 終

6.除 外 集 合

6.1. E(R)がRの点を弱分離する事を, Rの或除

外集合Ilに対して, E(R)がR＼rの点を分離すると言

う形で特徴付けることを考えて釆た｡

弱分離すると言う仮定の元で種々議論を進めていくと

言う立場からはrは出来るだけ小さい方が望ましい｡離

散集合まで小さくしたが,もっと進めて, rが空集合に

は出来ないかと言う疑問が起こるo最大環A(R)では確

かにそうであるが,もっと小さな環E(R)ではどうであ

ろうか?

逆に弱分離するか否かを判定すると言う立場に立つ

と, rは出来るだけ大きい方が判定が楽で良い｡可算集

合迄大きくしたが,もっと大きくできないか｡例えば,

rが内点を含まぬ集合,いわゆる隷集合,位大きくでき

ないであろうか? rが離散又は可算とした場合のこれ

までの議論においては,それらが内点を含まぬと言う性

質が積極的に使われてきた様に思えることに基づいての

設問である｡

ここでは一般の環E(R)においては, Ilは必ずしも空

集合とほ出来ないことを例示する｡又rを縁集合程大き

くすることは許されないことも例示する｡これらの問題

を有界正則函数環Ho(R)で論ずることは非常に重要で

又興味深いものであることを付言する｡

6.2.弱分離と強分離は一般には異なる概念であるこ

とを示す｡無論,強分離ならば弱分離であるから,この

道が必ずしも従わないと言うことが主張である｡即ち

例6.1. E(R)がRの点を弱分離するけれど,強分

離しないことがある｡換首すれば, E(R)がRの点を弱

分離することを, E(R)がR＼Ilの点を分離することで

特徴付ける時,除外*合Ilは必ずしも空集合にはでき

ぬ｡

証明 上の主張を裏づける様な具体例を与えたら良

いo 先ずリーマン面R としては

R-C (複素平面)

にとる.更に, R上のふたつの正則函数
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E(I)-I(I-1)

〟(I)-Z2(Ill)

を取り, E(R)としては,古とq及びCの生成する環

を取るo よってE(R)の函数fほR上

00

(6.1) f- ∑ aαβEαqβ
α,β=0

の形の表示を持つ.ただし, fに依って定まる自然数n

があってα+β>nならばaqp-0である｡

1) E(R)はRの点を分離しない.

事実, E(R)の元fは(6.1)の表示を持つから

f(0)-E(1)-符(0)-q(1)-0

によりf(0)-ab.-I(1)となり, Rの点0と1はE(R)

のどの函数に依っても分離されない｡

2) E(R)ほR＼〈0,1)の点を分離する.

事実, R＼〈0,1〉の相異なる二点zとu)を取るとき,

E(I)≠E(u))又ほq(I)≠q(w)

となることを示せば十分である｡もしf(I)-E(u))かつ

q(I)-q(w)となるとすると, zとu)に関する連立方程

式

(
z2-z-u)2-u)

z3-z2=w3-u)2

が成立する.これをz≠u)の仮定の元で解くと(I, u))-

(0,1)又ほ(1,0)が導かれるので,これは矛盾である｡

3) F(R)はRの点を分離する.

これは一般論(主定理)によると2)と同等なので,

勿論成立するが,直接にも, F(R)の元q/Eを取れば

q(I)/5(I)…z

なので,〟/E単独でRの点を分離することから直ちに

分かる｡

この例では, r- 〈0,1〉だから, rは非常に小さいけ

れど,とにかく空でほない｡ 終

6.3. Rの撮集合Ilとは, Ilが内点を含まぬ,或

は同じ事であるが,

r⊂∂r (rの境界),

に依って特徴付けられる集合の事である,従って

離散集合-可算集合一線集合

の関係にある｡すると

例6.2. Rの或繰集合Ilがあって, E(R)はR＼r

の点を分離するが,E(R)がRの点を弱分僻しないこと

がある｡換言すれば, E(R)がRの点を弱分離すること

97

ずリーマン面R としては単位円板△.- 〈z∈C:[z[<

1〉にとる:

R-Al.

R上の函数hを

h(a)-z2

で定めたとき, hと Cの生成する環をE(R)とする.

その時Rの点0に於けるF(R)の示数y(0)ほ2であっ

て,F(R)の0に於ける底としてはhqこ取ることが出来,

(R, I)を0に於けるh一座標円板に取ることが出来る｡

故i･こ

zJ(0)-2≠1

だから,補題3.1に依れば, F(R)はRの点を分離し

ない｡勿論直接にもすぐ分かることである｡

次にt∈ [0,27r)に対して半径

L,i- (z∈C:0≦lzl<1,argz-i)

を考える｡ Xを[0,7r]内の有理数全体の集合とし, Yを

(7[, 27T)内の無理数全体の集合とする.その時

Il- U Lt
t∈Xu Y

と置くと, IlはRの縁集合であることは明白である｡

単独のh自身R＼rの点を分離するから,勿論E(R)は

R＼rの点を分離する.しかし上に見たようにE(R)はR

の点を弱分離しない｡ 終
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杏, E(R)がR＼rの点を分離することで特徴付ける時,

Ilを最集合程大きくすることは一般には出来ない｡ 本研究は一部分文部省科研費(一般C,課題番号

01540120)の援助に依る｡

証明 上の主張を裏づける具体例を与えたら良い｡先


