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Green Luctions for Schr6dinger operatorswith measure potentials of Stummel-Schechter-Kato type are

constructed and applied to resolve the continuity question for solutions of time independent Schr6dinger

equations corresponding to the above operators･ Samples of various applications of the above Green func･

tions are also appended.

Schr6dinger作用素-△+ FLのポテンシャルFLは函数

ばかりでなく更に一般にRadon測度とするものを考え

るo最近はこの様な一般化schr6dinger作用素のポテン

シャル論を展開すると言う計画を研究種目に加えて考察

しているo掛こ大局理論,例えばMartin境界の理論等,

に興味があるが,先ず局所理論の整備から始めなければ

ならぬので基本的な事柄を種々調べている｡その内でも

一番基礎的な作業はGree皿函数の構成である｡戎意味

で最も緩い制約と考えられるStumme卜SchechterKato

型の条件を〝に課して-△+〝のGreen函数を構成し,

掛こその対角線挙動を明らかにする｡その一応用として

定状schr6dinger方程式(-△+ FL)u
-

0の超函数解u

がI FL IのLebesgue特異部分測度零を除いて連続なら全

体で連続である事を示すoこれはAizenman-Sin.nの有

名な定理の一般化であって,
-△+FLに関する局所理論

展開の中で大変有用な働きをする｡紙数の制限で得て居

る又は得られる筈の全ての結果をここに述べる事は出来

ないので,本稿は別の形で発表する前段階の途中経過記

録の積もりである｡

1.基本■和様とRadon満座.

我々の基礎空間はd次元Euclid空間月d(d≧ 2)であ

る･その上のNewton核N(I,y)はd- 2ならlogJr-yrl,

d≧3ならfx-y 12~dで与えられる.定数k｡をd-2な

ら2汀,d≧3なら6｡(d-2)とする.但しq｡(d≧3)はF7d

の単位球面の(d- 1)次元面積である.その時F7dの基本

調和核g(I, y)を次式で与える:
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g(3,

〟)-七N(x･
〟)･

Rdの開集合flを固定しSl上のRadon測度FLを考える.

FLはSl上のBorel測度の差として表わされるものであ

るo FLのJordan分解をFL-iL+-FL~とする拝引FLf-FL+

+FL-はFLの全変分測度である｡ f∈Lllu (sl, iL)に対し

て/〝は次のRadon測度を表わす:

VFL)(X)- /xf(E)dp(I)
が凸の全てのBorel集合Ⅹで成り立つo換言するとd VF,)-

/dFLと定める訳である｡ Hahnの分解は極分解FL-≠ lFLI

の形にかける｡ここにJ≠J-xE(Eの特性函数)でE

は〝の棲息域,即ち〟 (Ⅹ)-〟(ⅩnE)がすべてのⅩで成

り立つ様なBorel集合である｡
m-mdをF7d上のLebes_

gue測度とする. FL-FLa+FLsをRadon測度FLのLebes_

gue分解とするoここに〟a-(d〝/dm)mは〝のm耗村

連続部分,FLsはFLのm特異部分である. IFLaI-JFLl a,

fFL,I-lFLI
s等力千成り立つ.又EをFLsの棲息域とする

とFLs-XEFLでm(E)-0であるo

2.許容嬢と瀬&族M(a).

Qの部分領域wがnの正則領域であるとは,先ずwが

n内相対コムパクト,即ち面がコムパクトで面⊂sl,

であり,かつ∂Wの各点が調和Diricblet問題(即ち-

△のDirichlet問題)に関して正則となることである.a

の点u･を中心とし半径r>oの球面(w,
r)-k∈Rd: lx

-w I <r=ま豆(ul, r)-k∈F7d‥ lxIW J≦rtがflに含

まれる限り凸の正則領域である｡正則領域wに対して
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面上の許容横kとは面×面＼△(∂wx∂w)から(-

∞,

∞]への写像であって,写像k:WXW-(-∞, ∞)

は連続, k∈C(WXW＼△(WXW)),かつ非負定数A,

BがあってWXW上Ikl≦Ag+Bとなる,と言う三条

件をみたすものの事であるとする,但し記号△(yxY)

は積集合yxyの対角線集合1(y, y):y∈Y暮とする.許
容核の典型例は基本調和核gや定数核1である.又kが

w上の許容核である必要十分条件はk(I,y)-k(y,I)で

定めるkの共役核左(又はIkl(I, y)-Jk(I, y)lで

定める絶対値核Ik I)が許容核となる事であることは言

う迄ない. `】上のRadon測度FLとw∈nに対してwを

含む正則領域wと面上の許容核kに対しFLのwに於

ける一様k密度γ(FL :k,
u')を

･(p :k･

w)-!醜〔rsEuB(Pv.,,/a(w･r,
Lk(x･E) ldt p l(E)〕

で定める.右辺の極限を取る前のものをγ.(FL :k,
w)

と記すと便利である.すべてのw∈nに対してγ(P :g,

w)- oとなる様なn上のRadon測度FLの全体を

L*(n)

と記す. m∈d(fl)である｡ FTd-lをF7dに埋め込みsupp

m｡_1-F7d~1としてmd-1をRdで考えるとm｡-1∈tK (a)で

ある.勿論これはm特異なものの例である｡fm∈d(a)

となる様な可測函数fの全体をK(fl)と記すとき,K(a)

はStummel [10], Schechter [8], Kato [6]等によ

り考えられた族と密接に関連することが解かる(Simon

[9])ので,以降K(fl)をstummel-Scheter-kato型の

測度の空間と呼ぶと良いと思う. fL∈K(n)の時

γ,(FL:1, w)-o(γ.(fL:g, W))(r1 0)である事は直ち

に分かる.よってFL∈.K(Snなら全てのu･∈flにつき

fL(h,i)-0となる. fL∈tK(Sl), lFLl∈K(S1), FL士∈

K(a)は互いに同等である.

3.横ポテンシャルの連続性.

nの正則領域wとW上の許容核kを固定する｡ W

上のRadon測度yのkポテンシャルkL,をr∈wに対し

て意味のある限り次式で定義する:

kリ(I)-Iwk(I,E)dy(E)･
補J(1.リ∈d(a)でf∈Ll(w, Iリl)とする｡面の

1点wの近傍UをとるときunWでfがl叫こ関して

本質的に有界とするとkVy)はUn面の各点で定義さ

れて,wで連続である｡特にfがw∈面で連続ならkVリ)

はwで連続である.

証明. K- Iレl-ess.
supunwlfl

<∞である.任意

のy∈Un面に対しr.>0をB(y, r.)⊂Uとなる様にと

り0<r<r.とする｡=∈B(y, r)nwに対してIkl≦

Ag+Bなので

IwnB'y,r'lk(I, E)I(E)tdlyl(E)

≦K/wnBb,
r)lk(I,

E)ldlリt(E)

≦K 〔Aγr(〟:g, y)+Bγr(y:
1,

y)〕

-o(γr(リ:g, y))(r10)
となる.よって任意の正数りこ対して或r∈(0,

r.)が定
まって,

(3･ 1) /wnB(y,r'lk(I,E)I(I)ldlyl(E)<
e/2 (x∈WnB(y, r))
となる. kVリ)(y)を定める積分をw＼B(y, r)上の積
分ⅠとwnB(y,

r)上の積分Ⅱに分けて考える｡k(y, ･)

はW＼B(y, r)上有界でf∈Ll(w,
lyl)だからⅠの積分

は有限である｡ Ⅲの積分は(3. 1)により有限なので

kVリ)(y)が定義出来るo以下上のyとして特にwにと

る.
x∈WnB(w, r)のときに差IkVy)(I)-kVy)(u')l

は

/w､B'v.
,'lk(I,

E)-k(w･ E)I lf(E)Idl y l(E),

/wnB'w.r) lk(w, E)I(E)ldlyl(E)

/wnB'w,,'Lk(w, E)I(E)ldIリl(E)

の三項の和によりおさえられる.第1項はェ-wのとき

oに近づく辛がLebesgueの収束定理によりわかる｡第

2及び第3項は(3. 1)により夫々亡/2でおさえられ

る｡よってx∈WnB(w, r)の時1im suptlkVy)(I)-

kVリ)(w):x-w暮≦eとなり,これからe10として

kVリ)のu･に於ける連続性が示される｡
□

7AJL2. FL∈d(Sl)でf∈Ll(u･, lFL[)ならばk(fリ)

∈Ll(w, lFLL+m)であって次の不等式が成り立つ:

(3. 2) LkVp) lLl(w,■叫十m'≦[mwaxIkl(l叫.m)〕

･けILl(w,lβl).

証明.簡単の為y-lFL I+mと置くとり∈tK(fl)で

ある.補選1からIkい-Ikl(lFLl+m)∈c(W)

である｡ Fubiniの定理により

/wl /wk(I, E)I(E)dP(E=dy(E)

≦/w [Iwlk(I,E)I(E)LdlpL(I)]dy(E)

-/w[/wlk(I, E)dリ(E)]1f(E)tdlpl(E)

-Iwlkl(E)Lf(E)ldlpl(E)
≦ (maxwlkly〕･/wlf(E)ldlpI(E)･□
7*JL3. [tK(n)の特徴付]. n上のRadon測度fLが

d(a)に属する為の必要十分条件はSlの各正則領域w

に対してglFLIw∈c(Rd)となることである.但しIf'lw

はIFLlのW-の制限とする.

証明. FL∈N(fl)とするとgは面上の許容核だから

補蔑1によりglFLIw∈c(育)である.よってNewton

ポテンシャルに対する連続性原理([5], [4]等参照)

によりglFLIw∈c(Rd)となる.次に逆を示す為にtp

∈凸を任意に取る. w∈Wとなるnの正則領域を一つ定

め盲(w, r.)⊂wとなるr.>0を固定する.各r∈(0,

r.)に対しVr-B(u', r)とおくとき

glFLIw-glFLI vr+glFLIw＼vr

の右辺の各項は夫々Rd上下半連続でその和g lFLIwが

1



名古屋工業大学学報 第40巻 (1988)

Rd上達競だから･右辺の各項は連続となり,特にg lFLIv.

∈C(Rd)である.所でVrの特性函数xvrを使うと

grfLJvr(w)-/w･g(u･, E)Xvr(E)d lFLI(E)

と書け･
g(w･ ･)xv.lg(w, ･)xhp[だからLebesgue

の収束定理により

gl
p lv,(w)I/wg(u･,E)xレI(E)d lFL((E)-∞･ lFLl(h,I)

(rlo)

となり,これからIFLl(仙)-oがわかる.よって任意

の∬∈Wに対しても上と同様にしてrloの時

glplvr(I)-lug(3, f)xvr(f)dlFLJ(E)lgb, E)･

LFLJ(払I)-o

となるoよってDiniの定理によりw上tglFLrvrしl｡は

一様に零に収束するので特に

supv.glFL-vr≦supwglFLI v.I
o (rl o)

となり,これはγ(i,:g,
W)-0を意味するからw∈Sl

の任意性によりFL∈X(a)となるo □

4･領叫Ja(w).これからはRdの閲集合S)とRad.A

測度p∈k(fl)を固定する｡ Slの正則領域wを取る.

各y∈wに対しy中心でWを含む最小の球をⅤ(w,
y)

と記す:

Ⅴ(W, y)-B(y, max=
7-y I:7∈∂Wl).

Wに対して量a(w)-a(w:d,a,fL)を定める.先ずd

=2の時はあるy∈wに対してⅤ(W,
y)の半径が1/2

より大であるか又はJ=こ含まれない様なものがあるとき

a(W)-∞とする. d≧3のときは単にあるy∈Wに対し

てⅤ(W, y)が凸に含まれない様なものがある時a(w)

-∞とする｡それ以外の時は

a(w)-2cd;u{Pw〔;uEPv(w,y)/v(w,
,,

g(IIE)d fpI(I)〕
と定める｡ここでc｡は次元dに関係する定数でd-2な

らcd-2･ d≧3ならcd-2d-2とする.例えばw∈nを任

意に固定するときwp-B(w,
P)(0<P<min(1/6,

dis(w, ∂W)/3))を考えるo Wpはnの正則領域であ.り

各y∈wpに対しⅤ(Wp,
y)⊂B(w, 3P)だからa(wp)

≦2cdγ3P(FL:g,W)によりa(w,)I 0(P1 0)となるo
よって各w∈Qに対してwを含む正則領域wを十分小

さくとれば,即ちw⊂wβでβが十分小さくなっておれ

ば,
a(w)はいくらでも小さく出来る｡

5･作用*T. flの正則領域w上のy∈Wに庫を持

つ調和Green函数をG(･
,y)-GW(･ ,y)と記す.G(･, ･)

は面上の許容核であって更に, WXW上G(･,
･)

>0･ G(･, ･)はWXW上対称‥G(I, y)-G(y, I),
各y∈wについてG(･,

y)J∂w-o, wの任意のコ

ムパクト集合Kに対してKXK上G(I,
y)-g(I, y)+

0(1), w上のl叫師)<∞となる任意のRad.n測度叫こ

対して超函数の意味で-△Gw-w,の諸性質を持つ,

積分作用素T-TW-T苫を各f∈Ll(w,lFLl+m)に対
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して

Tf-/wG(･
,I)I(E)dFL(E)

によって定義すると,補選1, 2とGの性質から直ち

に次の辛が言える:

補JE4. T :Ll(w, lFLl+m)-Ll(w, IFLl十m)は有界

線型作用素で, W上/の連続点に於いてγは連続とな

るo更にW上超函数の意味で-△γ〒/〝となる｡

6. I-Qroon函数の*鹿.以下a(W)<1となるも

のと仮定する. y∈Wを任意に固定する時G(･, y)∈
Ll(w, lFLl+m)nc(w＼tyl)であるから補選4によれば

TG(･, y)∈Ll(w, ljLJ+m)nc(w＼以)で

TG(･, y)J
∂w-oとなる.以下帰納的に

(6. 1)

TnG(･
,y)∈Ll(w,

l FL l+m)nc(w＼bl)

(n-0, 1,
･-)

TnG(･,
y)1aw-o

となることが分かる｡但しTO-Ⅰは恒等作用素とする｡

そこでy∈Wを庫とするW上のPIQroon函数

Gp(･, y)-G冨(･, y)をw＼‡yl上次のC. Neumann

型級数で定義する:

(6･ 2) G冨(･,

y)-ni(-1)n(TT)nGW(･,y)･
補J(5. G冨(･, y)を定める(6. 2)の右辺の級数は

w＼ ty[上広義一様収束し

GT(･
,y)∈Ll(w,

I FL l+m)nc(面＼bl)

G冨(･, y)l∂w-o

(6. 3)

となり, w＼fyl上次の基本評価式が成り立つ:

(6･ 4) lGT(･･y)-GW(･･y)J≦溝g(･･y)･
証明の計画.y∈wに対してV(W,y)-Ⅴと略記する.

証明の手段としての補助積分作用素

Tf-/vg(･, E)/(E)drfLl(E)

を考える｡ W⊂Vでありかつd≧3なら自明に,又d-2

ならⅤの半径が1/2以下であることにより, wxw上

GW(･, ･)≦g(･, ･)であるから,

I(-1)n(T写)nGW(･, y) l ≦Tng(･, y) (n-0, 1,
･･･)

である｡よって正函数項級数∑Rq=lTng( ･

, y)は

G苫(･, y)-GW(･, y)-∑nw=1 (-1)n(T冨)nGW(･,

の倭級数である｡そこで次の主張が示されたら, (6.

y)

3)

により(6. 4)を使って補題5が従う:

主# : ∑AO-.
Tng(･ ,y)は面＼1y=ニ広義一様収束

し,その和は(6,4)の右辺でおさえられる｡
7.主gtの正明.先ずx∈Ⅴを任意にとるとき

･7･ 1 ,gg('=E･,fy,I:ccddgg('xx,I
yy,'‡;

;::::;:二yy

'
. I,22',',

となる事を示すo
I-yなら右辺-で自明なのでx幸y

として示す.先ずd-2のときE∈B(y,1r-yl/2)な

らば
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N2g(I, I)-logレーEIJl

≦log [1x-yトIy一引] ~1≦log l=-y l~1+log2

であり, E≠B(y,レIyl/2)ならば

･2g(E, y)-loglトy
l~l≦log♭-ylll+log2

であるから, Ⅴの半径が1/2以下であることにより

N2g(I, y)-log
良-y I11≧log 2

により辺々翻って(7. 1)がc2-2に対して成り立つ辛

がわかる｡ d≧3の時E∈B(y,良-y I/2)ならば

Ndg(I, E)-レー引2~d

≦ [レーyトIy-EJ]2~d≦2d~2レーyI2~d

であり, E≠B(y,♭-yl/2)ならば
JC｡g(E, y)= lE-yl2~d≦2d~2レーyl2-d

でありN｡g(I, y)-レIy
l2~dであるからこれで辺々割

ることにより(7. 1)がcd-2d~2に対して成立すること

がわかる｡さて次の段階に進む. (Tg(･,
y))(I)を定

める積分をu-B(y, lx-y I/2)上の積分Ⅰとv＼U上

の積分Ⅰに分けて計算し(7. 1)を使うとa(W)の定め

方から

Ⅰ≦cdgb,y)lug(E
,y)d

lp I(E)≦2~1a(w)g(I.y)

Ⅰ≦c｡g(I,
y)

/v＼｡g(I, E)d lFLl(E)≦2~1a(w)

×g(I, y)

となるので,x∈-vのとき, (Tg(･,
y))(I)≦a(W)g(I,

y)となる.帰納的に考えて

rng(･, y)≦a(w)ng(･, y)
(n-1, 2,

-)

となりⅤ＼tylのコムパクト集合上g(･, y)は有界だか

ら

ns.-ng(･,
y)≦蓋a(w)ng(･･

y)≦i%g(･,
y)

くP

D-I

となり収束はⅤ＼ty=二広義一様である.よって6節の

主張が示され補選5の証明も完結である｡ ロ

8. I-Qroen函数の対称性. (6. 2)の両辺にⅠ+

Tを施してみるとG冨(･, y)は積分方程式(I+T)G冨(･,

y)-GW(･, y)をみたすことが分かる.つまり

(8. 1) G苫(I, y)+/WGW(I,
E)GT(E,

y)dFL(E)

-GW(3, y)

がr∈W＼Iylに対して成り立つ.或いは上を書き換え

て,
x∈W＼1y一に対して

(8. 2) G苫(I,y)-GW(I,y)-

/WGW(I, E)G苫(E, y)dFL(E)

これらの積分方程式表示からG苫(I, y)の色々の性質が
導かれる｡その内の一つとして先づ

♯J(6. G苫(･ , ･)は対称である,即ちwxw上G冨

(x,
y)-G苫(y,∫)となり,

(I,
y)∈wxwに対して次

の等式が成り立つ:

(8. 3) G苫(x,y)-GW(I, y)-

/WGW(I, E)G苫(y, E)dF,(E),

(8. 4) GT(I, y)-GW(I, y)-

IwGT(I, E)GW(y, E)dF,(E).

証明(8. 2)の積分部分をFT(I, y)とするoGW(I,

y)の対称性からFT(I, y)の対称性を言えば(8･ 2)に

ょりG苫(I, y)の対称性が出る(Boukricha
[2]の方法)o

すると(8. 2)から(8. 3)が言え, xとyを入れ換え

てG苫, GWの対称性を使って(8. 4)が出る｡故に

FT(I, y)の対称性を示せばよい｡
FT(I, y)の被積分函

数GW(I, E)をGW(E, I)とみて,更に(8. 1)を使

って

GW(E
,I)-GT(E ,I)+

/WGW(I
,ワ)G写(? ,I)dFL(q)

-G貫(E ,I)+/wGw(ワ,E)G冨(?,I)dP(ワ)
で置き換えてFubiniの定理を使うと

FT(I,y)=/WGT(E
,I)G苫(E ,y)dfL

(E)+

/wxwGW(サ,E)G冨(ワ, I)GT(E, y)d(FLXFL)(7,E)

が出る.上の右辺の形は明らかにx, yに関して対称と

なっている｡ □

9. I-Qreen函数の連扶性.前節の記号FTを使っ

てのG苫のヰ分方程式表示G冨(I,y) -GW(I,y) +FT(I,

y)の今一つの応用としてG冨(･, ･)の連続性を導く:

♯Jt7. GT(･, ･)∈C序×面＼△(面×両))であっ
て更にa(W)<1/2ならば各w∈wに対し

(9. 1) 1imG苫(I, y)-∞
=, y

l■

となり, G苫:WXW-(-∞, ∞]は連続写像となる.

証明.上の事はGWについては正しいので,F嘗(･, ･)

∈c(面×面＼△(帝×両))を示すと同じ辛がG苫(･, ･)

に対しても言える.そこで(I.,yo)∈WXW＼△(WXW)

を任意に取る.正数eを任意に与える. WXW上(6.

4)によりIG苫(ワ,E)l≦Ag(ワ,I)となる正定数A

がある事に注意する.正数rを十分小にとってB(yo, r)

∩盲(I.,r)-≠とすると

q-supt LG苫(y,E) I:(y,I)∈(B(yo, r)×B(xo,r))

∩(wxw)l<∞

p=suplGW(I,E):(I,E)∈(B(xo, r)×B(yo, r))∩

(wxw)F<∞

となるが必要なら更に正数rを十分小にとって

IBh,.,,)nwGW(I,E)d lFLl(I)<E/4a (x∈B(=o･

r)nw)

IBbo,r)nwIG苫(y,I)Idlpl(E)<e/4P (y∈B

(yo, r)nw)

にも出来る｡そこでY-(B(I., r)UB(Yo, r))nwと

置くならば

(I, y)∈(B(xo, r)×B(yo, r))∩(WXW)に対し

(9. 2)I/yGW(I,E)G?(y,E)dFL(E)l≦

/yGW(I, E)IG苫(y,E)ld LFLl(E)<e/2

-1
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となる. (I, y)∈(B(xo, r/2)×B(yo, r/2))∩(WXW)
に対してW＼Y上ではGW(I,

･)G冨(y, ･)は有界であ

って各E ∈w＼yに対して(I, y)-(xo, y.)の時GW(I,
E)G苫(y, E)-GW(xo, E)G冨(y., I)となるからLebes-

gueの収束定理により0<P<r/2となる適当なPに対

して(I, y)∈(B(xo,P)×B(y.,P))∩(WXW)なら
(9･ 3) I/w＼yGW(I,E)G冨(y,E)dF,(E)-

/w＼,GW(xo,E)G苫(yo,E)dFL(E) [<e/2

となる｡以上(9. 2), (9. 3)により(I,y)∈(B(I.,

P)×B(yo, P))∩(WXW)ならば( FT(I, y)-FT(I.,

yo) l<eとなる.次にa(W)<1/2としてw∈Wを任意

にとる.I,
yがwの十分近くにあるとGW(I, y)-g(I,

y)+o(1)であるから, (6. 4)によりxキyとして

岩常g(x･y)･α1,≦G紬,y)≦研一g(x･y) ･α1,
1

となる.これより(9. 1)が示される｡よってg苫:wx

W-(-00, ∞]は連続写像である｡ □

10.作用♯s. wはa(w)<1/2となるSlの正則領域

とする｡補選7及び(6. 4)からG苫(･, ･)はW上の
許容核である.

a･をw上のIwl(w)<∞となるRadon
測度とし, (Ⅰ+T)G嘗(･, y)-GW(･, y)の両辺をw
上d血■(y)で積分してFubiniの定理を使うと(Ⅰ+T)GTw

-GW也,が得られる.この両辺に-△を施して補遺4と

-△GWw-wを使えば,超函数の意味でW上

(10. 1) (-△+FL)G貰w-w

が得られる｡これはGTの重要な特徴の一つである｡さ

て積分作用素s-sw-s貰をf∈Ll(w, rFLf+m)に村して

Sf=-/WGT(･, E)I(E)dFL(E)

によって定義すると,補選1, 2と(10. 1)から次のこ

とが直ちに言える:

補JE81 S : Ll(w, JFLr+m)-Ll(w, lFLJ+m)は有界

線型作用素で･ W上fの連続点に於いてSfは連続とな

るo更に超函数の意味で(-△+FL)sf--fFLとなる.

11･主事定理･ Ll(w, lFLl+m)からそれ自身への有界

線万作用素Tとsを考えたoこの両者の問にある次の

関係式は大変重要で本論文の主要結果とする:

定g 1 ･ a(w)<1/2となるSlの正則領域wとFL∈ダ(n)

に対してLl(w･ 1FLl+m)からそれ自身への作用素代数

の意味で次式が成り立つ:

(ll. 1) (Ⅰ+T)(i+S)-(I+S)(Ⅰ+T)-I

証明.f∈Ll(w,lFLr+m)を任意にとる｡(8. 3), (8.

4)の両辺にf(y)をかけてW上df,(y)で積分して

Fubiniの定理を使うと夫々-Sf(I)
-Tf(I) +T(Sf) (I)

及び-sf(3)-Tf(I)+S(Tf) (I)となる.よってS+T+

TS-0及びs+T+ST-0が成り立つ, 0は零作用素で

あるo両辺にⅠを加えると(ll. 1)が出る｡ □
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式(ll. 1)の重要性は(I+T)~1のLl(w,JjLl+m)の

上での存在の主張もさることながら,そのⅠ+Sとして

の具体的表現が得られて居る点にある｡以上の議論での

a(w)<1とか或いはa(W)<1/2とかの制限は技術的の
もので本質的な条件ではない｡無論何等かの制約は必要

であるが,それ等を追求する問題は大局理論に属する｡

G晋に関しても実際wxw上G苫(･,
･)>oも示され

るが,その為には更に色々と議論をせねばならない｡

12. #の連枕性. (ll. 1)の応用は数多い｡その一つ

として次の事を示す｡ `】は従前通りRd(d≧2)の開集合

としてtK(Sl)に入るRadon測度FLをポテンシャルとす

る走状schr6dinger方程式

(12. 1) (-△+〟)u-0

のuが山上の超函数解であるとは, u∈L.1Jn, rFLI+

m)であって,すべてのテスト函数p∈c㌻(n)に対して

-/nu(E)△P(E)dm(E)+/nu(E)p(E)dFL(E)-0
が成り立つ事である. lFLIsをfFLIのmに関する特異部

分であるとする｡すると次の結果が得られる:

定理2. Q上(12. 1)の起函数解uがn上IfLrs測度

零の集合を除いて連続ならばuは自動的に凸全体で連

続となっている｡

証明に先立って-,二の注意をのべる.
tK佃)の測度

による1点の測度は零であったことから1点のIFLIs測

度は零である｡よって上の定理の系として｢fl上(12. 1)

の超函数解uがflの有限個の点を除いて,或いは更に

一般にfl内に集積点を持たぬ点集合を除いて,連続なら

実はuはLl全体で例外なしに連続である｣辛が分かる｡

この形で使う事が多いと思われる.又uがSl上連続と

は,勿論u∈L,1JSl,lFLl+m)の意味により,戎8∈

C(a)があってSl上(lFLL+m)殆ど到る所u-屯となるこ

とである｡さて特に〝がm絶対連続のとき,即ち〝-

fm∈d佃)のとき, lFLIs-oであるから定理の仮定は

自動的に満たされる故,この時はn上の(12. 1)の超函

数解はすべてSl全体で連続となることが言える訳であ

る｡これはAizenman-Simon 【1]が確率論的手法で証

明したものである(Chiarenza-Fabes-Galfalo [3]は非確

率論的別証を与えている).我々の(ll. 1)を使う証明

は適用範囲が広がっているにもかかわらず感激的に簡明

単純である｡

証明. flの任意の点の近傍でuが連続な事を言えば

よい○その為L)の任意の点wをとり更にw∈Wでa(W)

<1/2となる様なnの正則領域wを一つとり固定する.

u∈C(W)を示せば良い.勿論u∈Ll(w, lFLl+m)であり

超函数の意味でW上(-△+FL)u=0である.よって(I

+T)u-h置くと補遺4によりh∈Ll(w,lfLl+m)であ

って更に超函数の意味で-△b-0である辛が直ちに分

かるoよってWeylの補選によりw上の調和函数i,
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従って勿論連続函数,があってW上m殆ど到る所b-

丘である.
uがW上IfLl,殆ど到る所連続なので補選4

により同じ所で(I+T)u-bも連続である｡ uの連続点∬

の近傍でm殆ど到る所h-丘で-hはxで連続故h(I)-i

(I)となる.よってW上Ipl.殆ど到る所h-i.でもある｡

戎Borel集合の(lFLl+m)測度零であることと(lFLI s+

m)測度零であることは一致する｡よってW上(IFLl+m)
殆ど到る所h-后なので, h∈Ll(w, lFLI+m)nc(w)と

考えてよい.すると補選8により(I+s)h∈Ll(w,lFLl

+m)nc(w)であることと(ll. 1 )によりu-(Ⅰ+S)(Ⅰ

+T)u-(トIS)b∈C(W)となる｡ □

13.突然の注意. Rd(d≧2)の開集合Slとx(a)の

Radon測度FLを固定し, flの領域wを取って色々と議

論して来た. 1
-11節で常にWはflの正則領域と仮定

したが,これは簡明さの為で本質的ではない｡ Wを単

に凸の相村コムパクト領域とのみすると∂w内に調和

Dirichlet閉篭に関する非正則点が一般には現れる｡ ∂W

内の非正則点の全体をEと記そう. Kellogの定理とし

て良く知られている様にEは容量零を持つポテンシャ

ル論的には小さな集合である. y∈Wに極を持つWの

調和Green函数GW(･, y)に対し, (E,ワ)∈面×面

での値GW(I, 7)を(I, y)∈wxwを(E,サ)に近
づけた時のGW(I,

y)の下極限として定義する時各y∈

Wに対して

(13. 1)

GW(･, y)∈c((面＼1yl)＼E)

GW(･, y) L (∂w＼E)-0

1im suplGW(I, y)
:x∈w,

I-Ei<∞

(∈∈∂w)

と言う境界挙動を持つ｡この除外集合Eが煩さいので,

1-11節でWを正則領域と仮定したのであって,仮り

にEがあっても,いずれも自明である適当な改変を施

せば, 1
-11節の所論はすべて成立する｡例えばa(w)

<1の時

(13. 2)

G苫(･, y)∈c((w＼1yl)＼E)

G苫(･, y) I (∂w＼E)-0

1im
suplG苫(I, y):x∈w, ∫-El<∞

(EEaW)

が各y∈wに対して成立する.作用素T, Sに関する所

もwの境界に無関係な性質はそのまま成り立ち,境界

に関する所ではEを除外すれば良い｡特にa(W)<1/2

の時の重要な関係(ll. 1)は変更なしに成り立つ訳であ

る.次節でf∈Ll(w,lfLl+m)でfがW上有界ならば

Tfは面＼E上有界連続であってTfl(∂w＼E)-0とな

る事を使う.実はG冨(･,
･)≧oである事等無視して

12節迄は進行出来たが,これからはこの事を使わないと

出来ない話農に入るので,これを示す為の最小値原理を

導く為止むを得ず突然の注意を挿入したが,非正則な

wも考えに入れるのはさし当たり次節のみである｡

14. J[小店原理. nをF7d(d≧2)の開集合でP∈d(Sl)

とする. nの開部分集合に於ける(12. 1)の連続な超函

数解を簡単の為そこでの(12. 1)の解と言う. (11･ 1)

の応用として

JL小便の原理: Rをa(氏)<1/2となるSlの相対コムパ

クト領域とし〝をR上(12. 1)の解であって境界条件

(14. 1) 1iminfu(I)>0
(E∈∂R)

=∈R.ェーさ

を満たすならばuはR上u≧0である｡

証明.あるw∈Rでu(w)<0であるとして矛盾を導く.

レ∈R:u(I)<0‡のwを含む成分をwとする｡勿論

a(w)<1/2である｡ uはR上連続だから(14. 1)によ

りul∂w-oとなる｡そこで作用素T-TWとS-SW

を考える. h-(I+T)uと置く. uは面上有界連続だか

らhも面＼E上有界連続であってh l(∂w＼E)-0とな

る. Eは∂Wの非正則点集合である. -△Tu-u/`を使

えば超函数の意味で-△b-0となり, Weylの補選から,

bはW上調和である｡さてW上の有界調和函数hが容

量0の集合Eを除いて∂W上境界値0をもつからW上

b≡0でなければならぬ｡すると(ll. 1)により順次u

-(Ⅰ+s) (I+T)u-(Ⅰ十S)b-(I+S)0-0でW上u･…βと

なってu(w)<0に反するo □

LJ-Qreen函数の非A性: wをa(W)<1/2となるfl

の正則領域とするとWXW上GT(･, ･)≧0である.

証明.任意のy∈Wに対してW上G苫(･, y)≧oを

言えばよい.領域R-W＼1yt上u-G苫(･, y)は(12･

1)の解であることに注意する.(9.1)をG冨(･,y)I∂W

-oを考慮すればR上uは(14. 1)をみたすのでR上u

≧oとなる｡ ロ

最小値の原理におけるa(R)<1/2も上のa(W)<1/2

も単に技術的のものである.更にG苫(･, ･)>0も言

えるが,これには例えば(12. 1)の正解に対するEar･

natkの不等式を導いておく必要があるo (9. 1)を利

用すればHarnackの不等式は手間はかかるけれど容易

に導ける｡

15.定理2のJL書性. a(W)<1/2となるflの正則領

域wを一つ固定する. W上の(12. 1)の超函数解uが

w上連続となる為に,定理2では, (supplFLIs)nw幸

≠である限りは,そこでのuの連続性を仮定せねばな

らなかった｡これが実は本質的な仮定であることが次の

結果からわかる:

合JL1. W上の(12. 1)の超函数解uで(supp IFLIs)

nwの各点の近傍で本質的に有界でないものが常に存

在する.従って(supp lFLIs)nw幸≠ならばw上達競

でない(12. 1)の超函数解uが常に存在する｡

証明. lFLIs-IFLslのW上の実質的な棲息域をEとす
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る｡即ちEはWのBorel集合でWのすべてのBorel集

合Ⅹに対してIFLsl(Ⅹ)-lFL[(ⅩnE)となるものとする｡

次にFLs-≠lFLs悼FLsのW上の極分解とする.即ち≠

はW上のBorel函数であってけl-xEとなるものであ

る.よってI FLsl -≠FLsでもある.任意のu･∈(supp

l〝sl)nwを取る｡数列rk10に対して

Ak- [B(u',rk)＼B(w, rk+1)】nE

とおく｡ FL∈K(a)だからIFLsl=wt)-oであることに

よればIrkI㌻を適当に取る事によりIFLsl(Ak)>0(k-1,

2,
-)であって更に

infAkG冨(w, ･)>k
(k-1, 2,

-)

となる様に出来る｡そこでck-(l〝s HAk))~1k~2(k-1,

2,
-)と置きw上のBorel函数

cB

/-∑ckXAk≠
▲=1

を考える｡上の形からf- lfl xE≠となる事に注意す

ると
(X〉

/wレ■ld‡FLl-/wレ■ldlFLsI-∑cklFLsl(Ak)-
A=1

∑kW=1 k~2<∞

であってm(E)-0である辛からf∈Ll(w, lFLl+m)が分

かる｡さて

v-/wG苫(･, E)I(E)dp(E)

を考える｡fP- Ill xE≠jL- lfHFLslだから

v-/wG冨(･,E)レ(E)
ldljLsl(E)-

蓋cJAkGT(･,E)dl FLsl(E)
ワ,-il

であるので, Ⅴは正則度のポテンシャルであってW上

下半連続である｡しかも

v(w)≧?=1Ckk
l ps l (Ak)-真k~1-∞

⊂l⊃

であるから次の関係式が示される:

(15. 1) 1imr_wv(I)-∞

以上の準備的考察を済ませて, (supp Ills[)nw内で桐

密である様なそこの点列h'vl?を取る.各w,に対して

上の準備で作ったfとvをfy, vyを記し更めて
l⊃⊂〉

f- ∑2-ply
Ll=1

と置く,I-蓋2~リレ,lxE≠であるから
y-1

lwlfldlpl-ゑ21y/wlfpLdlpsl-ゑ(2~y,隻lk-2)<-
なのでf∈Ll(w, lFLl+m)である｡ v-G苫VFL)とおけば

v-IwGT(･, E)I(E)dfL(E)

-lwGY(･, E)(萱2-ylf,(E)I)xE(E)t(E)dF,(E)
Ll=1...

-IwGT(･, E)(∑2~y l/,(I)l)dIFLsl(E)
y=l

-蓋21y/wG冨(･, I)Vリ(E)ld[F,sl(I)
L1一-‖

00

-∑2LPv,
p-I

となる.そこで任意のw,に対しレnけをxn-w,かつ

xn≠Eとなる様に取れるo何故ならm(E)-0だからで
ある｡さてu-(Ⅰ+S)/とすると(15. 1)から

u (rn)-I(xn) +Sf(xn) -0+v (rn)-- (n-∞)
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であるからu'yの任意の近傍でuは(lFLl+m)本質的に

非有界である.任意のw∈(supp lFLsI)nwの任意近

傍内には或wyがあるからそこでもuは(lFLl+m)本質

的に非有界である.さて任意のテスト函数甲∈C.a(W)

に対しm(E)-0により

-Iwf(E)△甲(E)dm(I)--lFf(E)△甲(E)dm(E)-0
だから超函数の意味で-Af-0である.故に補題8か

ら

(-△+ FL)u- (-△+ FL)I+ (-△+FL)sf-fu-fu-0

となりuはW上(12. 1)の超函数解である｡ □

16. P-DJr[cMot同JLとp一正則領輔.凸の開集合

の上での(12. 1)の解(連続超函数解)の事をそこでの

LJ一群と呼ぶことにする. ilの部分領域R上のFL一解

の全体をN,,(R)と記そうo特にaeo(R),即ちR上の

調和函数全体,は通常H(R)と記す.更にRはfl内相

対コムパクトとする｡各/∈c(∂R)に対して常に次の

様なuがあるとする:u∈C(R)∩.#p(R)であってul∂

氏-/となるものが唯一つ定まり,かつ∂R上/≧0な

らばR上u≧0となるとする｡この時RはLJ一正則領

域であると言い上のuをFLfRと記して, R上の境界値f

のFL
-Dirichlet間麓の解であると言う.特にOIRは通常

IlfRとかかれる.この時各x∈Rに対しf-fL/R(I)は

c(∂ 良)上の正値線型汎函数であるから

FLJR(I)-/∂Rf(E)d也･Rp(E,I) V∈c(∂R))

となる∂R上の正測度wRp(･, I)が定まる.これをR

上xに関するP一群5NJ(と呼ぶ事にしよう. 0一解測

度は通常調和測度と呼ぶ.さてWをnの正則領域で

a(w)<1/2とする｡作用素T-TW及びS-SWを考えよ

う｡補遺4と8によれば, TとSをc(育)に制限した

時にはC(育)からC(育)への線型作用素であり,各p

∈c(両)に対しTpl∂w-0, Spl∂w=oである.更

に(ll. 1)によれば, u, h∈C(育)に対して(Ⅰ+T)u-

hと(I+S)也-uは同等であり,再び補選の4と8によ

れば,
u∈.*p(蘇)とh∈H(育)とは同等である.よっ

て/∈C(∂W)に対してu-(Ⅰ+S)町と置けば, uは〝

-Dirichlet間麓の解FL/Wであって,更にa(W)<1/2だ
あるから最小値の原理が有効であって∂Wの上で/≧0

ならばwの上でもfLIW≧oとなる辛が言える.つまり

a(w)<1/2となる正則領域wは〝一正別領域である

辛が分かる｡

17. I-Qroon両独の特報付. RをnのFL一正則領

域とする.もしR上に与えられたy∈Rに対して次の

三条件を満たす様な函数GRp(･, y)が存在すれば,こ

れをR上のyに極を持つP-Groon函数と言い,その

時Rは双曲的であると言う事にする:
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(17. 1)
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GRp(･, y)∈c(R＼lyt)
(-△+FL)Gnp(･, y)-8y

lGRp(･, y)J∂R-0.

ここに8yはyに台を持つDirac測度とする｡ここで上

の二番目の式は無論超函数の意味でGRp∈L.lot (R, lFLl

+m)は勿論仮定されている.一番目と合わせるとGRp

∈Ll(R, lFLL+m)が言える｡最初にこの様な6Rpは存在

するとしても唯一つである事を示す｡もし6Rpも同じ

性質を持つならば, u-GRy(･, y)-6Rp(･, y)と置く

と,
u∈Ll(R,lFLl+m)であって, W上(-△+FL)u-0,

u∈c(R＼1yl), u l∂w-oの諸条件が満たされる.所

でuはR上bほ除いて連続であり, lFLsl(fyI)-0だ

から結局uはR上l〝s l測度零を除いて連続な(-△+

〟)u-oの超函数であるから,定理2によって, R全

体で連続となる｡即ちuはR上の〝一解であり∂R上

境界値0を持つから, RがjL一正則なことからu-jL.R

-0が結論される.さてWをa(w)<1/2となる凸の
正則領域とすると,これは〝一正則であり,更に我々

はG苫を具体的に構成したが,補題の5と7や(10. 1)

等によれば,これが上の三条件を満たす辛が分かる｡

よってG冨は上の意味での唯一つのFL
-Green函数であ

りwは双曲的となる｡この一意性の応用として次の

局所化は有用である｡ Rを双曲的な〝一正則領域とし,

任意のy∈Rをとるo y∈W⊂R, a(W)<1/2となる正

則領域wを任意に取る時, w上で

(17･ 2) GRp(･, y)-GT(I, y)+FL苫琵(I.y)
が成立する｡つまり対角線挙動に関する限りGRp(･,

y)

のそれは小さな部分wに於るGT(･, y)のそれと一

致する.証明は単にGR.(･,
y)-FL苫芝'･,y)がG冨(･, y)

の満たすべき三条件を持つ事を確かめたらよい｡さて

T-TRの性質を使えば

(I+T)GRp(･, y)-GR(･, y)

となる辛が分かる｡従って補遺6の証明と全く同様に

してGRp(･, ･)のRXR上の対称性が分かる.しかし

RXR＼△(RXR)上の連続性等は直ちには分からない

ので抽象的進行には限界がある｡

18. LJIGreen函数の対角捷挙動. RをQのFL一正

則双曲的領域とする. 1imr_yGRv(x, y)-∞は一般にポ

テンシャル核に要求したい便利な性質であって, Rが

a(w)<1/2となる正則領域wに等しい場合には正し

い事を9節で見たがしかしa(W)<1の場合さえ直ちに

は分からなかった｡しかし実際には(17. 2)から一般

にGRpがある限り常に成立する訳である｡しかしRXR

＼△(RXR)上の連続性の問題があるのでa(W)<1と

なる正則領域wの場合に限定して(6. 4)を積極的

に使った更に詳しい次の形を与える:

合Ji2. WをSlのa(W)<1となる正則領域である

とし,任意のw∈Wを取る時,基本調和核gに対して,

(18. 1) lim G冨(I, y)/g(I, y)-1.
=キy,エ. yーw

証明.球v-B(w.r)の半経r>0をa(v)<1/2となる様

小さく取って暫次固定する. B(w,r/2)-V'とする.∂Ⅴ

×Ⅴの上でG晋(I,y)は連続であるから(I,y)が∂VX

v′を動く時G写(I,y)は必要ならrを更に小さく取って正

値であり有限な最大値Mを持つので, (17. 2)により

(")∈v'×v'の時0≦FLVG芸(･.y,(I)≦Mであることに

より

Gvv(I, y)≦G冨(I, y)≦GVp(I, y)+M

が得られる｡これからg(I, y)-∞(xキy,
I,

y-u,)

により

(18. 2) lim imfGVp(I,y)/g(I,y)≦1imirlGT(I, y)/g(I,y)

≦1im sup G写(I, y)/g(I,y)≦1im sup GVp(I. y)/g(I,y)

が得られる｡但し各極限はxキy, I, y-wに関するも

のである. (I,
y)∈V′×V′の時GV(x, y)-g(I, y)

+o(1)であるから,再び(6. 4)によりx幸yとして

1-2a(Ⅴ)

1-a(Ⅴ)
g(I, y)+o(1)≦GVp(I, y)

1

≦丁両-g(x･ y)+α1)

となる.この両辺をg(I, y)で割ってx, y-wとする

ことにより(18. 2)を使えば,各極限は(18. 2)と同

じとして

(1-2a(Ⅴ))/(1-a(Ⅴ)-1im infG苫(I, y)/g(I, y)
≦lim sup G冨(I, y)/g(I, y)≦1/(1-a(V))

となる｡ Ⅴ従ってrは任意故r10とするとa(Ⅴ)10

となり上武から(18. 1)が導かれる｡

19.連耗性原理.以下ではa(W) < 1/2となる血の

正則領域wを固定してW上の正測度yのP-Green

ポテンシャルGTソの最も基本的な性質と思われる次の

Evans-Vasilescu型の定理を示す:

連扶性原理:wをa(w)<1/2となるSlの正則領域

とする. yをw上のコムパクトな台K-suppリを持つ

正測度としv-G苫J,とするo もしvIKが或るE∈Kで

連続ならばvはfで連続である.

証明. ⅤはW上で下半連続である事に注意する｡も

しv(E)--ならばvの下半連続性により上の結果は

自明に成立するからv(E)<-と仮'''Eしてよい. Kは

w内コムパクトだからKXK上GW(･, ･)-g(･, ･)

+o(1)である｡よって(6. 4)を使えば正定数Ai, Bi

(i-1, 2)が存在して

(19. 1) Alg(I, y)-Bl≦GT(I, y)≦A2g(I, y)+

B2((I, y)∈WXK)
が成り立つ.最初にWからKの上-の写像を定義す

る｡各x∈wに対してzl∈Kはxに最も近いものとす
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る:

lzx-I J-inLl∈K[z-I A.

点zェはxにより唯一つ定まる訳ではないが選択公理に

よりx-ちを一意写像として定める. E∈Kだから

Iz=-E[≦lz=-x[+lx-El≦2lx-El

が全てのx∈Wに対して成り立つ｡従ってx1-Eなら

ばz=-Eである.任意のy∈Kに対してIx-zxl≦

lx-ylだから

Iz=-yl≦lzr-xl+[x-yl≦2lr-yJ

である.従ってdを空間F7dの次元として

loglx-y l-1≦loglz=-y I +log2 (d-2)

Jx-y l21d≦2d12 Izx-y I
2-d

(d≧3)

となる｡換言すれば適当な正定数c, Dがあって

g(I, y)≦cg(zx, y)+D
がdに無関係に成立する訳である｡よって(19. 1)と

合わせて

G冨(I, y)≦MG冨(zc, y)+N
が正定数M-AilA2C及びN-A-llBl+A2Dをもって成

り立つo よってKに台をもつどんな正測度dを取って

ち,上の不等式をdd (y)でK上溝介する事により

(19. 2) G苫q(I)≦MG苫d(z=)+Nd(K)

が得られる.さて任意のe>0を与える. G苫y(E)-

v(E)<∞を想起する. Eを中心にしてWに含まれる

球Bを取る｡

/BG苫(E,y)dy(y)- /w G苫(E, y)X,(y)dy(y)

<v(E)

に於て被積分函数l -X l引故Lebesgueの収束定理によ

って積分l-〟(1引)<v(E)<∞である.よって

〟(ほt)-0で積分10である.よってBを小さく取れば

y(B)≦ /BG苫(I, y)dy(y)<e
と出来る. y'-リIB,〟"-ylw＼Bと置く.G苫リーは

B上,従ってEに於いて連続である.所でG冨ソニG苫y′

+G冨y"故(19. 2)より

IG苫り(I)-G冨り(I) J≦ lG苫y"(I)-G苫ソ"(E) I

+G苫y′(I)+G苫り′(E)

≦ lG冨ソ〝(I)-GTy"(E) I +MG苫り′(zr)+Nリ(K)

+ e

≦ IG欝〟〝(I)-G苫y'(I)I+MG野y'(五r)+(N+1) e.

所でG嘗ソニG軍り′+G冨リ"に於て(G写y)lKはEで連続であ

りG写y"は無論Kに制限してもEで連続だから(G嘗り)

lKはEで連続となる. I-Eの時zr∈KでZz-Eである

から

1imIーEG冨y'(zJ)-G苫y'(E)< e

である｡だからxがEに十分近ければ

IG芝y(I)-G冨り(E) l≦ lG苫y'(I)-G苫y"(E) l

+(M+N+1) e

となる.右辺第一項はG苫ソ"のEでの連続性によりxを
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十分Eの近くに取る事によりいくらでも小さく出来るの

でeの任意性によりG冨yはEで連続となるo 口

達続性原理の満たされる抽象核については常に成立す

ることが知られている次の結果は有用であり我々の核

G苫に適用出来る訳である:

ポテンシャルの下方連洗近似★J( : yはW上の正測

度でG冨y≠-とする.その時wの閉集合の増加列1Fml

で次の性質を満たすものが存在する:G冨(ylFn)∈

c(w), G冨(ylFn)†G苫り, y(W＼Fn) 10.

20. LJ-t辞. Dをa(D)<l/2のnの領域とする.

∂D内の調和Diricblet間麓の非正則点集合E-E(∂D)

は空でなくとも良いとする｡/を∂D上のBorel函数で

有界或いは更に一般にFfD∈Ll(D, lFLl+m)となるものと

する時FL/D- (I+sD)H/DとしてFLfDの領域Dと境界函数f

共に16節のものより一般的に出来る. E∈∂D＼Eに於

いてfが連続ならFL/D(I)-I(E)(x∈D, I-E)となる辛

がⅢJDとsDの性質から分かる. f∈C(∂D)+ならFL,D≧o

を言う為に14節を次の様に一般化しておく: *小tの原

理: Dで下方有界な〝-解uに対して戎容量零の集合F

⊂∂Dがあってx∈DがE∈∂D＼Fに近づく時常に1im

infu(I)≧0ならばD上u･≧0となる.
TD, sDを使って

14節と本質的に同じ証明で出せる. 16節同様測度wDp(
･

,I)が定義出来る.さて/∂DfdWDp(･ ,I)が何を表すか
は興味ある問題である.上のFLIDが定義出来る時はそれ

と-改する｡ -△+〝に対し未だEarnack諸度理が得

られていない点に注意がいる｡さてa(R)<1/2となる

nの領域を固定する.

定▲1.
ⅤがR上の〝一便解とは:(i)ⅤはR上

-∞<Ⅴ≦∞かつⅤ≠∞,
(ii)ⅤはRで下半連続, (iii)氏

内相対コムパクトなすべての正則領域Dに対して

(20･ 1) v(I)≧ /∂DVIE)dwDp(E･I)
_(x｡D)･

R上のFL一便解全体を#f,(R)と記すと,.*f,(a)は線

埋空問, 3e･f,(氏)⊂諒y(R),N-I,(氏)のu, vに対しunv

(即ちmin(u,
v))∈妄,,(R)等の性質は直ちに分かる.

最も大切なものは, *小4の原理:u∈妄f.(R)としx

∈RがE∈∂Rに近づく時常に1im inf
u(I)≧0ならば

R上u≧0となる,である｡事実各自然数mに対しR内

相対コムパクトな∂Dn上u≧-1/nとなる正則領域Dnを

とる｡Dn†Rとしてよい｡するとDn上

u≧(-1/n) /∂｡ndwD,A(E,
･

)-(-1/n)(I+SD)1

で右辺はn†∞の時0に近づきu≧0が出る｡次の二例

は応用上重要である｡最初のものはFubiniの定理を

dyとd也･Rpに適用し,更に第二のもの共々境界値の比較

で分かる:

例1. yをR上の正測度でGR.y≠∞ならGR.リ∈妄p(氏).

例2. U, Vを百⊂vとなるRの正則領域の時u∈

.#F,(Ⅴ)+に対してR岩u∈c(守)nN(V＼U),
R岩u lu-u,
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R岩u I ∂v-oとなるR岩u∈.#-p(Ⅴ).

21.未尭ながらの結び.最終的にはGauss-Frostman

型の定理を出しRiesz塑の分解を導いて,それらとG苫

の対角線挙動等からHarnack不等式-到る所で局所理

論の第一段階が終わる｡ここ迄はいずれも検討済の所だ

がすべてを述べる紙数は無いのでその中でも極く初等的

部類の次の結果を見本として述べる.球面∂B(y,
r)の

(d-1)次元面積要素をdsとする｡

s(∂B(0, 1))-♂dを想起する｡平均作用素

L(u :y,r)-1/(ddrd-1) /∂B(y,
r)u(I)ds(I)

はGaussの定理HuB(y･ r)(y)-L(u :
y,r)の故重要である.

Lでの測度(1/q｡rd~1)ds(I)-dw冨(y･r)(
･

,

y)をdwBpb･r'
(･,

y)で置き換えたLpを使うと FLBp(y･r)(y)-

Lp(u :y,r)が出る. u∈.#1.(R)に対してはu(y)-

1imr1.L(u:y,r)が周知だが対応するものとしてu∈

.KIp(R)に対してu(y)-1imr1.Lp(u
:
y,r)なら当然の結

果でこれは正しいがあまり役に立たぬ｡その意味で次の

幾分以外な結果は興味がある｡

★J(9.
u∈妄p(R)でuが戎y∈Rの近傍で有界なら

ば,
u(y)-lim.I.L(u :y,r).

証明. B(y, r)-Ⅴとかき∇上uは有界とする｡
(20.

1)によりu(y)≧/∂vudwVp(･, y)の右辺はuが∂Ⅴ
上有界故FLご(y)に等しい. Pご(y)-(Ⅰ+SV)HuV(y)であ

るが, fL∈LK(a)である事によりSVHuV(y)-o(r-0)と

なる.更にHy(y)-L(u:y,r)であるから,結局r10

の時

u(y)≧1im sup L(u : y,r)

となる｡uの下半連続性からrlOの時1im infL(u :y,r)

≧u(y)は当然である. D

合JL3. ul,
u2∈妄p(R)とする.

R上m殆ど到る所

ul≦u2が成り立つと実はR全体で例外無しにul≦u2.

証明.
e-FL苧と置くとa(R)<1/2によりinfRe>0に注

意する｡正数MをとりuinMe∈-tKf,(R)を考える(i-1,

2). R上m殆ど到る所ulnMe≦u2nMeとなるから,任

意のy∈Rに対しレ｡F 10であって∂B(y,
rn)上面積零

を除いて同じ不等式が成り立つ様なものがとれる｡よっ

て積分して

L(ulnMe :y,rn)≦L(u2nMe:y,rn)
となり補遺9よりn†-としてul(y)nMe(y)≦u2(y)n

Me(y)が出る. e(y)>0だからM†∞としてul(y)≦

u2(y)が出る. 口

事 照 文 献

[1] M. Aizenmann and B. Simon : Broumian notion

and Hamack inequality for Schrbdingerゆratw, Comm.

pure Appl. Math.
, 35(1982), 209-271.

【2 ] A. Boukricha : Das Picayd-PrinziJ'und verwandte

Fragen bei SEbnlng VOW hannonischen Raumen, Math.

Ann.
, 239(1979), 247-270.

[3] F. Chiarenza, E. Fabes and N. Garofalo :Har-

nack's inequality fw Schrbdinger qfwators and the c㈹tinuity

of solutions, Proc. Amer. Math. Soc.
, 98(1986),

415-425.

[4] c. constantinescu and A. Cornea : Potential

Theory On Ha17nOnic SLues, Springer, 1972.

【5】L. L. Helms : Introductim to Potential Theory,

Wiley-Interscience, 1969.

[6] T. Kato : Schrbdinger
pperatws uW singuLay

potentiaLs, Israel J. Math., 13(1972), 135-148.

[7] F. -Y. Maeda : DirichLet IntegTaLs on Hannonic

SJues, Lecture Notes in Math. 803, Springer, 1980.

[8] M. Schechter : SJmtye of Partial DiNermtial

(如何tOrS, North-Holland, 1971.

[9] B. Simon : Schrbdinger
se7nigyouL's, Bull. Amer

Matb. Soc., 7(1982), 447-526.

【10]F. Stummel : Singulare
euiJ'tische DiHerentiaLqtwa-

torm in Hilbertschen Rau7ne7I, Math. Ann., 132(1956),

150-176.


