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There are various assertions in Mathematical Analysts Valid under certain smoothness assumptions of

functions involved. Three kinds of examples of such are given in this paper which seem to be true at the first

sight
but are in fact invalid under the mer'e assumption of being of class Cl. These superficially appear to be

independent of each other but in reality these are interrelated implicitly by a common single principle.

関係する函数のある種の滑らかさの仮定の下に成立す

る様な主張は数学解析学に於て数多い｡その内で滑めら

かさをCl級とすれば如何にも充分である様に見えて実

はCl級としただけでは不充分である様な三種の例につ

いて考える｡境界値問題の境界位相条件,リーマンの写

像函数,及びポアソソ積分の各々に関連する所から一例

づっ取ったものである｡これらは表面上は無関係に見え

るが実質では境界正則性と言う同一思想圏に属し底面で

は等角写像を介して互に関連している｡ついでながら最

後の例の所で述べられるポアソソ積分の微分公式は独立

の興味と応用があると思う｡

初めに函数又は曲線の滑めらかさについての一般的用

語の意味を定め関連基礎事項を述べるo n実変数xl,苑,

-, xhの実数値函数f(xl,苑, -,ち)を考える(本文では

n-1又は2)｡偏導函数を考える時,点(xl,箱,-,ち)

の変化する範囲はn次元空間Rn (Rlは実数直線, R2

は複素平面Cと考える)の開集合Uに取る.変数xz.で

の偏微分をDJと記す時

DilDち･･･ DiJ

をfのk次偏導函数と言うo ここに(il,ち,-,ih)紘

(1, 2, -,

n)からk個取った一つの重複順列であ

るのでk次偏導函数はnh個ある｡特にf自身は0次の

偏導函数と考える. fがCA級であるとほfのk次偏導

函数が存在して連続なことである｡ k次偏導函数が存在

すると言う以上その前提としてk次迄のすべての偏導

函数の存在は晴々裡に仮定されており,それらはすべて

k次偏導函数の連続性から自動的に連続となるo この様

な事情にあるので初めからfのk次迄のすべての偏導
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函数が存在してそれらがすべて連続な時fはCA級であ

ると定義しても同じことになる.すべての整数k≧0に

対してfがCh級である時fをC⇔級と言う. UでCn

級の函数の全体をCn(U)と記す(n-0, 1, ･･･,-).E

をRnの任意集合とする時E上の函数fがCn級である

とは, UJ⊃Eとなる開集合UfとUf上のCn級の函数

F/があってE上FJ-fとなることであるとする. E上

のCn級函数全体をCn(E)と記す.

複素平面C内の曲線Aが媒変数tにより二.つのtの

連続な実函数x(i)とy(i)により

z-I(i)-x(i)+iy(i) (a≦t≦b)

と表される時これを曲線弧 A の媒変数表示と呼ぶ｡ 〟

(i), y(i)が共にCn級のとき媒変数表示z(i)はCn級で

あると言いこの曲線弧AはCn級であると言う｡又Aが

少なく共Cl級であって

z′(i)-x′(i)+iy'(i)辛 o (a≦t≦b)

であるときAは正則曲線弧であると言うo さてAがCn

級(n≧ 1)の正則曲線弧であるとその表示 2-I(i)から

tを消去して局所的にはAはCn級陽函数y-y(x)又は

x-x(y)により表される.逆にCn級陽函数y-y(x)又は

∬=∬(γ)により表される曲線弧AはC"級正則である｡

特にC内のジョルダソ曲線Ilはそのどの点{に対して

も{を内点に含むIlの部分弧A{でCn級正則なものが

取れる時Il自身Cn級正則であると言う｡又ジョルダン

曲線Ilが, Cn銀(n≧ 1)正則となる必要充分条件は,或

る円環〈1-e<t zI<1+8)(0<e<1)からC内

への位相写像T(I)でTがCn級であり更にTのジャコ

ピアンが零とならぬものがあってrは円周〈Iz[-1)

のTによる像となることである｡
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Dを平面C内のジョルダソ曲線∂Dにより囲まれた

ジョルダソ領域であるとする｡ f∈Cn(A)又は g∈Cn

(∂∂)は∂βの滑めらかさとは無関係に定義出来るので

あったけれど, ∂Dが充分滑めらかな時には次に述べる

様な状況にある. ∂DがCh級(1≦k<∞)正則であると

する時, f∈Ch(a)となる為の必要充分条件は, f∈Ck

(D)で/のk次偏導函数がD迄連続に拡張出来ること

である.これを言い換えると, ∂DがCn級(1≦n≦∞)

正則である時f∈Cn(a)となる為の必要充分条件は, I

∈Cn(D)で′のk次(0≦k<n+ 1)迄の偏導函数がす

べてD迄連続に拡張出来ることである｡次に∂DがCn

級(1≦n≦-)正則でT(I)を上に述べた様な ∂Dの

〈1zI -1〉上の表示であるとする時, g･∈Cn(∂D)で

ある為の必要充分条件はgOT(eie)がeのCn級函数と

なることである｡

1.調和羊点

1.1.境界等角性 平面C上のジョルダソ領域β

に対してその閉包β-β∪∂β (∂∂はβの境界)の或

る近傍で調和である様な函数〟 (即ちβの或る近傍で

C2級でラプラス方程式△〝- 0をみたす函数)の全体を

H(a)と記す. Dの境界の一点{がDに対する調和羊

点であるとは, rがH(a)に対する峯点となること,那

ち次の様なu∈H(a)が存在することである: u({)-

1かつD＼〈r〉上u<1.この様なuをB上{にお

ける峯点函数と言う｡数学の色々の分野に於て,特に函

数環論に於て,各種の峯点が考えられているが,調和峯

点なる概念ほ他で考えられてほ居ないと思う｡最初に調

和峯点の等角写像で果たすーつの役割について述べる｡

等角写像論での一つの基本定理は,リーマンの写像定

理:C と一致しない任意の単連結領域 D ほ単位円板

A-i lz L<1〉に等角写像される(例えば[2--]参照),

である｡単連結領域の典型例はジョルダソ領域β,即ち

ジョルダソ曲線(単純閉曲線) ∂βで囲まれた領域βで

ある｡等角写像の境界対応についての一つの基本定理と

して(特殊化された)カラテオドリーの定理:ジョルダ

ン領域Dから単位円板△への等角写像はDからA-へ

の位相写像に拡張される(例えば[2]参照),を述べて

おく｡

さて単位円板△からジョルダソ領域βへの等角写像

fを考えるo カラテオドリーの定理からfほA-からB

-の位相写像であるo この事はfがAlへf~1がBへ連

続的に拡張出来る事と同じであるo 1∈∂Aが{-I(1)

∈∂D -写されたとする｡ I(I)の複素導函数f′(I)は△

で定義されているが∂△迄は拡張出来るとほかぎらな

い.もしf'(I)がz-1で境界値, f'(1)と記そう,を持

つならば

f'(1)- lim f'(I)- lim
I(I)-I(1)

z∈△.zー1 z∈△,zー1 Z- 1

となることがわかるので, f'(1)≠0ならばfのz-1

に於ける等角性が出ることになる｡次の結果は,いわゆ

る角徴係数の基本定理であるワルシャワスキーの定理

([3]参照)からも導びかれるが,以下に述べる証明の

初等的である点を強調したい｡

定理1.1 ′を単位円板△からジョルダソ領域βへ

の等角写像で′(1)-{としf′が境界値f′(1)を持つ

とする｡もし{がDに対する調和峯点ならばf′(1)≠

0である,すなわち/は1でも等角である｡

[証明] D上のrに於ける峯点函数uを使って函数

v-1-uを作るとv(r)-0かつB＼〈{)上v>0で

ある.合成函数u)-vofはA-で連続で△で調和であっ

てw(1)-0かつA-＼〈1〉上w>0であるo特にu)

(x)-vU(x))を区間[0, 1)上の函数と考えて

w'(x)- VVU(x))
･ (Ref'(x), Im f′(x))

となるo ここでVvはvの勾配ベクトルである｡ vがB

上調和でかつf′(1)が存在することにより, w(x)の左

側微分係数w'(1)が存在して

w'(1)-[vvU(x))]x=1･(Ref′(1), Imf′(1))

となることがわかる.従って w'(1)≠0を示せばf′

(1)≠0が結論出来る事になる｡

wをポアソソ積分で表すとx∈[0, 1)に対して

w(x)-jJ.2q
11X2

1-2x cos i
(el't)dt

となる.u)(1)-0に注意して,更に0<t<27rに対し

てはw(eI't)>0となる事を使うと

w(x)-u)(1)

x-I

× u)(eit)dt

≧⊥
~87r /.2打w(ellt)dt,0

7r 1 +x

1-2x cos i+x2

より-w′(1)>0となってw′(1)≠0が出る. [証明終

り]

1.2.リャプノフ条件 rをジョルダソ弧(単純弧)

としrをIlの点でIlの端点でないとする. {の所でr

ほ両側(例えばrの進行方向からみて右側と左側)をも

っ.円板Vはrの右側(又は左側)にあってrnア-

〈r〉となる時rは右側(又は左側)に於てrで円板V

を支持すると言う事にする｡

βをジョルダソ領域とする｡ ∂βがβの外側に於て

∂Dの或る点{で或る円板Vを支持するとする.この
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時にはVを更に小さく取ることによりDnV-〈r〉と

なる様に出来る.この時Dはぐでリャプノフ条件を満

足すると言い, BnV-(r〉 となる円板VをDの{

に於ける一つのリャプノフ円板と呼ぶ｡

Dの外側に{∈∂Dを頂点とする錐が取れる時Dは

{でポアソカレー条件をみたすと言うのは有名である

が,リャプノフ条件はそれより強い条件である｡ポアソ

カレーがデイリクレ問題の境界値の研究にポアソカレー

条件を考えたと同じ様にリャプノフはデイリクレ問題の

境界値の正則性(微分可能性)の研究にリャプノフ条件

を考えた｡この簡単な幾何学的条件が次に述べる様に調

和峯点を完全に特徴づける:

定理1.2 ジョルダン領域Dの境界点rが調和峯

点である為の必要充分条件はDが{で1)ヤプノフ条件

を満足することである｡

[証明]充分性 V-〈lz-al<r)(r>o)をDの

{に於ける一つのリャプノフ円板とすると

u(I) =Re工二竺
Z-a

がD上{に於ける峯点函数となる事が験しかめられ

る｡

必要性 uをD上{に於ける峯点函数とする｡ uを

使って函数v-1-uを作るとv(r)-0かつD＼〈{)

上v>0となる.
{を中心として充分小さな半径p>0

の円板Xを描けば,円周∂Xの部分弧ylがDの横断

線となり, ylにより切取られる∂Dのrを内点に含む

部分弧をy2とする時, ylUy2はジョルダン曲線となりそ

の内部YほDnXに含まれる様に出来る. Xに於て

vの共醜調和函数v'をv'({)-0となる様にとる時正

則函数g(I)-v(I)十iv'(I)を考えると,自然数nと{

で零とならないX上の正則函数hがあって

g(I)-(I-{)nh(I)

と表される.必要ならばXを更に小さくとれば,等高

線(v-Reg-0)によりXはぐを頂点とする2n個

の扇状領域Xl, -, X2nに分割される｡ XjとXj十1(メ- 1,

-, 2n- 1)およびX2nとXlは一辺を共有するものとす

る.各Xjでu-Regは定符号で, Xlでv-Reg>0と

すると∪芸=lX2A_1上 v-Reg>0, ∪芸=1X2h上 v-Re

g<0となる. Y上v-Reg>0でかつYは連結であ

るから,どれか唯一つのX2h_1,例えばXl,にYは含

まれる. Xl, -, X2nは{で同じ頂角7E/nを持つから,

{に於て, Dの外側に頂角(2n- 1)7r/n≧7Eの扇状領

域
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z-(h2Q2Xk)∩(lz-{r <r) (o<r<p)

が取れて, rが十分小ならばDnZ-(r〉 となるo rで

の頂角が7r以上だから円板VでV⊂ZかつVn∂z-

〈{)となるものが取れる事は明白である.このVがr

に於ける一つのリャプノフ円板となる｡ [証明終り]

1.3.準放物線 上半平面にあって原点でx軸に接

する半径c>0の円周Cの方程式は

x2+(y-c)2-c2

である.このIxl ≦cに於ける下半円周をy-γ(x)と

するとき,上記陳列の式を0≦y≦cの範囲でyについ

て解いて更に分子の有理化を行うことにより

y-γ(x)-c- Jm-
c+ Jc2--x2

∬2

の形に書き表せる.よって任意の正数e∈(0, 2c)をと

るとき,評価式

(1･3･1) Lx2≦γ(x)≦tx2
(lxl≦J(2巾≦c)

が成り立つ｡これは円周Cがその最下端に於ては大体に

おいて放物線y-(1/2c)x2に一致すると言うことであ

る｡この観察は簡単ながら以下の議論,一つの定理と一

つの反例の証明,に於て本質的役割を果たす｡

リャプノフ条件と境界の滑めらかさは元来本質的なか

かわりがあるとは思われない.上の定理1. 2の証明にも

現れた様に境界点の外側に7r以上の開きの角がとれる

ならば境界の滑めらかさにかかわらずリャプノフ条件が

満たされるからである｡しかしジョルダソ領域βの肯界･

∂βが充分に滑めらかなら∂βの各点でリャプノフ条件

がみたされることが期待出来る｡どの位滑めらかであれ

ば良いかを知ることは応用上は特に大切であると思われ

る｡先づ最初に次の肯定的結果から始める:

定理1.3 C2級の正則ジョルダソ曲線∂βで囲まれ

たジョルダソ領域βに於ては, ∂βの各点がリャプノ

フ条件を満足する｡

[証明] aDの任意の点{で1)ヤプノフ条件がみたさ

れる事を言う. Dに回転と平行移動を施こして, I-0

であり ∂βほ0で∬軸に接し0の近くで∂βの上側に

Dの外部がある様に出来る. 0を内点に含む∂Dの小

部分弧Aはy-F(x)(lx F ≦a)の形のC2函数で与え

られる.このときF(0)-F'(o)-oだからテーラーの

定理により β∈(0, 1)を使って
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F(x)=王二曳2 (lxl ≦a)
2

と表されF′′は連続だからIxl≦aで正定数2A以下

であってF(x)≦Ax2(LEI ≦a)となる.正数qをaよ

りも1/2Aよりも小にとるとA'<1/2coであって

y.(x)-G,- Jc岩-ズ2

とすると(1.3.1)により

F(x)<y.(x) (o< lxl ≦G,<a)

となる.中心(0, c)半径cの円板を V(c)と記すとき

V(a)はDの外点を含み∇石訂nA-〈0)である.よっ

てc∈(0,ら)を充分小にとると V(c)はDの0に於け

るリャプノフ円板となる｡ [証明終り]

事実上うえで示された事は｢AがC2級の正則弧である

ときには, Aのどの内点も Aの両側のいずれに於ても

或る円板を支持する｣と言う主張である｡以上の事柄の

いずれも,関係する曲線をCl級正則とするだけでは不充

分であることを示す例(瀬川重男,多田俊政両君の注意

に負う)をあげる:

反例1.4 Cl級正則ジョルダソ曲線∂∂で囲まれた

ジョルダン領域βであって, ∂βがリャプノフ条件を

みたさない点を含む様なものが存在する｡例えばβの境

界∂∂の部分弧Aが

y-F(x)- (x_a.x[a
(0≦∬≦1)

(11≦x≦0)

で与えられると(1<α<2), Aは0で上側に於ても下

側に於てもいかなる円板も支持しない｡

[証明] α>1であるから

F'(x) -

αxα~1 (o<x≦1)

0 (∫-0)

-αl∬lα~1
(-1≦∬<0)

でありIxf≦1で連続であるので曲線弧AはCl級の

正則曲線弧であることがわかる｡

0に於てAの上側と下側は対称だから一方の側で円

板を支持しないと他方でもそうである｡もしAが0で上

側に於て或る円板Ⅴを支持すると仮定したら矛盾が出

ることを示す｡ Aは0に関して対称で0で∬軸に接する

から∂∂も0で∬軸に接しなければならず∂Ⅴは∬2+

(y-c)2-c2(c>o)の形に与えられることになり ∂V

の下半円周を y-γ(x)(Fxl ≦c)とすると γ(x)>F

(x)(0<lxl≦c)であるから, (1.3.1)をe-cで

使って

xa=F(x)<γ(x)<1x2 (o <x<c)
C

又はc<x2-α(0<x≦c)となるが, α<2だからx→0

として矛盾が出る｡ [証明終り]

2.境界対応

2.1.境界正則性 βをジョルダソ領域, △を単位

円板〈lzI<1〉とするとき, 1.1で述べた様に, 1)-

マンの写像定理により, △からβへの等角写像/が存

在する｡ ′の連写像′ーlはβから△への等角写像でる｡

fを△からDへの一つの1)-マン写像函数, rlをリー

マン連写像函数と呼ぶUIlをDから△へのリーマン

写像函数, ′をその道写像函数と呼んだり,又′, /~1い

ずれも単にリーマン写像と呼ぶことがある事に注意｡い

ずれにしても本質的なことではない)0 1.1で述べたカ

ラテオドリーの定理によりfはA-からBへのU~1は

BからA-への)位相写像に拡張出来るo これはfがÅ

上, /~1がβ上連続となること(正確には連続に拡張出

来ること)と同じである｡ここで/や′~1は△から△

への一次変換を右又ほ左から合成することを無視すれば

本質的にほ一意的であることを注意しておく｡さて一般

には∂βは単に連続ジョルダソ曲線であるとして/又

は′-1の境界挙動に言及したのがカラテオドリーの定理

であったが,更に∂βに何等かの滑めらかさを仮定した

とき,そのことが/又は/~1の境界での正則性(滑めら

かさ,つまり可微分性等)にどの様に影響するかと言う

ことについて考える.上にも注意した様にfやf11は一

次変換(境界でも解析的である)を無視して一意的だか

ら, /や′~1の境界での滑めらかさはそれらの選び方に

依存しない｡

さて注目するのは,パンルベの定理: ∂DがCn'1級の

正則ジョルダン曲線であると△からβへのリーマン写

像fについてf∈Cn(A-)かつf~1∈Cn(a)となる(n-

0, 1, -,

-),である｡古典的事実でありながら定理

の命名も全く一般的ではないし(実はここだけかも知れ

め),その上この事実自体も･周知と言う訳ではないかも知

れない(数学,或いは更に函数論に限定して,の専門家

又は専門学徒なら誰でも知っていると言う程ではないと

言う意味である)｡1887年のパンルべの学位論文で本質的

にほ上の陳述のn-∞の場合に相当する事実の証明が与

えられているのであるが,上に述べた形で現代的な意味

での完壁な証明を載せている成書又は論文の存在を知ら

ない｡今ならどうしてでも証明出来ると言う訳であろう

が([1]参照),可能なら初等的な教科書レベルの証明

を与えることは教育的見地だけからしても意義深い事で

あろう.知っている証明を述べる擁会を他日持つ積りで

いるが,ここではこれ以上深入りしない｡

さて上にのべたパンルべの定理をカラテオドリーの定

理｢aDがCO級ならば′∈CO(β)かつ/-1∈CO(β)｣

と較らべるときn-0に対してはパンルべの定理はカラ
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テオドリーの定理より弱い主張なので,実ほ｢∂DがCn

級正則ならばf∈Cn(A-)かつf~l∈Cn(a)｣が言えない

だろうかと言う疑問が自然にうかんで来る｡以下に於て,

この期待は空しくて,f∈Cl(Al)又はf-1∈Cl(a)を結論

する為にほ∂βをCl級正則とするだけでは不充分である

事を例示する.第一の反例でほリーマン連写像函数f~1

の方がCl級でないもの,第二の反例ではリーマン写像函

数′そのものがCl級でほないものを与える｡

2.2.第一反例(リーマン逆写像) 次の簡単な函数

(2.2.1) f(I)
I-1

log(I- 1)

を単位円板△-〈l2I<1〉上で考える([1]参照)o

log{は〈Re{<0〉でJog(-1)-7riとなる分枝をと

るものとする. i(I)は〈Rez< 1)で一価正則で〈Rez≦

1〉で連続である｡ただし′(1)-0と定めておく｡特

にf(I)は△で正則, A-で連続である｡ D-I(A)とおくと

領域保存性定理により, βはC内の領域となるのであ

るが,更に詳しく次のことが成立する:

i) ′は△からβへの等角写像である｡

ii) βはCI級の正則ジョルダソ曲線∂βによっ

て囲まれたジョルダソ領域である｡

iii)f∈Cl(A-)かつf~1年Cl(a)である.

ついでながらaDは0を通るがDに関して0でリャプ

ノフ条件はみたされぬので∂βはC2級ではない｡これ

らのことを以下三段階に分けて証明する｡

第一段 ′の単葉性証明(原優君の注意に負う)｡先ず

6-(Rez<-1/2), α(I)-1/(Ill)とおくとαは

△から♂への等角写像である｡次に

F(I)-I(2 7ri-log I)

とおきFによる 6の像をd とする.最後にβ(I)-

1/zとおくと,容易にf-βoFoαの分解が示され,

これから又βはdからDへの等角写像であることがわ

かる｡

′
△+〉β

･1 †β
6 1 d

F

よって6からdへの写像Fの単葉性を示せばよい.所

が

F'(I)- 27d-log I- 1

だから6-(Re z<-1/2〉に於ては-2l>1/2で

あって

ReF'(2)--loglzl -1

-log(e-1/Izl)<log(2-1/lz[)<o

となる｡よって周知の単葉性条件により(例えば[2]

123

参照)Fは6で単葉であることがわかるo [第一段終り]

第二段 ∂βの Cl級正則性｡閉曲線r-∂∂の一つ

の曲線弧としての媒変数表示は

z-I(eie) (o≦e≦27t)

である｡そこで

f'(a)-

(log(z1 1)- 1)/(log(I- 1))2

(z∈(Rez≦1〉＼〈1〉)

0 (I-1)

に注意すれば, r＼〈0〉のどんな部分弧もCl級正則(実

ほ解析的正則)である｡

z-f(eie) (-e≦e≦e)

を一つの媒変数表示とするrの部分弧(0 <s<7r)ほ0

を内点に含む. (dz/de)e=o- 0だからCl級はともかく

正則性ほ駄目である｡そこで媒変数を取換えてCl級正則

に直す｡

(2.2.2) β(∫)-

tlogll/i L

(o<t i E≦l/4)

o (∫-0)

により[-1/4, 1′′4]上の媒変数≠の函数を考える｡

それによって0を内点に含むrの或る部分弧Aを媒変

数表示

z-γ(i)-I(eie(i)) (-1/4≦t≦1/4)

により定めてこれがIt E≦l/4でCl級正則となるこ

とを言いたい｡等式

e'(i)--logo tl -1 (i+0)

te'(i)-e(i)-i-e(i)(i+I/log A i I)

(f≠0)

に注意する｡これにより

r'(i) -f'(ez'e(i))ieie(i)e'(i)i o

(o<ltl<1/4)

及びγ′(i)の〈0< ltl ≦1/4〉上の連続性がわかる.

i-0のときのγ′(i)の極限の存在と

Iim y'(i)+ 0
才一0

となることが示されたならばAも又Cl依正則となって

結局ジョルダソ曲線∂DのCl級正則性がわかる.以下

において極限の存在とそれが零でないことを同時に示

す｡

y'(i)- -ieie(i)

logltJ+1

log(eie(i)- 1 )

log(eie(I)- 1 )

に注意する｡ i-0の時右辺の第一国子は-iに第三国子

は1に近づく｡第二因子のJ-0の極限を調べる:

logltI+1

log(el'e(i)I 1 )
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log( 1 -cos e(i))

logltI+1
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]
log2 + 2i a7g(eie(i)I 1

logltl+1

-I

7r/2≦ayg(eie(i)ll)≦37r/2であるから[ ]内の第

二項はt-0の時0に収束するので, [ ]内の第一項に

ついてf-0の時の極限を調べたら良い:

log( 1 -cos e(i))

Tt二6 logltI+1

これは(-∞)/(-∞)型不定形だからロビクルの法則を

使う:

(log( 1 -cos e(i)))'

[t'm

(logltl+1)'

((sin e(i))/( 1 -cos e(i)))e'(i)

ilEiq

sin e(i) .^′/‥ sin e(i)

llCOS e(i)-y
＼ー/

1-cos e(i)

2 cos(e(i)/2)
(sin(e(i)/2 ))/(e(i)/2 )

(♂(～)-～)

(I+i/log r i L)

-2 (オー0)

がe(i)-o(i-o)によって結論されるo以上綜合して

Iim
y'(i)--i･ 1 ･ 1--i+0

才一0

が導かれる｡ [第二段終り]

第三段 f-1年Cl(a)等. f∈Cl(A-)は明白であるが,

′′(1)-0だから′~1の導函数の0における境界値は

1〝′(1)=∞となり/-1はβ全体ではCl級でない｡た

だしβ＼〈0〉ではCl級であることが逆函数定理(陰函

数定理)によりわかる｡定理1.1によれは0はβに対

する調和峯点でなく,定理1.2により0で1)ヤプノフ条

件がみたされないことがわかる｡よって定理1.3によれ

ば∂∂はCl級だけれどC2級ではない正則曲線である

ことが確認出来る｡勿論パンルべの定理からすればこの

事は明白である｡ [第三段終り]

2.3.第二反例(リーマン写像) (2.2.1)より

更に簡単な次の函数を単位円板△-i Iz I<1〉で考え

る:

f(I)-(I- 1)(log(I- 1)12)

log{ほ2.2に於けると同じとする.I(I)は〈Rez<1〉

で一価正則で〈Rez≦ 1〉で連続である.ただしf(1)-

0とする.特にfは△で正則A-で連続であるo D-I(A)

とおく｡すると次のことが成立する:

i)′は△からβ -の等角写像である｡

ii) βはCl級正則ジョルダン曲線∂∂によって

囲まれたジョルダソ領域である｡

iii)f卓Cl(A-)かつf-1∈Cl(a)であるo

事実f'(I)-log(I- 1)- 1だから△でRef'(I)<

0となることは今度は全く自明でありi)がわかる｡/

がA-＼〈1)でCl紋(実は正則)で∫′(I)≠0であるか

ら逆函数定理により′~1も∂＼〈0〉でCl級である｡所

が

f′(1)- lim f′(z)-∞
.z∈△, a-1

だから先づ′幸Cl(A-)である. (/ll)′(o)- 1/f′(1)-

oであってU-1)′のB上の連続性がわかりf-1∈Cl(a)

がわかる｡

他方ii)の証明ほ簡単にゆかず, 2. 2の第二段に於け

ると同じだけの手間がかかる｡証明の方法は全く同様で

あるが肝心の変更点ほ(2.2.2)の媒変数の置き換え

を次の式で行うことである:

♂(～)-(
i/loglt E (0<ltI≦1/4)

0 (∫-0)

いずれにしても単位円板△からCl級正則ジョルダソ

曲線で囲まれたジョルダソ領域β -の等角写像′で,

第一例ではrf∈Cl(A),I-1年Cl(a)｣となるもの,つい

で第二例ではrf卓Cl(A),rl∈Cl(a)｣となるものを与

えたo実はrf牛Cl(A-),f-1年Cl(a)｣となる例が欲しい

が未だ得ていない｡第一例のU-1)'も第二例のf'も値域

をCu〈∞〉,いわゆるリーマン球面,にとっておけば

夫々D又はA-で広い意味で連続となるので,あまり本

質的な反例でないと言う見方も出来る｡この意味でもっ

と本質的な例も欲しい｡

3.境界微分

3.1.ポアソン積分の導函数 単位円板△の単位円

周∂△上の実数値境界函数g(i)-g(ez-i)のポアソソ積

分u(reie)を考える:

u(7#)

-去エ
1-γ2

1-2r cos(i-e)+r
(i)dt

さてシュワルツの定理によれはg∈C(∂β)ならば

(3. 1. 1) lim
u(71eie)-g(中)

r< 1. nie-ei甲

となる｡これを一歩進めて

,<

1.ll:%ーei甲(ri)y
(晶)vu(reie)

(JL,V,-0, 1,-)

について考える｡シュワルツ定理の一般化として次の結

果が得られる:

定理3.1 g∈C2m+A(∂△)(m, n-o, 1,-)ならば

(3 ･ 1 ･ 2),<

1惣→eip(r;)2m(i)nu(柁ie)

■
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- (- 1 )mg(2m'n)(q))

となり, g∈C2m'n'2(∂△)(m, n-o, 1,･･･)ならば

(3 ･ 1 ･ 3)

,<1,ll;%ーei甲(r£)2m'l(i)nu(-ie)

-竿/: (g(2m･n･l,(申+i)

-g'2m･n･"(甲I i))cotidt
[証明]ポアソン核と共醜ポアソソ核

P(71eit)-P(r, i)-

Q(yleit)-Q(r, i)-

1-γ2

1-2r cos i+r2

2r sin i

1-2r cos i+r2

の間には次のコ-シー･リーマンの関係式が成り立つ:

(3.1.4)
(ri)p(r,i)-;Q(r,

i)

(r;)Q(r･i)--ip(r,
i)

最初にポアソン績分u(71eie)を書き換えると

u(reie)-去エp(r･
i)g(tee)dt

となる｡g∈Cn(∂△)とすると積分記号下での微分法が許

されて

(3･1･5) (a)nu(reie)

-去エp(r･
i)g(A,(t･e)dt

となるo これはg∈C2m'n(∂△)(m, n-o, 1,
-)に対

して成立する公式

･3･1･6) (r£)2m(i)nu(-ie)

-ち㌘/_Gnp(r･
i)g(2m･n,(t･ e)dt

の特別の場合(即ちm-0)である. (3.1.6)はし

ばらく後で示す｡ (3.1.5)の両辺にγ∂/∂γを施して

(3.1.4)に注意しながら部分横分を行うと

(r£)(a)nu(re.e)
1

す言

1

す言

/_qq(r孟)p(r, i)g(n,(tee)dt

Fq孟Q(r,i)g(n,(t･ e)dt

去([Q(r, i)a(n)(t十e)]n_q

-FnQ(r･
i)g'n･l'(t･e)dt )
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ー去エQ(r･
i)g(n･l,(t･e)dt

となり,これはg∈C2m'n'l(∂△)(m, n-o, 1,-
･･･)に

対して成立する公式

･3･ 1 ･ 7) (r£)2m'1(i)nu(reie)
(-1)m+1

2q /InnQ(r･i)g`2m･n･"(t･ e)dt

の特別の場合(即ちm-0)である｡ (3.1.7)も又

以下に於て示す｡

すでに(3.1.6)と(3.1.7)はm-0及び任意

のn=0, 1,･･･に対して成り立つことをみた｡さて数学

的帰納法を使う為に(3.1.6)と(3.1.7)が或る

mと任意のnに対して成り立つものと仮定するoする

と

(r;)2'm'1'(a)nu(rez.e)
- (r£)(r£)2m'1(;)nu(rez'e)
-

(r芸)i%FwQ(r･ i,g(2n･n･"(t･ e)dt

(I 1)m+1

27[

(- 1)m+I

2q

(- 1)m+1

27r

/_nw(r孟)
Q(r, i)g(2m'n'1)(i+e)dt

/_n{ip(r･i))g(2-･1,(t･
e)dt

([-P(r, i)a(2m'n'1)(i+e)]q_〟

･J_nqp(r･
i)g'2m･n･2'(t･ e)dt )

(I 1)m+1

2方 Lnnp(r,i)g(2(m･"･n,(t･ e)dt

となり,これは(3.1.6)がすべてのnにつきmの

代りにm+1でおきかえても成り立つ事を意味する｡次

に今導びいたばかりの等式を用いて

(rg)2'm'1'+1(a)nu(-ie)
- (r£)(r;)2'm'l'(a)nu(reie)
-

(r孟)±諾二Fn
P(r, i)g(2(m'1)'n'1)(i+e)dt

をうる.(3.1.5)からm-0の時の(3.1.7)杏

導びいたと同様にして上式の最右辺は

2 7r JI打
Q(r, i)g(2(m'l)'n'1)(i+e)dt

となり, (3.1.7)がmの代りにm+1で成り立

つ事が分る｡



126 Bulletin of Nagoya lnstitute of Technology Vol. 39 (1987)

さて(3.1.1)を(3.1.6)へ適用することによ

り(3.1.2)が導ちびかれる｡ (3.1.3)を示す為に

/_"dQ(r,i)g`2m'n'1'(e･ i)dt

- (/Tw･/.冗)Q(r,i)g`2m･n･1'(e･t)dt

と考える｡右辺の第一の積分で積分変数をfから-J-

変換しQ(r, -i)--Q(r, i)に注意すれば

･3 I 1 ･ 8) (r£)2m'1(孟)nu(reie)-iT/.q
(g(2m'n'l)(e+i)-g(2m'n'1)(e-i))Q(r, i)dt

が得られる｡

さてg∈C2m'n'2(∂△)と仮定するo すると

K-max lf(2m'n+2)L <-
∂△

であるから平均値の定理により

Ig(2m'n'l)(e+i)-g(2m'n'1)(e-i) I≦ 2 Kt

がすべてのt∈[0, 7T]およびすべてのe∈(-∞,∞)に

対して成り立つ｡すると(3.1.8)の右辺の積分の被

積分函数の絶対値は次の量で[0, 7r]上おさえられる:

2Kt･

-4Ky

2r sin i

1-2r cos i+r2

t sin i

(1-r)2+4r sin2(i/2)

･2Kt cot ‡≦2Kq
更に(3. 1. 8)の右辺の積分の被積分函数はyleie-eiq'

の時

(g(2m･n･l･(甲+ i)

-g(2m･n･l,(中一t))cot‡
へ近づく｡従ってルペッグの収束定理により(3.1.8)

の両辺でy7eie-eiq'とした時の極限をとることにより

(3.1.3)が導びかれる｡

3.2.解の境界正則性 単位円周∂△上の境界値函

数gのポアソソ積分〝についてほ,定理3.1から直ち

に次の結果が従う:

定理3.2 g∈Ck'1(∂△)を境界函数とするポアソソ

債分u∈Ch(A-)である(k-0, 1, -,

∞)o

境界函数の正則性よりもポアソソ積分の境界正則性の

万が一階落ちていることに注目するのである.この点を

以下追求するのであるが,その前についでながら上の定

理を一般ジョルダソ領域へ拡張することについて述べ

る｡

ジョルダソ領域Dの境界∂Dに連続函数hを与えた

とき, Bで連続, Dで調和で, ∂Dでhと一致する様

な函数〃を求める問題がデイリクレ問題であった｡その

解vは存在したとしても唯一つであることが最大値の

原理からわかる｡事実存在することを見る一つの方法が

△からβ -のリーマン写像函数′を利用するものであ

る.カラテオドリーの定理によりfはA-からDへの位

相写像であるからhofは∂△上の連続函数となる.そ

こでhofを境界函数とするポアソソ積分uをとると,

uが△での境界函数hofのディ1)クレ問題の解である

と言うのがシュワルツの定理の意味であった｡そこでβ

から△へのリーマン連写像函数′~1を考え, 〟-〟○′~1

とすると,再びカラテオドリーの定理で′-1がBから丘

への位相写像となることから, 〃はβ上連続で∂β上

v-uof-1-(hof)of~1-hとなる. D上v=uof-1

で〝が調和で′-1が等角なことから調和性の等角不変性

により〃はβ上調和であることがわかるので〃が求め

るデイリクレ問題の解となる｡

ジョルダソ領域D上境界函数hのディ1)クレ問題の

解をH君と記すのが一般的記法である.境界函数gのポ

アソソ積分はHgAと記される訳であるし,更にfを△

からβへのリーマン写像函数とすると,上で示した所は

実は

(3.2.1) H君-H2｡fOrl

と簡潔に表現出来ることになる｡この表示を利用すると

定理3. 2は次の様に一般化出来る:

定理3.3 Ch'2級正則ジョルダソ曲線∂Dで囲まれ

たジョルダソ領域Dに於てh∈Ch'1(∂D)を境界函数と

するデイリクレ問題の解 H君∈ch(a)である(k-0,

1,-,-)0

[証明]パンルべの定理によりf∈Ch'1(A-)であるか

らhof∈Ch'l(∂D)であり,定理3.2によりH倉｡f∈

ck(A-)である.再びパンルべの定理によるとf-1∈Ch'1

(a)だからf-1∈Ch(a)でもあり, (3.2.1)からH君

∈CA(a)が結論出来る. [証明終り]

さて上の定理3.2をシュワルツの定理｢g∈CO(∂△)な

らばu∈Co(A-)｣と較べるときk-0に対しては定理3.

2の方がシュワルツの定理より弱い主張となるので, ｢g

∈cA(∂△)ならばu∈Ck(A-)｣となることが実は言えな

いだろうかと言う疑問が生ずる.以下に於てu∈Cl(AJ)

を結論するのにgをCl級とするだけでは不充分である

ことを示す反例を与える｡

3.3.境界函数の反例 X(i)-X(ez't)を単位円周

∂△上の補助Cco函数で[-7r, 7r]上次の様に与える:
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X(i)- (:
(ltl≦1/4)

(lfl≧1/2)

更にX(i)-X(-i)で0≦X(i)≦1としておく.そこ

で∂△上の函数g(i)-g(eit)を次式で定める:

｡3･3･1)

g(i)-X(i)･/.'tr志ds
するとト7T, 7r]上g(i)-g(-i)だからg′(i)ニーg'(-
i)であり特に

g′(i)--g′(-i)-1/logr tl (Itl<1/4)

となる｡勿論g(o)-g′(o)-oと解する｡

上の(3.3.1)で定めたgを境界函数とするポアソ

ン積分をuとすると, g∈Cl(∂△)であるがu牛Cl(Al)
となる｡

まずg∈Cl(∂D)であることは明白であるo
u年Cl(A-)

である事を言う為軒こは∂u(yleie)/∂rが1 ∈∂△で連続と

ならぬ事を示せば充分であるが,実は

･3･3･2)

,<lll:で→1£u(r)--であることを以下証明する. (3.1.8)をm-n-0及

びβ-0で使うと

r£u(r)ニー÷/.〟(g,(tトg,(-i))Q(r,
i)dt

2

7r

2

7r

/.qg′(i)Q(r,i)dt

(/.1/4+I,q4)g′(i)Q(r･i)dt

と変形出来る｡上の最右辺の第二の積分をγ(γ)と記す

と, y(r)は[0, 1]上特にr-1で連続である:
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y(r)iy(1)-I;4g,(i)cot‡dt
(r< 1, r-1)

さてg′(i)-1/log i(o≦t≦1/4)に注意すると

r£u(r,
･y(r)

-三Ll′4岩瀬Q(r,
i,dt

上式の両辺のr<1, r-1の時の下極限をとり,石辺の

積分の被積分函数が正であることに注意して,ファトウ

の補題を適用すると

,a:nilni£u(r)
+y( 1 )

- lim inf
r<1.r-1

- lim inf
r<1,y-1

(riu(r)･y(r))

fLl/4志Q(r･i)dt

･言Ll/4(,lfT,,iBi志Q(r,i))dt

-三Ll′去･一芸dt--
となって(3.3.2)が導びかれる｡

参 照 文 献

[1] S. R. Bell and S. G. Krantz : Smoothness to the

boundaりOf confo7mal桝(砂s, Rocky Mountain J.

Math., 17 (1987), 23-40.

[2]小松勇作:等角写像論(上,下巻),共立出版, 1943

年.

[3 ] M. Tsuji : Potenth7l Theo7y in Modem Function

Theoり, Maruzen, 1959.


