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ln the first order predicate calculus, as well known, most of the procedures for checking the

validity of an arbitrary formula, were supported by Herbrand's theorem. J.A. Robinson hasgiven

one of those procedures named as `Resolution Principlen.

In this paper, we present an another method for checking the validities of formulas by
using

Herbrand's theorem and也e followlng proposition:

-There exists an algorithm to determine for an arbitrary open formllla B(yl, ･･･,yk) whether

there are such terms T{ that B (Tl,･･･,TA)
is unsatisfiable, or not.I

A program wbicb is an implementation for the above method,
is also reported.

o.概要

1階述語論理の論理式の妥当性を検証する手続きは,

-ルブランの定理によって保証され,これにもとずく効

率的な手続きとしてロビンソンの分解証明法がある｡本

報告では,ロビンソンの方法とは別に同定理にもとずき

更に次のPropositionを援用し,他の1つの妥当性検証

手続きを提示した｡

『｢任意の閑静理式B(yl, ･･･,yM)に対し, B(Tl, -,でM)

を充足不能にする termsで,I (Bの-ルブラン領域の項)

が存在するか?｣を判定するアルゴリズムが存在し,プ

ログラムしやすい形で与えられる｡』

また制限付ではあるが町ACOM-U1200により具体的

にプログラムを作成し,種々の論理式に適用し,結果を

得たので併せて報告する｡

1.妥当性検証手続

エルブランの定理は次の形で述べることができる｡

『1階の述語論理の論理式Aに対して,次のような開論
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理式D(xl,-,X.)を与えうる｡

トA27Aは充足不能

2Vxl･･･Vx#D(xl, -,X")は充足不能

2D(Tll, ･･･,

Tl〟)<･･･<D(Thl, ･･･,

T")はあるT,･,･∈

U(D(xl,-,X"))とm>1に対し充足不能』

〔但しトは1倍速語給理の浜得体系((LK等)で証明可

能(即ち妥当性と同等)を意味する.またU(D(xl,･･･,

x.))はD(xl,･･･,X.)に対する-ルブラン領域,即ちD

内の個体記号(なければαを1つ選ぶ)と関数記号とを

用いて作り得るすべての項の集合〕

従って妥当性トAの検証手続きはFig. 1のように表

わされる｡ここで判定条件*<二=>の検証について桝

をfixしてもD(xll,･･･,Xl")<･･･<D(x耕1, ･･･,Xm.)のx,･j

に代入される項T.I,･の組み合わは,一般にほ(D(xl,･･･,

ち)が関数記号を含む故)無限個の可能性を持つ｡それ

にもかかわらず条件*の判定は有限ステップで可能であ

って,このアルゴリズムをプログラムしやすい.L'_I:_'::]'内

の形で実現することによりLIAの検証手続きはFig.2の

ようになるc

*
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Fig･ I Procedure for checking the validities of

formulas, based on Herbrand's theorem.
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Fig･ 2 An implementation of the procedure illust-

rated in Fig. 1, by uslng an enllmerationof

the partitions of an arbitrary finite set.

2｡捷起された手続きの正当性

Fig･1の判定条件*をFig.2の5二二㌻内のアルゴリズ

ムとして実現しうることほ, ｢有限集合の1つを定めた

とき,その分割の全体を数え終える手続き(後述のFig.

3)が存在する｣ことと次の結果により保証される.即

ち,アルゴ1)ズムの実現にはE(yl,･･･,yM)をD(xll,･･･,

xl〝)<･･･∧D(xml, ･･･,Xゎn)とし,で1,-･,TMをで11,-,I.1j,

･･･,Tm"とみなしてPropositionを適用すればよい.

〔Proposition〕 E(yl,･･.,yM)が開論理式のとき, `E

(Tl,･･･,でM)が充足不能となるT.･∈U(E(yI,･･･,yM))が

存在する｡'

2`E(yl,･･･,yM)の中の原始論理式の全体r-(Pl, ･･･,

PN)のある分割C-((bll,･･･,IllkI), -, (P,1,･･･,P,A,))に

対して

① P13α-･･･-Plhlα,-, A,lα-･･･-P,A,αを成立させる

統一置換(代入) αが存在し,かつ

･ E(yl･ ････yM, Gill::ニ)-Lp,rl'.'.'.Pb',A,)芸冨竿と
(但し各P,･は命題変数)

(証明) `-part" : E(yl,-,yM)の代入

α-(;11･･･;:)を
行った結果のE(Tl,･･･,TM)が充足不能｡一方E(yl,-,

yM)の原始論理式全体r-(Pl,-,PN)に対し,上記α

により同じ形になるものを同値類別し導入した分割を

Ca-((bll-PIA･1)･･･(九1-A,A,))とする.従ってPllα--

-bl]Llα-Rl, -,A,1α--･P,A,a-R,とおける｡またE(yl,

･･･yM)-H(Pll,-,Pu,,-,P,1, ･･･,A,A,)とかける｡従って

充足不能なE(Tl, -,TM)-E(yl, ･･･,yM)αは

-H(Plla, -PIE,α, ･･･,A,1α,-A,A,a) -H(Rl, -,Rl, -,R"

-R,)とかける.

従って原始論理式Riを命題変数Pfで置き換えてうる

H(Pl,･･･,Pl,-,P,,
-,P,)ほ恒偽である｡即ち

-H(pll, ･･･,bu" ･-,b,1, ･･･,brk,)(f,i･･･bPl:.)
･･･

(i:1･･･pP,,.,)
-E (yl,-, yM) (fl11･･･pP,1A.)･･. (pP,,l-b7h,,)ほ恒偽o

"-part" : Eの原始論理式全体がbll,-b,A,で, ②よ

り

E(yl, -, yM) (pPlll-pPllkl)
･･･

(bP,,1･･･pF･h,)が恒偽｡
故にP,･にP,･1αを代入(i-1,･.･,r)してうる式

E(yl, -, yM) (Ppllミα.･･pPll三7)･･. (Pp,,11α-bpかま充足不能,α

として(丑を満す代入をとればbllα-P12α---PlkIα, ･･･,

A,1α-･･･-A,A,αゆえ充足不能な上記の式は

E (yl, -, yM) (bp11iα-･Pbll:I,α卜(bp::a･･.pb,,:,,a)-E(yl,-,yM)
･α

-E(Tl,-,TM)自体である｡
(証了)

上記Propositionにより｢E(Tl,-,TM)が充足不能と

なるT.･∈U(E(yl, -,yM))の存否を判定する｣
*′には

r-(Pl,-,PN)の分割全体について逐一`①と僅一月 の成
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立いかん?を調べて行くことに帰着される｡

①の｢統一置換の存否判定のアルゴリズム｣について

は, Robinson 〔2〕,Manna 〔3〕等にも記述されている｡

(後述のプログラム作成上独自の手続きを構成したが本

質的にほ上記文献のものと同様であるため説明を省略す

る｡)

②の成立判定は｢命題論理の論理式の恒偽性判定｣ゆ

えアルゴリズムである｡

以上からrの分割全体を取り残しなくトレースし終

わるプログラムさえ与えれば, Fig.1の港の判定と同等

なFig.2の王:::I:.:;'内の計算はアルゴリズムとして実現

される.

3.分割全体の数え上げプログラム

(1)一般にN個の要素からなる集合 r-(Pl,･･･,PN)

のすべての分割は有限個(β(〟)で表わす)で,これら

を取り残しなくカウントするため,次の条件Fを持つN

進数i,-nolnlト･レクN_lを用いる.
def

F(L･)2 no-0<Ⅴ.I (0<i≦N-1- ((Maxnj) +1>ni) )
ノ<J

このようなN進数全体F-(yIF(リ),ソはN進数)が

r-(Pl, -PN)の分割全体を特性づけうる.即ち,
index

i,-nolnlF･･･1nN_l∈Fに対する分割Cyとほ｢Pl, P2,･･･,

PNの属する類の番号をindex塀にそぞれno,nl, ･･･nN_1

と指定した分割｣とする｡

(例えばN-8のときCo[11oLo(112Tl12はindexの各桁にT

の要素Pl,b2,･･･P8が対応し,結果として分割((九,P3,

P4), (P2,P5,P7), (b6,b8))を表わす.)

(2) Fの要素間の順序の定義は,リ-notn1[･･･lnN_1,FL-
dei

molml[･･･lmN_1に対しp>p2ヨk.'0≦k≦N11 (no-mo

∧･･･<nA_1-mh_1<n&>m&)とする｡ -Fig･
2 (* 4)

Fの要素全体(β(〟)個)を小より大にかけて並べ,

そのり(1くりくN)番目のindexをユとりにアンダーラ

インを付けて表わす. (i-OIOL･･･10であり型坦-O11Ⅰ

･･･lN-1である｡またCl-((bl, ･･･,PN)), CB(N)-((bl),

･･･, (bN))である｡)

(3) Fig･ 2. (港5)ど也即ちン番のindexヱ-noLnl

卜･lnN_1(<B(N))が与えられたとき,リ+1番目のindex

ヒ±土〒no′tnl′I･･.ln′N-1を求める計算はFig,
3のフロー

チャートにより実現される｡

4.計算能率に関する手続の修正

以上説明した論理式の妥当性検証手続(Fig･2)につ

き計算の実際上から修正される点を以下に述べる｡また

後述のFACOM-U-200のプログラム作成においては,
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(罪) For
y'OllI･.･[N-i, only the brmih三塁

is effective.

Fig. 3 A procedore
for enumerating all the parti･

tions of the set (1,2,...,N).
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Fig･ 4 An example of the relation between_y and

L,+1, (two successive indeces of partitions)
･

現在ほ未修正であるが,修正することによって能率が更

に改良される事項についても触れておく｡

(1). (港1),(*2)のプロ.yクについて

D(xll, ･･･,Xl.)<-<D(x如, ･･･,X耶)の中の2つの原始

論理式でPj-P(Tl,･･･,r9),P丘-Q(o1,･･･,Oq)のように異

なる述語記号で始るものは始めから統一不能(変数に適

当な項を代入しても同じ式にならない)であることは明

白で,これらを同じ類に入れるような分割は検証の対象

からほずし, (☆1)は次のように修正する｡

D(xll, -, Xln) ∧･･･<D(x机1, -,Xmn)の中の述語記
号全体をPl,･･･,Pdとし P;･で始まる原始論理式

誉驚1Tヲ!.;d()?'(oil)
, ''', P･. (qiki))とindicateす

(従って原始論理式全体はr-rplU･･･Urpdである)と

する｡更に(☆2)ほ次のように変える.

(*2′) rの分割C-(rハ,･･･,rp″)の細分割全体: (Cl,

･･･,CL)のうちレ番員の分割C,杏((Pu,･･･,Pl}.I),
･･･, †b,1,･･･,A,A,))とirldicateする

(2)上記の修正によってもなお検証対象となる分割の.

数はまだかなり多い｡一方ある分割C_pについて(%6)
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の検査が肯定された上で, (港3)の検査が否定された場

令,それ以後の分割の検査から Clより細分された分割

はオミットすることが可能である. (なぜなら,分割C.i

に対する(#3)内の式が恒偽でないならば, C.iより細

分された分割Cpに対して(*3)内の式も恒偽とはなり

得ない｡)このよりな修正を施せば検査対象の分割の数

ほ相当減少し,能率は改良される｡但し後述のプログラ

ムについてはこの件は未修正である.

5. Example

以下1例によって,本稿での妥当性検証手続きの説明を

行う｡

Examble : V. W.0. Qu3'ne's paradox.

A-7;zVx〔P(x,a) ≡7ヨy(P(x,y) <P(y,x))〕

(phase 1)7Aに対し充足不能性において同等なvxl･･･

Vx乃D(xl,-,X.)を求め次式を得る(n-2).

VzVx[[7P(a,a) V7P(a,x) V7P(x,z)]^[P(a,a) V

P(I(a),I) ]^[P(I,a) VP(I,I(I))]]

(phase 2) ｢D(Tll,T12) <-<D(でml, Th,2)が充足不能

となるT,I,.が存在するか?｣の判定をm-1,2,･･･につい

て行ない,肯定されるまで続ける｡

(m-1)のときは否定的に判定(説明略), m-2へ進む.

(m-2)のときに次のように肯定的に判定されトAが

結論される｡

『D(xl,Zl)<D(x2,Z2)の原始論理式の全体は

Il-(P(zl,a),P(zl,Xl), P(xl,Zl),P(I(zl), Zl), P(21,I

(zl)),P(z2,a), P(z2,X2), P(x2,Z2), P(I(z2),Z2), P(z2,I

(z2)))- †Pl,-,Plo)

Tの分割C,をCl-((bl,･･･,Plo))からCB(10)-((♪1),･･･,

(Plo))に向って

(彰:Fig.2の(港6)

②:Fig.2の(☆3)

の検証を行ってゆけば,

Co(olo1112]111】213L4-((bl,♪2,P3), (b4,P6,♪7), [P5,P8),

(b9), (Plo))なる分割のときに

① Plα-b2a-P3α, P4α-P6α-P7α, P5α-P8αをみたす

統一置換αの存在が肯定され

〔実際,

α-(HalZal Xa2 f!?,)),即ち∬1-Zl-X2-a,Z2-I

(a)]

② D(xl,Zl)<D(x2,Z2)において上記分割の5つの類

の論理式をそれぞれPo, -,P4でおきかえてうる命題論

理の論理式

[7PoV7PoV7Po] ^[PoVPl]^[PoVP2]^[7PIV

7Pl> 7P2〕<〔Pl>P3〕<〔Pl>P4〕

%GIVEN FORト1UしA

-〝Z@X(P(Xlヱ)--#Y(P(XIY)LP(Y●X)))

へフスウ ノ ナマ工 1 ツケT)エJLJ.

--ヨXOeX1(P(^11XO】t-ゴX2(P(Xl●X∠)8P(X21X1)‖

くチラハ■〉lく卜■つチ〉Jシ}ヨ千3.

--∃yO昏x1くくIP(XllXO)∨一ヨx2(P(XllX2)乙P(X2-X1)))6(--ヨX2(P(xllX2)(,P(X21Xl))VPくXllXO)J)

r
l うチT)+り へ つツス.

ヨXOeX1((-P(Xl-XO)VeX2(-P(X1-XZ)V-PくX2!X1)))8(ヨx2(P(X1'X2)Lp(x2'X1))VP(X1'XO)))

l)ン1■イ一千コ●つ1シ○∃手∃●

eXl((一P(X1'A)∨@X2(.･PくXl●XZ)V-P(XZ●X1)))8((p(Xl-F1(Xl))LP(F1(X1】●Xl))VPくXllA)))

e+フショウー手⊃●う J ?= =●

LAXleX2(く-P(X1.A)vくIP(X1･XZ)VIPく,X2.Xl)))i((PくXllF1(X1.)_!LP(F1(X1).X1))vP(X1･A)))

∨ = 乃フiIテ 8 1フ●フハ●イ.

eYl@x2(く-PくXlr.A)∨(-P(Xl･X2)V.･P(X2'X1‖)ら((p(x1'A)Vp(FI-(X1)･Xl))i(P(X1･A)VP(X1･F1(Xl)))))

rQNOrモMAL FoRrJl

-P(Xl'A)A.･P(X1.X2)*-P(X2tXl)JP(XIIA)+P(F1(Xl)lXl)/P(XltA)4P(XllFl(X1))

-PO+-PU+-PU/PU+P1/PU+P2

-PO+-PU+-P1/POやP∠/PU●P二)

-PO●-P1+-PO/PO与P2/PU●P3

1P(〕1[-P1+-P1/PO書PZ/PO●P3

-戸oo-pi廿IP∠/POoPこと/PU#Pl

-PO甘-P1+-PZ/PO書P2/PU●P3

-PO+-Pl+-PZ/PO甘Pう/PU+P1

-PU4-P1+.,P2/PO+P二)/PO+PLt

%END Aし｣ ⊂ASヒ5

/p(yllA)+P(F1(Y1)lY1)

%NORヽ1Aし FOPM

IP(X1'A)+-P(Xl-XZ)+-P(X2+Xl)′P(XIIA)+P(F1(X1)4Xl)/P(XllA)+P(til.F1くX1))/-PくYllA)I-P(Y⊥●Y2)○-P(YZ-Y1)

/P(YllA)+P(YllF1(Y1)J

-po◆-PUJ-pu/po+p1/PO-P2′-PO+-POJ-PO/PO+P1/PO+P2

-po†-pu-1PU/PO●P1/PO●P云/-po--po--po/po●pi/po+p3
こ･【･.--･･

I-L"--P()+-PU′PO-P3/PO+P2

-PO+-PO●一PU/PO●P⊥/r･u+r･く′-,､._ . _

一PU甘-PO--pU/PO+P1/pu-p2/-puサーP3+-24/PU.P5/P_0+Pb

-PO甘-Pn●-PO/PO+Pl/PU■P2′-Pl+-P1--P2/P1+P3/P1●P4

%ACCEPT

-P()+-PO+-PO/PO-Pl/PO甘P2/-Pl+-Pl-1P2/P1+P3/P1●P4

Fig･ 5 An application of Program CHK described in §5 and §6, to "7ヨEVx(A(x, I)≡7],(P(x,y)

<P(y,x))).I
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は恒偽で為ることが肯定される.』

◎9.!項で説明する FACOM-U-200による試作プログ

ラ.ムiこよれば表1のような結果が得られている｡

また出力結果はFig. 5の通りでありphase2, m-2に

おいて, Acctptされている(妥当な分割について,対

応する命題論理の論理式が恒偽でないかぎり,その分割

のリストプリントを行っているが途中を切りとってあ

る｡

Table I EてeCution･times for the example in §5.

Runnlngtime

SianSt?nWghiesn三笠.!icsttep#ianSt?n;?Ben,!Pfe.iiAtepi
Pbase1

古ec. SeC

6.5 6.5

Pbase2 孤-1

4.t5.
m-2

6.ー14.
Total

16.5J25.5
Refer to Fig. 5.

6. FACOM-U-200によるプログラムと適用例

前記妥当性検証手続きを表題の故種のアセンブラ言語

を用いて制限付きであるがプロプラムを作り,記号論理

学の教科書にもあるtypicalな式,太田〔6〕, Ono 〔7〕

によるラッセルタイプの/(ラドックスのいくつか,更に

前掲のManna 〔3〕にのっている諸例に適用したのでその

結果を付記する.

ミニコンといわれる境種の(主として)メモリ量の制

約等から先づ第1段階として次の条件のもとで,プログ

ラムを作成した｡

その際,記号の種類,標準形に展開した時の式の長さ

等はあまり自由にせず,前述のような通常よく現れる式

については,検証プロセスに入れるよう考慮した｡

これらの制限は本質的でなく,制限をゆるめ,あるい

ほ条件を拡輩することは比較的容易である｡

述語記号はノ/a- 1で6種J,K,L,M,N,0ノILW8 2で3

種P,Q,R

関数記号は4種F,G,H,I

変数は10種

定数は10種

○述語記号,関数記号のargumentSの数ほ高々2個.

0//i,4'1で節形式標準形に変形するとき, 1)スト構

造として展開するためのメモ1)は1000ワード(2000

バイト)｡

○′Jq4･ 2における処理対象の式D (xll,･･･,Xlガ)<-

∧♪(‰1, ･･･, 礼-)の中の原始論理式の個数は最大16

95

個｡

以上の制限のもとでアセンブ7)語でカード約2400枚,

コアの占有量的12,000バイト(ワ-キング-1)アを含む)

として,第1次のプログラムをまとめた｡

なお4 (2)に述べた改良点についてはこの第1プログ

ラムでは未修正である｡

以下の実行諸例における時間は1論理式ごとにカード

入力を行って検証プロセスに入り,受理されるまでの時

分である｡但しノ/44e 2における1)スト(uni丘ableな

分割のみ列挙する)のプリントアウトを押えた場合の時

間である.また"?"マークの例は時間的に長くなり処

理を打切ったもの, "⑳n印は変形プロセス等で式の長さ

原始論理式の個数等が制約をこえたため停止したものを

表わす｡

○ 〔vx;yP (x,y) < vy=zQ(y,I)〕⊃vxayaz(P(x,y) < Q

(y,a)) m-1, ACCEPT IO秒

○ ]x]yvz〔〔P(x,y) ⊃ (P(y,a) <P(a,a)) 〕< 〔(P(x,y)∧

Q(x,y)) ⊃(Q(x,I)<Q(I,a))〕〕妥当なるもm-3で

途中打切 ?秒

○ vxvvvy〔(P(x)⊃Q (x,y))⊃vz 〔(Q(v,y)⊃R (a))⊃

(P(x)⊃R(I))〕〕 m-1, ACCEPT 7秒

o =x3y[P(x,y) ^vv7Q (x,v)]Vvsvtvz[7P (s,i)V

O(i,I)>(Q(s,a)<7P(i,a))〕 m-2 ACCEPT39秒

o [vxvy(P(x,y)=P (y,x) ) ^vxvyvz [(P(x,y)^P

(y,a))⊃P(x, a)〕<vx]yP(x, y)〕⊃vxP(x, x)

桝-1, ACCEPT 37秒

○ (VXQ(x,x) < vx7P(x,x) )⊃7]之VX〔P(x,a)≡7VV

(Q(x,v) ⊃P(v,v))〕 m-1, ACCEPT 9秒

o 7=zvx[P (x,I) = [7vsvv (P(s,s) V (P (s,s)=P

(v,v)))>7P(x,x)〕〕 m-2, ACCEPT 12秒

ラッセルタイプパラドックスの例

0 7=zvx[P(x,a) =7jy(P(x,y) ^P(y,x)) ]

m-2, ACCEPT 17&

0 7ヨZVX 〔P(x,a)≡7ヨyヨV(P(x,y)<P(y, v)<P(v,x))〕

m-2, ACCEPT 668秒

o 7;zvx L-P (x,之)≡7;y;v;s (P (x,y) < P (y,v) <P

(v,s)<P(s,x)) 〕 (妥当) ⑳

o [vy[vx(P(x,y) =R(x)) =R(y) ]^vx(P(x,x) =7R

(x))〕⊃7]z vx(P(x,I)≡R(a))

m-2, ACCEPT 64&

○ 〔〔vx(7P(x,x)⊃R(x)〕<vz〔yx(R(x) ⊃P(x,I)) ⊃

7R (I)〕〕⊃7;zvx(P(x,z) ≡R(x))

m-2 ACCEPT 68秒
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