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An exact analysis of the coupled waves of elastic pipes and且uids is done. The three dimetsional

theory of elasticity is used for the precise expression of movement of pipes. And some approxim･

ations of propagating velocity of the waves are examined by comparlngwith the exact values･

1.緒 言

管内流体の波動の性質を知ることは流体管路の動的な

特性を把握するうえで不可欠である｡管が弾性的である

場合には管自身の運動も加わるのでその性質はやや複雑

になるが,このような問題を管と淀体とが達成する波動

と見る観点から主に解析的な方法で調べてきた｡これら

の解析は達成波の性質を詳しく知ることを主な目的とし

ていたために,そこでの計算法を実際的な問題に直ちに

適用できるほど簡潔なものにはなっていない.このため

に,応用面への対応として,精密な解析結果を基準にし

て従来から用いられてきた簡便な近似式の精度や適用限

界の評価も行なった｡1)ところが,この点について少し

不十分な点があることがその後の検討で明らかになった

ので,ここで補足をしておきたい｡

ここで検討する内容はつぎのとおりである｡弾性円管

と流体の達成波動で,低振動数域で波として伝ばする性

質を持つのは,第一次モード(以下においてはモード名

をClとする)と第二次モード(以下C2)の二つだけ

であり,しかも,それらのモードほ波長が菅平均直径の

約10倍を越える領域ではほとんど非分散的になり,性質

が著しく単純になる｡このような領域を対象にした伝ば

速度の簡便な近似式がいくつか提案され,中でもKort-
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ewegによる式などは実用的にすっかり定着したものに

なっている｡これらを検討する基準としてHerrmann-

Mirskyによる円筒かく理論2)と非粘性流体の線形理論

を連立させて得た各モードの位相速度の値を用いた｡こ

こで問題になるのは円筒かく理論の精度である｡この点

についてはつぎのように考えていた｡管内に流体がない

場合の管単独の軸対称波動の第一次モード(以下T lと

呼ぶ)の位相速度を三次元弾性静による厳密値と比較す

ると,元来は薄肉であることを前捷にしている円筒かく

理論も低振動数域ではかなり厚内でも非常に精度がよい

ことが明らかになった｡達成波動のC2モードはこのT

lモードが流体の存在のために少し変形しただけのもの

であり,性質も非常に類似しているので,円筒かく理論

を用いたことによる精度の悪化はほとんどないと考え

た｡また, Clモードの位相速度はC2モードのものよ

りかなり小さいので,他の多くの振動･波動問題と同様

に高次モードほど精度が悪くなるとすれば, C lの精度

はC2よりよいと推定していた｡ところが, C2モード

に対する判断はほぼ妥当であったが, C lモードはその

運動様式がC2やTlとはかなり異なり,流体のたて波

を主にしながら管はそれに対する応答として半径方向に

変位するので,ほぼ管のたて波としての性質を持つT 1

の精度は直接の参考にはならないのである.この点を明

確にするには,管についても三次元弾性論を用いた達成
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波の解析を行なう必要がある｡実際に解析した結果は,

波の性質という定性的な側面ではこれまでの解析ほ全く

問題がないものの管材の性質によっては円筒かく理論を

用いた解析では精度的に不十分な場合もあり得ることが

明らかになったので,以下にその点に関する若干の補足

ーを行なっておく｡

本論文で用いる主な記号

i:時間

∬, r:円筒座標

LE, u∬, u,:管の変位ベクトルとその成分

E,リ, Pb:管のヤング係数,ポアソン此,密度

♪:流体圧力

q, qx, q,.'流体の粒子速度とその成分

K,pL :液体の体積弾性率,密度

a, h:管の平均半径,肉厚

∂, ∂′:管の内壁,外壁半径

α:位相速度

β:波数

):波長

I"(a), K.(I) : n次の変形ベッセル関数

i(z), Y〝(z):n次のベッセル関数

)'- J-1

;-)/a

p-- pb/pL

S-K/E

ワニa/h

△ :位相速度の近似値の厳密値に対する相対誤差

･2.管に三次元弾性論を適用した達成波動の解析

ここでは,流体を非粘性としたときの達成波動を管に

ついても三次元理論を用いて解析する方法について述べ

る｡まず,弾性体の三次元運動方程式は

pb%-(A+2M)grad
divu-Mrot rotu (1)

ここに, A, MはLam6の定数で, E,
vとはつぎの関

係にある｡

^=
ンE

(1十ソ)

E

M=可i耳㌻

式(1)を書き直して

a2u

一房--C♪2 grad
div a-cs2rot rota

c♪2 -
(1-i,)E

pb(1+ソ) (1-2リ)
' Ll

【 2p?(1+リ)

c?はたて波の, csほ横波の速度である.さて,変位ベク

tl/レuはつぎのように非回転,回転の二成分に分解して

考えることができる｡

zL-up+u一, rOtup-0, div zL&-0 (5)

したがって,式(4)をこ対してはつぎの二式が十分条件とな

る｡

普-c㌔graddiv ub

a2us

---cs2rot rot us

∂lZ

ここでuQはスカラーポテンシャル甲, usはベクトルポ

テンシャル¢exから導かれるものとする｡

ub-grad p

us-rot rot (¢e.)

読(8)を式(6)に代入して

･2p-去普-o
式(9)を式(7)に代入して

▽2¢一昔普-o
これらの方程式の解の形をつぎのようにおく,

ダニ¢ (r)cos〔β(X-αi)〕

¢-g(r) sin〔β(x-αi)〕

これらを弾aO), ul)に代入して

80)

(川

(%･ナ妥-β2(ト音))¢(r)-o㈱

i芸+ナ去-β2(1一昔))g(r)-o晒

これらの方程式の一般解は,連成波の位相速度αが小さ

く, a<cs(<c♪)であればつぎのように表わされる○

¢(r) -AIo(mr)十BKo(桝r), m-β

F(r) -C(o(nr) +DKo(ny), n-β

Jl-(i)246'

.､/;-(賢)3脚
αがc,より大きければ,式a7)の代りに

F(r) -CJo(nr)+DYo(nr), n-β J音)2-1姻
を,また, αがc?より大きければ式q6)の代りに

¢(r)-AJo(mr)+BYo(mr), m-β

を用いれば,計算を実数の範囲内で完結させることがで

きる.式q6), u7)を式42), q3)に代入すれば?,中の具体形

が得られるが,これを式(8), (9)に代入すればzLb, usが

求められる.これを成分ごとに書くと

u♪,-i
-m (All (mrトBKl (mr) )

XcoS[P (x-al) )]

u如-怠--β(AID
(mr) +BKo (mr) )

×sin〔β(x-αl)〕

i
I

榊
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u"-蕊-βn
(cll (nr) -DKl (nr))

Xcos[P (x-al) ]

us∬ニー(A+ナ%)¢ニー坤
ニーn2 (CIo(nr)+DKo (nr))

×sin〔β(x-ai)

1
∫

つぎに,後に境界条件を考慮するときに必要になる応力

成分を計算する｡計算式は

T"-A div

a+2M%,
･,.-M (普+%)

である｡

T-- 〔A卜(i)2A+m2MIIo (mr) +Am2MI2 (mr)

･B(-(%)2A･-2MI
Ko (mr, ･Bm2M K2 (mr,

+CJ9n2M(Io (nr) +I2 (nr))+DPn2M(Ko (nr)

+K2 (nr)
)〕×cos〔β(-i) 〕

T,.-M〔 -2Aβmll (mr) +2BβmKl (mr)

Cn (n2+β2)Il (nr) +Dn (n2+β2)Kl (nr)〕

×sin〔β(x-αl)〕

つぎに流体についてはつぎのこ式から出発する.

pLj'ag-
-

-grad
A

ab
---Kdivq81

これらからqを消去して

▽2b-÷普-o
c2=iPL

ここで

b-P(r) cos〔β(x-αi)〕

とお桝i',式研が満たされるためには

伽

C9

p(r)-F Io(kr),

k-βJIW
軸

であればよい｡

∴ A-FIo (kr)cos〔β(x-αi)〕

式¢1)を式C5)に代入してqの成分を計算すると

q･-吉ID
(kr)cos〔P(x-ai) 〕

q,-7%Il
(kr)sin〔β(-～) 〕

¢1)

Bオ

もし, α>cであれば武郎,餌に含まれる変形ベッセル関

数の引数が虚数となるので,第一種ベッセル関数に変換

しておくと計算と実数の範囲内で実行できる｡

以上に求めた弾性管と流体に関する解を連立させなけ

ればならないが,その条件は管の内壁,外壁における境
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界条件として与えられる｡まず,管内壁r-∂では管と

流体の半径方向の応力と粒子速度が連続であるべきこ

と,管のせん断応力がとなることから

〔T"〕,=b- 〔-b〕,=b

〔T"〕,=b-0

〔-o.at:,)=b-
〔q,〕,=b

式B3)の両辺が異符号になっているのは, T"は引張り倒

を正とし, ♪は圧縮側を正とする弾性論,流体力学の習

慣に本論文も従っているためである｡一方,外壁r-b′

では,管の応力成分はいずれの方向も0となるから

〔T"〕,=b,-0 餌

〔T"〕,=b,-0 67)

式鰯,伽, Bl),鰯などをこの条件式脚-67)に代入して整

理すれば未定係数A-D, Fに関する同次の連立一次方

程式が得られるが,これが自明ではない解を持つ条件,

係数行列の行列式を0に等置したものがβ-α関係を求

めるための方程式になる｡その具体形は省略する.

3.近似式の精度について

以上に求めた方法による弾性円管一流体系の達成波動

の位相速度αの無限小振幅の場合の厳密値を基準にして

いくつかの近似式の精度を検討してみる｡近似式として

まずとりあげるべきはKorteweg3)によるものである｡

C C
α=

Jl+2脚~ Ji耳豆覇
鰯

この式は管と流体の両方の弾性を考慮したものとしては

最も古く,最も簡潔なもので,現在でも有用性は高い｡

式榊ほ薄肉管に対するものであるが,厚肉管に対してほ

管の剛性を修正して次式が用いられる｡

C

【召ト･･-

Jl+2K (b2+b′2)/E

C

■~~~~~~~■
二

~(b′2-b2)

任さ

これらの式による値の厳密値に対する相対誤差△を,管

が銅,塩化ビニル(硬質)で流体が水の場合について波

長に対する変化としてFig. 1に示す.計算データは鋼

管一水の場合にS=0.009857, pl-7.8, LJ-0.3塩ビ管

一水の場合にS-0.618, p--1.42, LJ-0.37である｡ま

ず,鋼管一水の場合にはヮ-0.6というかなり極端な厚

肉管でも式鱒, ㈲はともに長波長放での誤差は1%以下

であり,どちらを用いても精度的な問題は少ない｡逆に

言えば式鰯の利点はあまり発揮されない.これは管と流

体の弾性系数の此S-K/Eが小さいのでりの影響が減

殺されてしまうためである. Sの値ほ管が金属であれ

ば,通常の液体に対してはかなり小さくなるので,ここ
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Fig. 1 Relative errors vs. dimensionless wave length. The solid lines
and the dotted lines

mean the error of Eq. (38) and Eq. (39) respectively.

におけるのと同様の結果になるであろう｡ところが,塩

ビ管一水の場合にはS-0.618 と単位の大きさに近いの

でりの影響はかなりはっきり現われ,式鰯の方がよい精

度であることがわかる｡しかし,この場合には,いずれ

の近似式の精度も鋼管一水の場合に比べて格段に悪くな

っている｡これは,円筒かく理論を用いたより精度の高

い解析法においても同様であって,管の慣性が三次元弾

性論を用いてはじめて説明されるほど複雑な形で影響し

ていることを示唆している｡それゆえ,この精度の悪化

ほ,簡単な近似では克服できないと考えられるので,管

がプラスチック類の場合には式鯛,鋤はもとより,円筒

かく理論を用いた解析によるC lモードの伝ば速度の値

の使用にあたっては注意が必要であろう.このようなこ

とが生じる背景には,管内流体と管材の物性定数の接近

が影響していると考えられる｡

以上ほC lモードの低振動数非分散城についての議論

であったが,境界条件によってほ管を伝わる応力波が主

になるC2モードも無視できないことがある｡このよう

な場合に対する近似として,円筒かく理論を用いた解析

におてβ-0,すなわち, )-∞の位相速度の極限値を採

用することを考える｡その詳細は省略するが,結果ほ次

式で与えられる｡

(1十2りS(1-i,2))

~~lγ 2PS(1+27S(1-LJ2))

軸》

なお,この式では曲げ剛性Eh3/12a2(1-i,2)を引張りの

剛性Eh/(1-i,2)との比較において無視している｡この

近似式は物理的には,管は半径方向の慣性力を省略した

膜力理論を,液体に関しては, A, q3.紘, r方向の変化

がなく, q,ほrについて一次式になっているとしたもの

を用いていることになっている｡この式の根号内の複号

は負がCl,正がC2モードに対応している｡これQこよ

る結果の厳密値と対する相対誤差△を鋼管一水,塩ビ管

一水の場合について7に対する変化として
Fig. 2に示

す｡ただし,厳密値はl-100の場合のものを代表として

用いている｡まず, Clモードに関する限りほ式餌と

ほとんど精度は同じである｡一方, C2モードについて

は, Clよりよい精度で計算ができる.それゆえ,この
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式の利点はC 2モードも含めて検討を要する場合にだけ

発揮されることに注意しなければならない｡

4.括 官

本論文では,すでに報告した円筒かく理論を用いた達

成波動の解析では,管と流体の物性値の組み合わせによ

っては精度が不足することがあるので,管についても三

次元理論を用いた厳密な解析を行なって,近似式の精度

に再検討を加えた｡その結果,近似式矧,紛,鵬はいず

れも管材が金属であれば精度的な問題は普通の液体に対

して生じることはないが,管材がプラスチック類の場合

には金属管の場合ほどよい精度は保たれない可能性のあ
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ることを指摘した｡この場合の精度の悪化は簡単な近似

では克服できないので,これらの近似式の使用に当って

は金属管以外でほ注意を要する｡以上,文献1)に対す

る補足としたい｡
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