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h this paper･ a method for obtaining proof figures
of valid formulas is presented with a

certain procedure for checking the validities of formulas.

The process of the application of the method to an arbitrary formula is as follows.

The validity checking procedure is applied to a given formula.

In the case when the procedure terminates･ it takes out i正formations characterlZlng the vali-
dity of the formula.

T血en･ the main algor地m in the metbod･ by u血g也e informat血s, derives a proof丘g∬e of
the formula

10. 目的と概要

一膳述語論理の任意の論理式に対し,その妥当性を検

証する手続き,また妥当性を期待して証明図の作成を試

みる手続きが存在する.しかし,任意の論理式に対し,

これらの目的が達せられるか否かは一般には決定不能で

あり従って手続自体はアルゴリズムではない｡本稿の目

的は証明図作成手続の1つとして次のものを提起するこ

とにあるo (1)証明図作成手続きは2つの部分からなる.

第1の部分は与えられた任意の論理式の妥当性を検証す

るものであり,論理式が本来妥当なものならば,その妥

当性を特性づける情報を見出して手続きは-たん停止す

る.第2の部分ほ,上記のようにして求まった情報の助

けをかりて与えられた論理式の証明図を一意に手もどり

なく展開するアルゴリズムからなるo

(2)証明囲はLKタイプを用いた式(sequents)の樹形

配列からなる.各sequentはAl,A2,･･･,A.-Bl,B2,･･･,

Bホなる形をとり,内容的には｢Al&･･･&A.ならばBI

or･･･or Bホ｣を意味している.
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証明図の展開ほ次の通りである｡与えられた論理式A

に対し,その妥当性検証時にえられる情報に即してきま

る個数だけAを並べたsequentを-A,･･･,Aとし,こ

の中の論理記号[>(or), <(&), ⊃(imply), 7(not),

>(for all),耳(for some)]を外側のものから厭次はず

し分解しつつ上方-推論を逆に堆積展開して行く方式に

よる｡

このとき各ステップは推論の下式(lower sequent)に

対し1個または2個の推論の上武(upper seque皿tS)を決

定論的に定めて上部に記述して行くものであり,下式の

論理記号を含む複数の論理式のうちどれを分解の対象と

するかゞ問題となる.また特に分解の対象がVxB(x),

苫xB(x)のとき上式においてxに代入すべき項または自

由変数を決定することが問題となるが,本稿ではこれを

妥当性検証終了時に得られる情報により決定する方法を

とる｡

(3)上記アルゴリズムを正確に定式化するために各

quantifier (Ⅴまたは 王)にあらかじめ｢分解時に代入

すべき項(または自由変数を意味する項)をindexとし

て添付しておく方式をとる｡
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このようなindex付の論理式やsequentまたproof-

figureに対してpseudo-formula, pseudoISequent, PSeudoI

proof-figureなる概念を定義しておく｡

妥当性検証時に得られる情報ほ上に述べたようにA iこ

indexを付与したpseudo-formulaの列-A(1), ･･･, A(hL)と

して与えられる｡前述の証明図の展開のアルゴリズムは

本質的に-A(1), ･･･,A(m)に到る pseudo-prooffigure を

展開する形式で式化される.かくして得られるpseudo-

proo･f flgureから-せいにindexを像去することにより

-A,-,A (従って-A)に到るLKの証明をうる.

以下これらの手続きおよびアルゴリズムの詳細を記述

する｡

1. formula (論理式)とその付儀式

1階述語論理の体系としてはGentzenのLK4)を用い

るo従ってformula (論理式), sequent (式), inference

(推論), proof丘gure(証明図)の定義ほ通常のL Kの通り

とする

但し用いる記号は次の通りとする

(1)対象変数:x, y, a, xl, X2,･･･,yl, y2,･･･

(2) n変数関数記号: fl(A),f2(九),･･･ (n-0,1,2,･･･)

(3) n変数述語記号: bl(A), P2(n),
･･･ (n-0, 1,2,

･･･)

但しf.(n), A.～(")等はfl, A,･とargument数を省略し

て用いる｡

(4)論理記号:>,<,⊃, 7,∀,苫

(5)括弧 :( , )

またこれらの記号を用いて以下のように定義される項,

や論理式を表わす文字としてF,G,で,q; A,B,･･･を用い

る｡

(1o)項(term)

(1)対象変数ほ項である(2) /が〝変数の関数記

号, Tl,･･･,T.が項のときf (Tl,･･･,T.)は項である｡

(o変数の関係記号はそれ自身で項であるとする｡)

2o 論理式

(1) Pがn変数の述語記号でTl,･･･,Tnが項ならば

b(Tl,･･･,I")は論理式である｡ (但し0変数の述

語記号ほそれ自身論理式である｡)

(2) AとBとが論理式ならば(AVB), (A<B),

(A⊃B), (7A)は論理式である

(3) Aが論理式, xが対象変数ならばVxA,
ERA

は論理式である

3o Al,･･･,A〝, Bl,･･･,B抄が論理式のとき, Al,･･.,A,

-Bl, ･･･,B払はsequent(式)である

4o 推論,証明図の定義は文献2),4)参照

〔formulaの付随式の定義〕

LKの論理式Aに対しその付随式Aを次のように定

義する｡

(0) Aの限定記号の束縛変数を限定記号の位置が異な

れば異なる束縛変数になるようにAを変形しておく｡

(1) Aの1つの限定記号♯x (但し#は>またほ3を

表わす)につき, ♯xの否定の次数を(♯xの外側の7

の個数)+(#∬の外側で右にあるつの個数)と定義するo

Aの中の∀∬につき,

その否定の次数が

偶数ならば∀xを∀x[ ]でおきかえ,

奇数ならは∨∬を∀∬()でおきかえる｡

Aの中の 苫xにつき,

その否定の次数が

i
偶数ならば苫xを苫x()でおきかえ,

奇数ならば3xを 苫x[]でおきかえる｡

以上のようにして得られる図式をA′ とする.

(2) A′のすべての

(['']
付変数を左からxl,X2,･･･,Xガ

付変数を左からyl,y2, ･･･,y"

でおきかえるc この際A′の中の左からi番目の()付

変数♯x()を♯x,I()でおきかえるとき♯x(･･･x-)

なる♯∬のscope内の∬も同時に∬′でおきかえ♯∬i

(･･･∬∫-)とする｡同様にA′の左からノ番目の[]付

変数♯y[ ]につき♯y[ ](･･･y･･･)を#yj[ ](･･.yj･･･)

でおきかえる.かくしてうる図式をA′′とする.

(3-1) ANの()付変数#xl(),･･･,♯x.()につき

x.･( )内に同じ番号の表示変数X,.を入れ#x1(Xl),･･･,

♯x.(Xh)でおきかえてうる図式をA′′′とする

(3-2) A′′′内の[]付変数 #y,･[]に対し,この

外側に位置する( )付変数がx,･"･･･,x,･♪であるとき,

♯y}[ ]を♯yj[F,･(Xi"･･･X,･p)]でおきかえる.これを

すべての[ ]付変数♯y,.[ ](i-1,･･･,m)について行な

ってうる図式をAの付随式といいAまたはA(xl,･･･

,x.)であらわす｡但し,
yjに対して用いるfjはAに

ない新しい関数記号とし,これらをAのSkolem関数

という

2.論理式Aの付随式のAssignmentとβ-formula･

Ji(Xl, ･･･,X")内のfunctions
(関数記号)を用いてう

る項の全体をH(A)であらわし, Aの-ルブラン額域

というo但し, A(xl,･･･,X.)にあるfunctions(Aに元か

らある関数記号と付随式を作ったときに生じたSkolem

関数とからなる)の中にargumentS数0の閑改記号(個

体定数)がないときは,特定?1つの個体定数記号co
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を付け加えておくものとする｡

Tl, ･･･,

I.∈H(A)をAくXl, ･･･X.)に代入してうる図式

A(Tl,･･･,rn)をA(Xl,･･･,X.)の1つのassignmentと

いう.

A(Tl, ･･･,

I.)の分解形: Aのβ-formulaの定義

(o) A(Tl,･･･,I.〉自身A(Tl,
･･･,T.)の分解形である｡

(1) ♯x,･(T)C(x,.)がA(-1,･･･.T.)の分解形のとき

C(T)もA(で1,･･･,I.)の分解形である.

(2) #yJ[fj(TL" -,TIP)]D(yj)がA(Tl,-,I.)の分

解形のとき, D(i,･(I,･"･･･,T,.A))もA(Tl,･･･,I.)の分解

形である｡

(3) B>CがA(Tl,･･･,I.〉の分解形のとき. Bおよび

CはJlくTl,･･･,r#)の分解形であるo

(4) B<CがA〈で1,･･･,T")の分解形のとき, Bおよぴ

CはJi(Tl,･･･,I.)の分解形であるo

(5) β⊃Cが』〈で1,･･･,T〝)の分解形のとき, βおよび

Cは遍(Tl,･･･,I.)の分解形である.

(6) 7BがA(Tl,･･･,Tガ)の分解形のとき, BはA(Tl,

･･･,T〝)の分解形である｡

Aの付随式A(xl,･･･,X")のあるassignment A(Tl,

･･･,T.)のある分解形をAのβ-formulaという.

Aのβ-formulaは次項のAに対するpseudo-formula

の一種である.

3. Pseudo-formulaとsub-operation, cl-operation

(1) AのpSeudo-formula.
pseudo-termの定義

(それぞれ♪-formula, ♪-termと略称する｡)

(1.0.1) Aの付随式にあらわれる束縛変数∬1,･･･,∫.,

yl,-,y.はb-termであるo (A.,･は()付変数, yjは

[]付変数)

(1.0.2) A の個体定数(arguments数0の関数)紘

♪-termである｡

(1.1.1) gがAに初めからある関数記号で(arguments

数r), Tl,･･･,T,がP-termsのときg(で1,･･･,T,)はb-

term.

(1.1.2) fJがAのSkolem関数で(arguments数r),

･l,･･･,I,が束縛変数を含まないb-termsのとき fj(で1,

･･･,

I,)はb-term.

(2-1) Pがarguments数rのAの述語記号で,で1,･･･

,で,がP-termsのとき,
A(Tl,･･･で,)はP-formula.

(2-2) B,Cがb-formulasのときB>C, B<C, B⊃C,

7βは♪-formulas.

(2-3-1) B(x,･)が P-formulaで x,.はfreeで fu11

indicateされているとし,丁が♪-termで束縛変数を含

まないとき ax.･(で)B(x.･),Vxi(T)B(xl)ほP-formulas.
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(2.3.2) B(yj)がb-formulaでy,･はfreeでfu1J

indicateされているとし, fj(Tl,･･･,r,)がP-tem従って

束縛変数があらわれていないとき Vy,･ [f,･(Tl,･･･,丁.)]

B(yj), 3yj[fj (rl,･･･,で,)]B(y,･)はb-formulas･

(2) sub-cperation の定義: (Bが A.の P-form111a)

のとき sub(B)をb-formulaBの形により分け次のよう

に定義する｡) (subはsubstittltionの略.)

1. sub(♯xE(I)C(x.･))-subC(で)

2. sub(♯yj[fj (Tl,･･･, I,)]D(y,I) -subD(fj(Tl,
-･,

T,))

3. sub(BVC)-subBVsubB

4. sub(B<C) -subB<subG

5. sub(B⊃C)-subB⊃subC

6. sub(7B)-7subB

7. sub(p(Tl, ･･･,でh))-2(Tl, ･･･,T#)

(3) cl叫Perationの定義(AのD-formula Bにつき,

cl(B)なるLKのformula対応させる:B内の♯xL(I),

#y,･[F]の(T), [F]を除いてうる王ormula･) (clはclear

の略｡)

1. cL(A(Tl, ･･･,

Ts))-A(Tl, ･･･,で.)

2. cl(BVC)-cL(B) Vcl(C),

3. cL(B⊃C)-cL(B) ⊃cL(C)

4. cL(7B)-7dB

5. cl(♯x.I(T)C(x,))-♯xLCL(C(xL))

6. cL(#yj[fj(で1, ･･･,で一)]C(y,･)-♯yjCL(C(y,･))

[Proposition(S)] C(yj)が♪Tformula で yJが full

indicateされているとし, FがP-termで束縛変数をも

たないときcl(C(y,n C,.)-CLC(F)｡(LF,.)はyj-の

Fの代入) (証明) C(yj)がb-form111a 故yjは(),

[ ]内に現われないことに注意すれは, C(y,.)内の論理

記号の数に関する帰納法により示される｡

更にAのβ-formulaはb-formulaの一種であるが,

このβ-formulaは次の性質をもつ｡

[proposition(☆)] B-♯yj[F]Al(yj), C-♯y,･[F]A2

(y,･)が共に論理式Aの2つのβ-formulaのとき

cl(Al (F)) -cl(A2(F) ).

[Proposition (･l･)] β,Cが共にAのβ-formulaで,

それぞれA(Tl, ･･･,I.),
A(o1,

･･･,0.)の分解形のとき,

B内に 3y,･[F], (or∀yL[F])があり, C内に ♯

yJ[F]があるとき, y,.-yL, ♯-丑(or ♯-∀) ｢orは

同順｣であり更に F-i,.(Td.,･･･,Tap)とかけ 6d.--4,,

･･･,qdb-Tdpである.

[Proposition (+)] Aのβ-formula ;中のfd(で1,･･･,

rp)の中に変数y,･は決して現われないo但しfdは#

yd[ ]に対するSkolem関数である.

これら3つの Propositionsの証明はAppendix参照｡
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4.証明図作成手続きと7ルコl)ズムPAL

(def.) Aのβ-formula BがQ整合とは次のこととする

:B内のすべての∀y[],苫x()の否定の次数が偶数

であり,

B内のすべての 苫y[], Vx()の否定の次数が奇数

である｡

(def) Al,･･･,A〝, Bl,･･･,Bn,がβ-formulaのとき(n,

m≧o), Al,
･･i,A.-Bl,･･･,B仇をβ-sequentといいT-

A等であらわす｡また, 7Al,･･･,7A" Bl,･･･,Bmがす

べてQ整合のときAl, ･･･,A.-Bl, ･･･,B桝をQβ-sequent

という｡

(def)与えられた0β-sequent To-Aoに対し,これを

最下式とし上に向ってQβ-sequentsを1分岐または2分

岐の樹状に堆積した図式を作ったき,これをt'o-Aoを

root とする Qβ-tree という.

(def)ヂがQβ-treeのとき, sub(チ)をヂの各々の

sequent t'.･-41につきsub(t',･) -sub(41)におきかえて

うる図式とするo但しsub(Al,･･･,An)-sub(Al),･･･,Sub

(A")とする｡

(def)ヂがQβ-treeのとき, cl(チ)をヂの各々の

sequent P,A-4 につきcl(T,.)-cl(4)におきかえてう

る図式とする.但し cL(Al,･･･,A.)-cl(Al),･･･,Cl(A")

とする｡

[証閉園作成手続き]

論理式 Aの妥当性検証時の情報を利用する証明図作

成手続きを以下に述べる｡

(step-1)与えられた論理式Aの付随式A(xl,･･･,X")

を作り, Step-2へ進む｡

(step-2) sub-operationにより限定記号を除き, sub(A

(xl, ･･･, X.))-D(Xl, ･･･,X.)を作りStep-3へ進む.

(Step-3) ･･･ (Aの妥当性検証手続き)

(3.0) m-1として(3.1)へ進む

(3.1) (アルゴ1)ズムCHK)･･･(文献〔7〕参照.)

D(Tll,･･･,Tュn)>･･･>D(でhl,･･･,で榊.)がトートロジー

となるT.A,･∈H(A)をsearCh･

notfoundならばm阜m+1とし, (3.1)へ戻るo

foundならばStep-4へ｡

(step-4) Step-3でfound した で.･1,･･･,I"を付随式

A(xl,
･･･,X.)に代入しAくT,･l,

･･･, I.･,)を作り(1≦i≦m)

これらを並べてうる pseudo一三equent

-AくT11, ･･･, Tl〝〉,
･･･, A(Tml, ･･･, ThW)

を作り Step-5 -進む

(step-5)[証明国展開アルゴリズムPAL :祥細ほ次項]

アルゴ1)ズムPALを-Aくで11, ･･･,で1#),･･･,Aくで山･･･,

で")に適用し,これを最下のsequentとする
sequentS

の樹状堆積としてのpSeudo-proof figure

ヂ1-PAL[---Jq(ll,
-,

Tl〝),
･･･, A(Thl, ･･･, I")]

を作り, Step-6へ

(Step16) [LKの証明図-の変換ステサブ〕

cl･operationを前Stepで得たpseudo･proofヂ1に適

用し,-てすべてのindexを落し,更に必要な推論を付加

し, eigen varlableに対応する自由変数の適正化を行い

-A,･･･,Aに到るLK-proof cl(ヂl)を作りStep7へ｡

(Step-7) Step-6で得たヂ2-prOOf[-A, ･･･, A]に減の

推論を適用し,求める-Aに到るLKの証明図をうる｡

以下｢与えられた Qβ-sequent To-Ao が後述の条件

(◇)をもつとき,これをrootとする¢β-treePAL[Ilo

-Ao]であって, lo cl (PAL[t'o-Ao])がcl(t'o) -cZ(AO)

にいたるLKの正しい推論の堆積を与え, 2o sub(PAL

[t'o-Ao])がsub(ro)-sub(Ao)にいたる∀, 3なしの

LKの正しい推論の堆積となる｣ものを作るアルゴ1)ズ

ムPALを与える｡

(1)このようなアルゴリズムの目的は｢与えられた論

理式Aに対し,第1のAの妥当性検証手続きCHK (文

献7参照)が肯定的に終了したとき軒こ求まる m≧1と

term T{,･∈H(A) (1≦i≦m, 1≦j≦n)を用いて,先ず

ToーAo--A(Tll, ･･･,

Tlm)･･･,J4(でml,･･･,丁仇.)
(これは条件

◇をみたす)を作り,これに引き続いてアルゴ1)ズム

PAL,とclとを適用することによりA-Ahに到る正し

いLKの証明図をうる｣ことにある.即ち

lo より tree(*)cl(PAL〔-A(で.1, ･･･, Tl.),･･･,A(Tn,1,

･･･, Tわ″)])が｢cl(-A(でil,
･･･,

Tl〝),･･･,A(T山･･･,で.".))

即ち-A,･･･,A｣に到るLKの正しい推論の推穣となり

･･･(i)

2oと特にこのt'o-Aoについてはsub(To)-sub(AO)

とがトートロジーの意味をもつことから｢treeform(*)

の最上部のSequentS もすべてトートロジーの意味をt'

っ･･･,D,･･･-･･･,D,･･･なる形の始式に限られること｣が

尊びかれる･･･(ii)｡即ち(i), (ii)よりtree form(*)紘

-A,･･･,AにいたるLKの証明囲となる(祥しい証明は

後述の定理参照) 0

(2) PAL の手続きの骨子は¢β-Sequent t'o-Aoを

rootとするQβ-treeをlower most, left mostに構成

して行くものであるが,本質的な部分は次項に定義する

us=operation ｢任意の(少くとも1つの論理記号を含

む) QP-sequent T-Aに対し, 1つまたは2つのQP-

sequent us(t'-A)-t'1-Al (またはTl-Al; T2-A2)

を上部に作る操作｣にあるoこのUS-operationを用い

tree form の骨組を作るアルゴリズムは次のStep
O-

Step 2に示す｡
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但し, tree formにおける各β-scquentの位置ほ(I,i)

なるinde芦で示す｡即ち

ef(I,i)は枝Iの下からi(≧o)番目のβ-sequentを表

わすこととし枝の位置Iはl (左), r(右)の2つの

symbolsの列で表わすとよい.例えばI=Llrはrootか

ら上へ始めての2分岐を左へ進み次の2分岐を左へ進み

更に次の2分岐の右上の枝をあらわす｡

即ちIlとZ,はそれぞれ枝Iの左上,右上の枝をあ

らわす｡またJ◎1は｢枝Jを下にたどり,始めて到達

する左分岐がI′lのとき,その右分岐I′rJを表わすも

のとする｡ (もしかゝる枝′′JがないときにほJ⑳1は

rootを表わす｡)

Step o :処理対象sequent e!(I,i)=t'o-AoをI-ち

i=o, (rootの位置)にsetし, Step 1 -進む.

Step 1.'e(I,17 が原始論理式♯のみからなるか?

yesのとき

(
Z@1-A(root)ならtree作成ほ終了

IOl≒)ならは,

処理対象sequentをe!(I@1,0)としStep

lへ｡

noのとき:Step 2 -｡

Step 2. US(ef(I,i))が1つのsequentのみか?

sならばUS(eI,i))-Tl-Al form.

このとき処理対象をe! (I,i+1) -Tl-AlとしStep l-

ならば, USL(e (I,i))-trl-4; T2-A2 form.

このときe! (ZZ,0)-Tl-4,. e! (Ir,o)-t'2-^2

をsetし,処理対象をe!(Il,o)としてSteplヘム

5. tTS10peration (上武決定操作)

(I)アルゴ1)ズムPALに用いる｢与えられたqβ-

sequent P-Aに対しその.tipper SequentSを求める US1

operationを定義する前に, termのdegree の定義と2

-3の性質を述べる.

Aの付随式ji(xl, ･･･,X.)にあらわれるSkolem関数

fjを用いたterm I,･(Tl,･･･,でh)に対し

deg(fj (rl,･･･,

T.)) -W･lg(fJ (rl,･･･,

T▲))+i (k≧o)

なる･)LR序数を対応さやる.

Aに初めからある関数記号gに対しては

deg(a(ql, ･･･6,))-の･lg(a(ql, ･･･, 0,)) (r≧0)

なる順序数を対応させるo

但し lg(h (Tl,･･･,

Td))-lg(Tl) +･･･+Lg(T8) +1 (d≧o)

lg(c)-1 (cは1文字)とする.

[PropositiorL]論理式Aのβ-formula Bの中で♯y,I

が♯yJの外側にあれはi<)I

(証明) β-formllaの定義から明らか
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[Propositiort※] C- ♯yi[F.･]B (y,･,♯′yj[F,･]D (y,A,yj))

がAのβ-formulaならばdeg(F.) <deg(Fj)

(証明) CはA(Tl,･･･,I")の分解形であり, Aの作り

方から#y.･の外の()付変数がx,"･･･,xi,ならば

井′y,･の外の( )付変数はxi"･･･,X,･"･･･,X.I. (r≦s)

従ってFi-I.I(で,･.,･･･,

T,.,), F,･-fj (I,･,,･･･, -", ･･･,

I.I.)

従ってIg(F.I)≦lg(Fj),また前Propositionよりi<)'

従ってdeg(Fi) <deg(F,･).//

[Proposition(栄)′] C-♯x(I)B(T, ♯′y[F]D(x,y))が

Aのβ-formulaならばdeg(T) <deg(F).

(証明)前Propositionと同様に示される｡//

∫(2)
USdPerationの定義に対する要請.

少くとも1つの倫理記号を含むQP-sequent t'-Aに

対し, TとAに同じβ-formulaがない場合に, 1つま

たは2つの Qβ-sequents (upper sequents) US(P-A)

-Tl-Al (またはt'1-AFl; tr2-A2)を対応させるope･

ration USで次のpropertyをもつものを作る｡

(i) ｢T-Aが次の性質(◇)】をもっならば, US(tr-

4)も性質(◇)をもつo

(◇) ｢T-Aのβ-formula内にvy[F]または苫y

[F]があれはcl(P-A)の β-formula 内に

Fなし｡｣

(ii)t'-Aが上記性質(◇)をもつとき,

cL (US(T-A))はL K の証明となる.但しⅤ右,苫左

cl(Z'-A) タイプの場合は US(T-A)にindi-

cateされるFは自由変数αFとみなすものとする.

(iii)sub(US(T-A))はL K の∀,苫なしの証明であり

sub(T-A) 下式がトートロジー的ならば上武

もトートロジー的である(但し7AIV●-･V'7A.V'BIY･･･VrB仰

がトートロジーのときAl,･･･,A.-Bl,･･･,B耕をトートp

ジー的という.)

(3) US-operationの定義

[Case o] P-Aの中に同じβ-formulaがあるとき｡

(0.0) PnA≒≠のとき: (P-^は･･･,B,･･･-･･･,B,

･･･form)このとき US(t'-A)はundefinedとする｡

(0.1) TnA-≠のとき:

(0.1.1) t'内に同じβ-formulaがあるとき:それら

の最も左にあるものをβとする｡このとき

(def) US(P-■) -To,
D,trl, -, trA-Aとする｡

但しP-A-tro, D, t'l,D, ･･･, D, tr.-A, k≧2, tro,t'h

･･･,TAにはDなし｡

(0.1.2) T内に同じformulaなく, A内に同じfor-

mulaがありその最も左のものをCとする｡

(def) US(T-4) =P-Ao,C, Al, ･･･, 4

但し, T-A-T-Ao,C,Al,C,
･･･,C,A,, L≧2, ^o,.al,

A(Tl, ･･･,

T.)なる形の静理式を原始論理式という
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･･･,AeにはCなしo

[case l] T-Aに同じβ-formulaなく(Caseoでなく)

T→A内のβ-formulaにB>C, B<C, B⊃C, 7Bの

いずれかゞあるとき,その最も左のものβに着目し,

Dを分解してうる β-formulaをもつ¢β-Sequent US

(t'-A)を作る.

(1.I.1) T∋D-B>CのcaSe･

(def) US(I'-A) -Tl,
B, T2-A; t'1,C, t'2-A

但し, t'-A-Tl, B>C, t'2-Aであるとする｡

(1.I.2) T∋D-B<CのCaSe･

(def) US(T-A) -Tl,
B, C, tr2-A

但し, tr-A-trl, B<C, T2-Aであるとする.

(1.I.3) T∋D-B⊃CのCaSe･

(def) US (T-A) -Pl, Z'2-B, A; trl,C, t'2-A

但し, T-A-Tl,B⊃C,P2-A

(1.∫.4)√∋∂-7βのCaSe.

(def) US(T-A) -Tl,
t72-B, A

但し, T-A-Pl, 7B,T2-A

(1.′.1) 』∋β-β>CのCaSe･

(def) US(T-A) -P-Al,
B, C, A2

但し, Z'-A-P-Al,BVC,A2

(1.r.2) A∋D-B<CのCaSe･

(def) US(P-A) -t'-Al,
B, A2; T-Al, C, A2

但し, T-A-T-Al,B<C,^2

(1.r.3.) A∋D-B⊃CのCaSe･

(def) US(t'-A) -B,
tr-Al, C, A2

但し, T-A-T-Al,B⊃C,^2

(1.r.4) A∋D-7BのCaSe･

(def) US(T-A) -B, ZT-Al, A2

但し, T-A-T-Al, 7B, A2

(註) (0.0)ほ｢cl(Z7) ncl(A)≒≠のとき(cl(T)-cl(A)

が始式のとき) US(T-A)をundefined｣としてもよい｡

[case 2] T-Arに同じβ-formulaがなくB>C, B<C,

β⊃c, 7βなるformulaがないとき, (即ちCaseOで

もCaselでもないとき)先ず

def
dog(r-A) -

‡:
Win tdeg(F) l♯y[F] in t'-A)

(但し, T,Aに♯y[F]formあり)

(但し, T,^に♯y[F]formなし)

により ¢β-sequentのdegreeを定義しておく｡

(2.1) deg(T-4)>0のときo

(2.1.1) deg(I)<deg(T-A)なる♯x(T)B(x)がtr,A

にあるとき.

(2.1.1.∫)その最も左のものC∈√のとき:このとき

C-∀∬(T)β(〟)の形である((●.I)7Cが¢整合であ

るため)このとき,

(def) US(t'-A) -trl,B(で),
t'2,-A

但し, tr-A-Pl, Vx(T)B(x), t'2-A

(2.1.1r)その最も左のもの C∈Aのとき:このとき

C-耳x(で)B(x)の形である｡

(def) US(T-A) -t'-Al, B(℡),^2

但し, t'-A-T-^1, 3x(で)B(x),^丑

(2.1.2) dog(T)<deg(t'-4)なる♯x(T)B(x)カ'i T,

Aにないとき:このCaSeではdeg(F)-dog(tr-A)な

る♯y[F] in tr,Aは必らず#y[F]A(y)なるβ-for-

mula自体としてt'-Aにあらわれる｡(*'(証明は後述)

これらのうち最も左のものC-♯y[F]Al(y)に着目,

(2.1.2.I) C∈t'のとき: C-3y[F]Al(y)の形である｡

tr,A内の3y[F]を冠頚にもっβ-formulaすべてをマ

ークするo tr-Aが0β-sequent故,これらはAになく

trにあり,即ちt'-Aは

-po, Ey[F]Al (y),Tl,苫y[F]A2(y), P2, ･･･

･･･, tr._1,苫y[F]Ak(y),PA-A

なる形をしている｡このとき

(def) US(t'-A) -t'o,
Al (F) ,

t'1,A2 (F) ,
t'2,･･･, t'トl,

A.(F),T.-Aとする. (但しこの場合, Proposition(☆)

から

cL(Al(F))-cl(A2(F))-･･･-cl(Ah(F))である

ことは後述のProperty (ii)の証明に用いられる｡)

(2.1.2.r) C∈Aのとき: C-∀y[F]Al(y)の形である｡

T,A内の∀y[F]を冠頭にもつβ-formulaをすべてマ

ークする.これらは(2.1.2.1)と同様の理由で′にな

くAにありo即ちtr-Aは

-tr-A., Vy[F]Al (y),
Al, ∀y[F]A2 (y),A3, ･･･

･･･, Ah_1, ∀y[F]AA (y),
AA

なる形をしている.このとき

(def) US(P-A) -t'-A., Al(F), Al,A2(F), ^2, ･･･,

んl,A.(F),A.とする. (この寄合も, cL(Al(F))-･･･

-ct(AA(F)である｡)

(2.2) deg(T-A)-0のとき:

(2.2.1) ♯x(-)8(x)なるβ-formulaがt',Aにある

とき:

(2.2.1.I)その最も左のものC∈t'のとき, C-Vx

(I)B(x)の形であり, T-A-t'1, Vx(I)B(x),tr2-Aで

ある｡

このとき, (def) US(t'-4)-t'1,B(T),t'2-A とする｡

(2.2.1.r)その最も左のものC∈^のとき, C-苫x

(T)B(x)の形であり, P-A-T-Al,冨x(T)B(x),A2で

ある｡

このとき, (def) US(T-4)-t'-^1,B(T),A之とする｡

(2.2.2) ♯x(で)B(x)なるβ-formulaがt',Aにない

とき,このときUS(P-A)はundefinedとするo (この

とき, t'-AはPl,P2, ･･･,P,-Ql, ･･･,Q.なる原始論理式
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Pb QJのみからなる.)

(*)[払1.2)のCaseにおける(*)の証明]

このとき, ♯y[F]がtr,^のあるβ-formulaの真に

内部にあらわれると仮定する｡一般に[Case 2]では-

P, Aには①原始論理式かまた旺 ⑧♯′x'(I)D(x'),

③♯ny[Fp]FV)なるβ-form山aのみ現われること

に注意する.従って♯y[F]は⑧または⑧のβ-formula

内のみにあらわれる｡先ず⑧の内部にあるときは

♯′x'(丁)D′(x',#y[F]A′ (x',y)) ∈tr, ^であり

打oposition (※′)よりdeg(r)<deg(F)従って 2.1.1

の場合が起こっていることになる｡ (矛盾)

③の内部にあるとき, #xy"[F'1E′(〆, #y[F]Ax (〆,y)

∈P,Aであり, Proposition (･x･)より

deg (Fn) <deg (F) -deg (t'-4) ≦deg (FH) (矛盾)

6. US.dPer&tionに対するproperty (i), (ii). (iii)

の証明

以下にPrope吋を再掲して証明を行う

(i)
_r-Aが特質(◇)をもつならば

US(tr-4)も件

貿(◇)をもつ｡

(◇) ｢t'-Aのβ-formula内にVy[F]または 苫y

[F]があればcl(I-4)のformula内にFなし｡｣

こiで, Ex(I), Vx(T),苫y[GL Vy[G]なる(で),

[G]をindexと呼ぶことにすれば, cL-operationはhdex

を除去する操作なので, (◇)は次の(◇つ の形でかけ

る｡

(◇つ｢t'-Aの β-formula 内に ♯y[F]があれは

t'-A内のFはすべてindex内にある｡｣

(但し, ♯は∨または 苫 をあらわす)

従って, (i)はrt'-^が性質(◇′)をもつとき US

(t'-A)ち(◇′)をもつ｣ことをUS10Perationの各々

につき確めればよい｡

｢∨,苫 を除去する4つのC脱想以外のCases]

US(P-4)∋♯y[F]のとき,すでにP-A∋♯y[F],

従って仮定rT-Aが性質(◇′)をもつこと｣からP-

A内のすべてのFはindex内にある.これらのCaSeS

では US-operationにより新たにindex外のtermを生

じない故 US(t'-4)内のFもすべてindex内にある｡

(乙1.1.I)の場合:

(港) US(t'-4) -t'1,B(r),
t'2-A

P-A-Ph Vx(T)B (x), T2-■

但しdeg(T) <deg (P-4)

rtr-Aが性質(◇′)をもつにかiわらずUS(tL･A)

が(◇′)をもたないとせよ｣即ち, US(t'-4)'∋#y[G]

′室室
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かつUS(P-4)にinde監･外のGがある｡ (*)の､形

よりT-■∋♯y[GL T-Aは性質(◇′)をもつ故T-A

内のGはすべてindex内にあり,従って US(P-A)

のindex外のGは(*)の形に注意すればB･(で)にあり,

その1つを指定(Gとかく)ことにすれは次の2つの場

合がある

('lb'1;A:i::t;dt呈.in
B'T'がhdicated T'sと完全に分

indicated G in B(で)があるindicated Tと共通部

分をもつとき｡

(Ⅰ)の場合ほ∀x(T)B(x)∈P-Aにすでにinde丈の

外のGがあることになる. (矛盾)

(Ⅰ)の場合は更に次の3つの場合が考えられる:

僅
G(in B(で))があるindicated Tの真部分となる｡

G(in B(で))があるindicatedでと一致する｡

G(h B(r))があるindicated Tを内部にもつo

①,⑧の場合: deg(a) ≦deg(で),このUS･oⅠ妃rationの

条件から更に <deg(tr-A) ≦deg(a). (矛盾)

⑧の場合: ♯y[G]∈US(tr-4)故, ♯y[G]は(当初

の論理式Aの)あるβ-fom山aにあらわれる｡従って

G-fd(Tl, ･･･, rs)なる形をしている.

G内にindicated Tがある故

G==fd(Tl(T),･･･,I/(T))とかける.但し(I,′(で)

のうち少くとも1つは実際にTがあらわれる.従って

B(で)-B′(fd(Tl′(T), ･･･,r.′(r),I),従って

Vx(で)B(x) -Vx(I)B′ (fd(でi′(&), ･･･,

I/ (a)), &)

(Aの) β-formulaの1つである Vx(T)B(x)内の

Skolem関数fd内に変数xがあらわれるo これは矛盾

である. (Proposition(+)を参照せよ｡)

C2.1.1.r)の場合も前の場合と同様

C2.1.2.I)の場合:

(*) US(T-4 -t'o,
Al (F), t'1･･･,Z7._1, Ak (F), T.-A

P-A-tro苫y[F]Al (れt'b ･･･,trト1,苫y[F]AA W),

TA-■

但し,上式に コy[F]C(y)なる形のformulaなし(*′)

またdeg(F) -dog(I'-A) -Win(deg(T)
J♯y[T]∈P

-4)(*n). rP-■が性質(◇′)をもつにかiわらず,

US(T-A)が(◇′)をもたない｣七せよ｡このとき次

のように矛盾が導かれる｡

即ち, US(t'-4)∋♯y'[G]かつUS(t'-4)にindex

外のGあり｡ (港)の形より, t'-A∋#y'[G]従って仮

定より GはT-A内ですべてindex内にあり.従って

US(t'-4)内にindex外のGがありとすればそれはあ

るA.o(F)内にあり.その1つを指定(Gとかく)すれ

は,先ず, 2つの場合あり,
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indicated G in A,o(F)がindicated Fと分離o

indicated G in A,q(F)がindicated F と共通部

分をもつo

(Ⅰ)の場合はt'-A∋苫y[F]AL. (y)内にすでにin-

dex外のGがあったことになる. (矛盾)

(Ⅰ)の場合は,更に次の3つの場合が考えられる.

侵
G(in A,I.(F))があるindicated Fの真部分となる

G(in A,･.(F))があるindicated Fと一致

G(in A,I.(F))があるindicated Fを内部にもつ.

[①の場合] tg(a)<lg(F),故にdeg(G)<deg(F)

-deg(T-A) ≦deg(a). (矛盾)

[⑧の場合] G-F, US(tr-A)∋♯y'[G]-#y'[F]

US(T-4)のβ-formulaの中にB-C(♯y'[F]D(I))

なるものあり｡このCZ.1.2.1)の場合Bは原子論理式

かまたは冠東に∀または苫をもつ故,次の3つが考え

られる.

i
(2-1) B- #y'[F]D (y')

(2-2) B-#'yn[Fu]H(y", #y'[F]K(yn, y'))

(2-3) B- ♯ux(I)E(x, ♯y'[F]L(x, y/))

(2-1)の場合♯y'[F]D(y'),苫y[F]Al(y)が共に(同

じAの) β-formula故(Proposition(･卜))より♯-苫,

y'-y.従ってUS(t'-A)にB-苫y'[F]D(y)
formが

残留している｡ (矛盾)

(2-2)の歩合. Bの形からProposition(※)により｡

deg (F") <deg (F) -dog (tr-4).

一方US(T-A)∋#′yq[Fn]故, tr-A∋♯y"[Fn]従

って,

deg(T-A) ≦deg(F")従ってdeg(Fd) <deg(F')

(矛盾)

(2-3)の場合, Proposition(※′)よりdeg(T) <deg(F)

-deg(T-A).これは(2.1.1)の場合に該当する. (矛

盾)

⑧の場合も(2.1.1.I)と同じ論法で tr-A内のある

苫y[F]A,･.(y)が丑ブ[FJA′(fd(でi′(y), ･･･,I,′(y)),y)の

ようにかけfdのargumentの中に変数yがあらわれる

ことが導かれる｡ (矛盾)

従って｢T-Aが性質(◇′)をもてはUS(T-4)ち

性質(◇′)をもっ｡｣

(2.1.2.r)に,iいても同様に(i)が成立する｡

(ii)の証明: (2.1.2.i), C2.1.2.r)以外は条件(◇)

に無関係にCZ(US(tr-4))

cl(t'-A) がLKの証明となることほ

US(T-4)の形から殆んどあきらである｡

(2.1.2.r) (∀右推論に対応する場合)を確かめる.

P-A-T-Ao, ∀y[F]Al (y),
Al, ･･･, Ak_I, Vy[F]A (y),

AAが条件(◇)をみたす故｢cL(T-A) -cL(t')-cl(Ao),

∀ycl (Al (y)),Cl(Al),
-, Cl (^k_I) , Vyct(A. (y))

,･cl
({^h),.書こ

Fなし.｣,従って下の(※)の下式にFなし,更に

cl(Al(F)) -cl(Al(y)) (ち)(2節PropositionしS)･更に

(※)の上部においてFを自由変数αFにおきかえうる

こと(次節7の定理の証明または文献5参照)より(栄)

とま正しい∨右推論となる｡

cL(t')-cL(Ap),cL(.4) (F)), cL(^l),
･･･,

CL (A_と±｣

fL(A▲(∫)),〟(ん)換

cL(t')-･cL(A.) c_I(Al
･･･

CL(^A) cL(Al(F)),
･･･

c)(Ah(F))減

1r叫(･X)
仰枇増

旦!凸二卓i4QL,=･",ifWlb1.,ユ
∀ycl (Ak (y))

cL(f) -cL (Ao), ∀ycL (Al (γ)), CL (A1),
･･･, CL (A.-1),

∀ycl (AA (y)) , Cl (Ah) -CL (T-4).

但し上記推論の上から2行目の(減)推論lま2節'Pro-

position(☆)よりcL(Al(F)) -･･･-cL(Ak(F))が成立す

ることにより正しい推論である.

(2.1.2.I)め場合も同様に(ii)が成立するo

岬: US-perationの2･1以外の寄

合は明らかであり. 2.1の場合sub(US(t'-4))-sub

(t'-A) ･より零ステップの推論とみなせる故成立する.

7.証明国の作成手続きの妥当性

4節に示される手続きにより-AのLK (Gentzenタ

イプによる1階述語論理)の証明図か得られる事を示す｡

定理Aの付随式A(xl, ･･･,Xn)に対し,_ sub(A(xl,

･･･,X.))-D(X1,･･･,X")と-したとき,

D(Ill, ････で1J>･･･>D(Tml･･･｢,T桝〝)がトートロジ-と

なるT.･j∈H(A)とm≧1がみつかれば,

ヂ1-PAL〔-A(rll, ･･･, rlJ, ･･･, A〈T"I, ･･･, T桝J] (串)

について

(Ⅰ) cl(ヂ1)はProof[-A,･,･,A]を与え,

(Ⅰ) sub(ヂ1)はProof[-D(Tll, ･･･,TI秒),･･･,D(-ml,

･･･,でh,J](但し∨,3 なし)を与えるo

(証印 先ずPAL[-A(でュl, ･･･,でl"),･･･,AくT山･･･,でJ]

(*)はqβ-SequentSが樹状にならぶ図式であるが

(o)最上式は必らず

･･･,β,･･･--,β,･･･なる形の始式となる｡

ことを併せて示す｡,

pALアルゴ1)ズムの作り方から(港)の最上或は

(1) Pl,
･･･,Pp-Ql,･･･,QQ なる原始論理式のみからな

るsequentかまたは

c2) ･･･,C, ･･･一丁･･,C, ･･･なる始式のいずれかである○
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｢sub(PAL[-A(Tll,
･･･Tl.),

･･･, A(Thl, ･･･,

Th,.)] (*1)

はUS-operationのProperty (iii)により∀,苫推論な

しのLKの推論の堆積であり,最下式は

-sub (A(Tll,
･･･,でi.〉)I,

･･･, sub (ji'(で山`･･,T仇井))即ち

-D(で11, ･･･,Tl#),･･･,D(Tml, ･･･,で加)である.

仮定よりD(Ill,
･･･,TIN)>･･･>D(I-l･.･･･,I-n)はトトロ

ジーであるから(☆1)の各sequentについて,

Al, ･･･, A,-Bl,
･･･,B.について対応する論理式

7Al>･･･>7A,>Bl>･･･>Bs が下から順次トート

ロジーである｡従って最上式

((i;,I,I
Pl, ･･･, Pb-Ql, ･･･, 0. (sub(P.1)-P.･, sub(Qj) -Q,･)

･･･, sub(C).･･-, ･･･sub(C),
･･･

のうち(1)′タイプについても 7Pl>･･･>7Pb>Ql>･-

>Q.はトートロジーであり,従ってP,.-Q,･となるi,

ノあり

従って 川)と(0)の成立が示された｡従って更に

cl(ヂ1)-Cl(PAL [-Jq(Tll, ･･･,

Tl.),
･･･,

j4(Tml, ･･･,で払.)])

について:①最上の sequentは(0)からすべて･･･,cL

(B),･･･-･･･,cl(B),･･･なる形の始式であり,省長下の

sequentは-A, ･･･,Aであり, ③途中のsequentの推積

はUS-operation property (ii)からL Kの正しい推論と

なるo 故にcl(ヂ1)ほ-A,･･･,AにいたるLKの証明

図となる｡但し, Property(ii)の証明で述べたように

｢cL(ヂl)内の >右(または3左)推論の上式tr-Al,

B(F),A2 (または trl,B(F),T2-A)より上に現われる

すべてのFを自由変数αFにおきかえうる｡｣ことを示

すことが残されている.これには cZ(ヂ1)の最上部の
>右(3右)につき｢ ｣を示せば十分である｡問題は最

上部の∀右(3左)より更に上部の∀左または苫右推

論でF-I,･(Tl, ･･･, T,)の真部分Tが束縛される場合のみ

であるが,これは起らず心配ない. (もしF-I,A(Tl(T),

･･･,I,′(で))のTが束縛されf,･(Tl'(x),･･･‥T′(x))を生

じるなら, I,I(Skolem関数)がcl(ヂ1)の最下の-A,

･･･,Aに残る.これは矛盾.)

[Appemdix]諸Propositionsの証明

6節における Property の証明に用いられたPropo･

sitionsの証明を以下に行う｡

(Proposition ☆)

B-♯y,.[Fl]Al(y,･), C-#y,･[F2]A2(y,･)が共にAの

β-formulaのとき, Fl-F2 ならば cl(Al(Fl))-CL(A2

(F2))

(証明) Al(Fl),A2(F2)は,それらの内部にある♯x( ),

♯y[]の(),[]内のindexを無視すれば,完全に同

じ式であることを言えばよい

B-#yj[Fl]Al(y,I)はA(で1, ･･･,

I.)の#y,･[Fl]が現
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われるまで分解してうる形であり,

C-#yj[F2]A2(y,I)ほA(6l, ･･･6.)の♯yj[F2]が現わ

れるまで分解してうる形とする.

先ずji(で1,･･･,I.), A(ql,･･･,0.)共に( ),.[ ]内の

hdexを除桝ま同じ式である｡ (*0)

A(Tl,
･･･,I")の♯yj[Fl]の外側の変数列とA(6l,･･･,

o.)の ♯yj[F2]の外側の変数列とは完全に一致する.

Ji(Tl,･･･,で#)の♯yj[Fl]の外側の ♯x( )を♯1X.･1

(T,･.),･･･, ♯,X"(I,,)とするとFl-I,I(I.I"･･･, TL,)であり

Aくql,･･･,0.)の #yj[F2]の外側の♯x( )は♯1X.･.

(o.･1),･･･, 港,X.･,(6L,)であり, F2-I,I(qL.,･･･,6.･,)である｡

仮定Fl-F2(-F)より でL.-Oi"･･･,でL,-q.･, (*1)

また, A(Tl,･･･,I.)の#y,･[Fl]の外側の ♯′yh[Gl],

A(61,
･･･6.)の♯yj[F2]の外側の#′yA[G2]に

つき, Gl-fh(r一., -,で.1s), G2-fA(6如･･･,0.I,) (S≦r)従

って(*1)より
Gl-G2. (*2)

以上よりA(Tl, ･･･,で.),
A((o1,･･･0.)の#y,･[F]の外

側のQuanti丘er ♯′の対応する2つのiⅢde又は等しい｡

従って, A(Tl, ･･･, I.),A(ql, ･･･, 6.)をそれぞれ♯y,･[F]

まで分解するとき,対応する変数に代入されるtermは

すべて等しい,従って,かく分解してうるAl(F),A2(F)

はAl(F), A2(F)内に残された( )や[ ]内のindexを

除いて完全に一致する.従ってcl(Al(F)) -cl(A2(F)).

[Proposition (･I･)]

B,CがAのβ-formulaであり,それぞれAくTl,･･･,

T.), Aくql,･･･,q.)の分解形のとき, B内に苫y.1[F](普

たは∀y.･[F])があり, C内に♯yj[F]があるとき,

y,･=yj ♯-冨(または♯-∀), ()内同順,であり,

更に

F-I.I(Tdl, ･･･,でd9)とかけodl-rdl,
･･･, qdb-Tap.

(証明)苫y.･[F]はB内にあり,従って A(rl,･･･,で#)

内にあって, y,･はA(xl,･･･,X.)内の左からi番目の

[ ]付変数である｡ γf の外側にある ♯∬()変数を

xdl(Xdl), ･･･,Xd,(Xdb)とすれば(o)

J4(xl,･･･,X.)内で苫yEは耳y,･[fl(Xdl,･･･,Xdt)]の

形で入るo従って, A(Tl,･･･,で.)内で苫y,･[F]-苫y.･[f,

(でal,･･･, Tab)] (1)｡

同様に♯y,･[F]はA(Ql,･･･,0.)内にあり,

♯y,.はA(xl,･･･,X.)内の左からj番目の

y[]変数従って, yjの外側の♯x( )変数をxh.(Xh,),

･･･,Xhq(Xh)とすれば･･･
(o′)

♯yj[f)･(Xht,･･･,Xhq)]がA(Xl,･･･,X")内にあり,従

ってA(61, ･･･,0")内で♯y,･[F]-♯y,･[f,･(o山, ･･･,Oh″)]

仮定より, I.I(Tdl,･･･, Td.)-F-I,I(oh" ･･･,Oho)

従ってf.-I,･,故にi-i, yi-y,･, A-q,従ってy,･は

A内で左からi番目の[]付変数,従って #-苫.
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[proposition(+)] Aのβ-formulaの中のfd(Tl, ･･･, -A)

の中に変数y,･8王決して現われない. (但しfdは♯yd[ ]

変数に対するSkolem関数である.)

(証明)分解の段階数に関する帰納法により,確かめう

るo
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