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In this paper･ a discussion on analyses of one-dimensional or quasi-one-dimensional
wave motions in continua such as elastic bars or bids in tubes is done･ It is pointed out
that solutions of differential equations which govern the motions can be generally divided
into two

parts･･･propagative terms
and non-propagative terms･ It isalso pointed out that the

Objects of the usual analyses of infinitely long stetems are only the propagative modes.And
then･ a study of properties of the non-propagative modes is made. The e鮎cts of these modes
decrease along axes with distance from boundaries･ Therefore, at a point far from any
boundary･ the wave motions are governed almost only by the propagative nodes. Then, it

is showed that numerical process for eigen-frequencies of a system with血ite lerLgth can

be improved by the study of the non･propagative modes.

1.緒 言

連続体の振動･波動の中にほ,弦などのように全くの

一次元方程式でよく記述されるもののほかに,棒あるい

は筒状弾性体のように,方程式ほ厳密には三次元のもの

に年っても,その解の中で軸に沿って進行したり,定在

したりするものが重要になる例はきわめて多い｡このよ

うな振動･波動は,軸に垂直な断面上での振幅は一様で

ほないが,本論文ではそのふるまい方から準一次元とし,

一次元準一次元の線形振動･波動の解析における境界

条件の扱い方について若干の整理を試たい｡

さて,連続体の一次元,準一次元の振動･波動につい

ての研究は非常に多く行われてきているが,解析の際の

アプローチのしかたは,大部分が二つに大別されると思

われる.一つは,棒にしろ管にしろ,軸上に境界条件が

一切与えられない無限長系として解析するもので,これ

ほ分散性など彼の基本的な性質を把返するのによく用い

られる｡他は,当初から境界条件を考慮して有限長系と

して解析し,固有振動の振動数や振動形などを調べよう

とするものである｡これら二つのいき方の間には,密凄
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な関連があることは言うまでもない｡たとえば,弦の場

令,無限長系で得られる正,負両方向-進む振幅の等し

い二つの正弦波を重ね合わせてできる定在波の節点で区

切られる部分を切り取れば,それは両端を固定された有

限長弦の振掛こなる｡はりの曲げ振動や円筒の振動など

でも,無限長系の定在波の節点での状態に一致する同次

の境界条件がある場合には同じことが生じる｡ (このよ

うな境界条件ほ,はりでは両端単純支持と呼ばれ,円筒

などでも類似の名称が当てられている.)しかしながら,

これらほ特殊に属する場合であって,有限長系の一般の

境界条件に対しての議論は,これはど簡単にはならない｡

結論的なことを書くと,ある一定の振動数の下では,無

限長系で可能な波動モードは有限個であるが,有限長系

では一般の境界条件を満たすにほ,その系の軸に垂直な

断面上での自由度にみあったオーダの数の項が必要であ

る.ここに,断面上での自由度とは,軸上の1点に着目

したときに,系の配置を定めるのに必要なパラメータの

数で,はりではつりあい点からの変位とたわみ角で2と

なり棒の3次元解析では断面上の点の数∞×-と1点あ
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たりの可能な変位の数3の積のオーダとなる｡したがっ

て,有限長系でほ,無限長系では現われない項が,系の

自由度に応じた数だけ必要となるが,これらはすべて普

通の意味の進行する波としての性質を持たない｡このよ

うな項を本論文でほ非伝ば項と呼ぶことにするo この非

伝ば項の役割を積極的に考察した例ほ,半無限長剛管内

の粘性涜体の波動1),物性の異る二種類の丸棒を接合し

た系の弾性応力波2)などの研究に見られるが,これらも

-般的な視点に立っているとは言えず,そのほかは,有

限長系の振動は境界がなければ進行し続けるはずの波が

有限領域内に閉じ込められたものという漠然とした了解

に立っているだけのように思われる｡そのために,無限

長系での解析の意味が理解されにくかったり,数値計算

上のトラブルを回避する有効な手法が発見されにくかっ

たりすることほ日常しばしば経験する｡これらは,ここ

で言う非伝ば項の性質を知れば,解決されると思われる｡

著者ほ,これまで弾性円管と流体の達成波動の問題を

解析的に調べてきたが,これらはほとんど無限長系を対

象にしており,有限長系については境界条件の影響をわ

ずかに定性的に推測しているにすぎない.そこで,有限

長系に対してより詳しい議論の必要を感じたのがこの考

察の発端である｡ところが,連続体の振動･波動では,

対象によって方程式ほさまざまであるが,波の性質とい

う点からは共通に議論できることからも多い｡もちろん,

問題ごとの詳しい検討ほ必要であるが,本論文では波一

般に共通な性質について考察する｡

本論文で用いる主な記号ほつぎのとおりである｡

x. r, e:円筒座標

t:時間

j:虚数単位

w:角振動数

β:波教

r:特性指数 r--jβ

v2 :二次元Laplace演算子

I", Yn:n次のBessel関数

I" Kn : n次の変形Bessel関数

弾性体に関して

E:ヤング率

p:密度

J:はりの断面二次モーメント

A:はりの断面積

KAG :ほりのせん断剛性

uJ:はり,板の横変位

¢ :はりの軸に垂直な断面の回転変位

h:板の厚さ

D :板の曲げ剛性,D=Eh3/12(1-ン2),リ:ポアソン比

流体に関して

p:密度

K:体積弾性率

c:音速

♪:圧力(変動分)

q:粒子速度(成分, q∬, q,)

α:管内壁半径

その他ほそのつど説明する｡なお上述のものと同じ記号

でも誤解のない限り別の意味に用いることもある｡

2.非伝ば項の一般的性質

2.1非伝ば項の性質を整理するために,はりの曲げ振

動における Bernoulli-Eulerの近似方程式(以下BE方

程式)を例にとる｡

EI% +pA%-o
(i)

この方程式の解をxの正方向に進む正弦波の形に仮定す

る｡

w- wexp [j (βx-wi) ] (2i

これらの2式から, a･のある値に対してβは

β-±o, ±jO; e-(普)与
(3)

となる｡したがって,封1)の一般解として次式を得る｡

w- wl eXP〔)I(ex-wi) 〕+ W2 eXP〔-i(ex+wt) 〕

+ w3 e-Ox
･

e-jqE+ W4 ee'･e-''q' (4I

この式の右辺第1, 2項は∬軸の正,負の方向-進む正

弦波であるが,第3, 4項には普通の意味の波としての

性質はない｡本論文では前者を伝ば筑後者を非伝ば項

と呼ぶことにする｡無限長系では,領域-∞<x<∞で

Iu'Iの大きさは物理的な意味から有限にとどまるべきな

ので, W3-W.-0となり,伝ば項だけが関心の対象と

なる｡

さて,非伝ば項の意味を明確にするために, X-0に境

界をもつ半無限長系を考えてみる｡境界条件は

x-oで w-Ce-jWE, ∂w/∂x-0 (5a)

x-∞で IwI<∞, ∂a'/∂β>0 (5b)

まず式(5b)の第1式より, W4-0,また,第2式は群速

度が正で波のエネルギがxの正方向に流れていることを

意味し,これよりW2-0となる｡つぎに式(5a)を適用

すれば

w-1旨(exp〔j(ex-wt)]+je-Cxe-jut)
(6)

したがって,非伝ば項は∬が小さいところ,すなわち境

界の近傍では,伝ば項とほぼ同じ程度の大きさをもつが,

境界から離れるとその大きさほ急激に減じ, xが十分に
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大きい領域では無視し得る程度になる.この性質は,管

内粘性流体の波動3)において,管壁近傍での境界層の形

成に本質的な役割を演じる粒子速度ベクトルの回転成分

と非常に類似しており,非伝ば項には｢境界項｣という

名称もまたふさわしいと思われる｡以上は,非同次境界

条件下の半無限長系の場合であったが,境界条件が同次

で有限長であったとしても,非伝ば項の役割の本質は変

らないたとえば,長さJのはりの両端固定の条件

x-0, lでw-0, ∂u1/ax-0 (7)

の下では,式(1)の解は

w- W( (cos el-cosh el) (cos ex-cosh ex)

+ (sinel+sinhel) (sinex-sinhex))e~''wL (8)

♂Jの満たすべき固有値方程式は

cosel ･

coshel-1-0 (9)

となる｡式(8)では,三角関数が伝ば項,双曲線関数が非

伝ば項を表わしているが,いくつかの固有振動における

伝ば項と非伝ば項の比較をFig. 1に示す.次数が大き

くなるほど,換言すれば,振動数が大きくなるほど非伝

ば項の影響ほ境界の近くに局在するようになる｡

/}f==二=こここ}
-

′/ lST MODE

,,,,''Qh
,,
､

/′′

､
＼
＼

＼､
′′'5THMODEt､､ ′′′

＼ ′'…■■'IUUL ､､ノ

SUM OF NONIPROPAGATIVE TERMS

SUM OF PR8PAGATIV【 TERMS

EJGENFUNCTION

Fig･ 1 The propagative terms and the non-

propagative terms in some eigenfunctions

of lateral vibration of straight beam.

(Bernoulli-Euler's Equation)

さて, BE方程式では現われない非伝ば項の重要な性

質がある.これを見るために, BE方程式より高精度と

されるTimsbenko4'の方程式について調べてみる｡

(EI%-〝AG-pI%)4+K AGE -o

HAG-賢一(KAG湯-pA昔)
a-o

解の形をやはりつぎのようにおく｡

¢-gexp 〔j(βx-wt)〕,

w- Wexp 〔J'(βx-a'i)〕

式uo), ul)カ､らβを求めると

β2-
1+sj: (1-s) 2+4s/由2

2s

β2-β2･i,由2-妥w2,

.

二

s=音)胸式A2)からβ2の複号の正に対応するものは常に正の値をも

つが,他の複号の負に対するものは由<1では負,由>1

では正となる｡言い換えれば, a･<JKAG/〆の領域では

虚の波数が存在して非伝ば項を与えるが,
wく√妄プ招福I

では波数βはすべて実数となり,したがって非伝ば項は

存在しなくなる｡臨界の振動数w-JKAG/〆を遮断振

動数と呼ぶことは周知のことおりである｡

一般的には,非伝ば項とは, Timoshenkoの方程式に

見られるように,高振動数域では伝ば項となるものが,

遮断振動数以下の領域で波として伝ばする性質を失った

ものと言うことができる｡このことほ,連続体の波動に

おける分散性の波動モードにおいてはごく普通の性質で

ある｡ BE方程式では近似の精度が悪いために,遮断振

動数が無限大に移行してしまったものと考えることがで

きる｡

2.2 ここでつぎのことに注意をしておきたい｡波教β

はB E方程式でも, Timosbenkoの方程式でも,実数,

虚数を問わず,絶対値が等しく符号が反対のものが必ず

対になって出てくる｡このことは,ここでとりあげた,

はりの曲げ振動に限らず,流体であれ,弾性体であれ,

また,種々ある近似の段階を問わず,さらには非散逸系

でも散逸系でも必ず成立するものである｡これは,波の

媒体としての連続体に, ∬軸の正負を区別するような方

向性がないことに由来している｡すなわち,ある境界条

件の下で一つの方程式を満足する解が存在したとすれば,

∬軸の正負を入れ替えたもとのものと全く対称な境界条

件を満たす解も同じ方程式の解でなければならない｡そ

れゆえ,一般解はこれら二つの可能性を同時に包含した

ものでなければならない.したがって, wを与えてβを

求める方程式を作るとそれは代数方程式であっても,超

越方程式であってもβの偶数べきだけを含み,奇数べき

は含まれることはない｡この性質ほ,連続体の一次元,

導一次元の動的問題における対称性の一つであって,他

の相反定理にもてづく対称性などと同様に重要であると
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一考えられる｡

2.3 2.1で検討したはりの曲げ振動のように,自由度が

此較的小さい場合では,当初から有限長系として解析す

ることはごく普通であるが,弾性棒の三次元解析のよう

･紅自由度が非常に大きい場合には解析はほとんど無限長

系に対して行われていて,有限長あるいは半無限長の系

疋はほとんど関心が寄せられていない.この理由の一つ

忙,多くの場合,はりの曲げ振動のように自由度を適当

をこ限定して行う近似的な解析で実用上は十分であるとい

う事情があるわけであるが,一方で無限長系に対する精

頑な解析が盛んに行われながら,有限長系では精密な解

析に触れた書物はほとんど見られないのは不均衡と言わ

ざるを得ない｡有限長系と無限長系の概念上の連続性を

一得たり,近似的な解析の限界を予見したりするためにほ,

少なくとも解析の手順程度は明らかにされておくべきだ

と思われる｡そこで,ここではやはり,簡単な例として

半無限長剛円管内に満たされた非粘性圧縮性流体の軸対

称波動をとりあげる｡

方程式は

p%--gradp
(運動方程式)

且=-Kdivq (連続の条件)
∂～

境界条件として,管が剛体であることより

〔q,〕,=a-o (o<=x<∞) 咽

また,管の一端x-0で軸方向の粒子速度がつぎのよう

に与えられるとする｡

〔q∬〕.=o-I(r)e-jOL 46)

ここにf(r)は0≦r≦aで定義された任意の区分的に連続

な関数で,式㈲の条件は管の半径αより小さい半径をも

つ剛体ピストンが管端で調和的な往復運動を行っている

場合である｡一方,半無限長であるから,他端からの反

射はなく, xが十分に大きい領域では波は有限の振幅を

もち,正方向-進む成分だけから成るものとする｡ここ

では,境界条件式q6)に由来する強制定常波動解(特解)

のみを求め,初期条件ほ考慮しない｡式q3), ㈱からqを

消去すれば

v2p-÷一欝→-o
抑

式u7)の解をつぎのようにおく｡

p-R(r) exp 〔j(βx-a't)〕 q8)

式a8)を式q7)に代入して, bがr-0で有限であることを考

慮してR(r)を求め,これを再び式a8)に代入すると

p-AJo(mr)
･

exp 〔j(βx-wt)〕

¢0

式89)と運動方程式からqの成分を定めると

q･-A一念Jo
(mr) exp 〔j(Px-wn eD

q,-A若Jl
(mr) exp 〔j(βxIWt) 〕 餌

式田と式場から,まず,

Jl (ma) -0 餌

が必要となる｡ Bessel関数Jl(I)の0点は実軸上に原点

に対称に可付番無限個存在するが5',このうち非負のも

のを頗にzo-0, zl,･･･, a.1,･･･とする｡式田からm-zi/a｡

これから波数βを求めると

β-± i-%≡±β･･(複号同順)伽

式幽から明らかなように,一定のw>0に対して(a,/c)

≧(zM/a)であって,かつ, (a/c)<(ZM.1/a)であるよう

な番号〟が必ず存在する｡このとき, βo, β1,-, β〟は

実数であるが, βM.I,βM.2,･･･はすべて純虚数となる｡と

くに, β.-w/Cは必ず実数で淀体の音速cで伝ばする最

低次の波動モードに対応している｡ここで,虚数となる

β′の記号をつぎのように変更する｡

βFjrL, (i≧M+1) 餌

ここで,一般解q.をについて表わすと式e力を参照して

qx-ゑ告Jo
(-ir) (A･･exp〔)'WiX一叫〕

-B,･ exp〔-i (β.･x+a.1t)〕)

+..=ZM.1-2-Jo
(m･.r)(Aie-rh-Bierh)e~jW'位Q

したがって,有限個の伝ば項と無限個の非伝ば項から解

が成っていることがわかるo 個数B.･8まx-∞での条件

により,すべて0に等しい｡また,式e如こX-0を代入

し,式46)と等置すれば

f(r)

-真A･.告lo(mir)七:=.1A普Jo
(ml･r)附

この式の両辺にJo(MAY)rを乗t:, 0≦r≦aで積分すれば

A培･与〔Jo(zA)〕2･
o--k≦M

(r)Jo(m^r) rdr-

Ah号音〔Jo(zA)〕2,
k2-M･1 i¢ゆ

ただし,ここではLommelの横分定理5'と式uDから導か

れるつぎの直交関係を用いた｡

論imJl (mid)Jo(mka'-mJo(m･.a) Jl
(mA､a))-0,

Jo(m.Ir)Jo(mkr)r dr-

与(〔Jo(mAa)]2+〔Jl (mh a)〕2-号〔Jo
(zk)〕2･(i=k)
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したがって,式蜘左辺の潰分を行いさえすれば係数ほす

べて定まったこと実なる｡

以上をふり返ってみると,断面上での自由度が無限大

である場合には,解は有限個の伝ば項と無限個の非伝ば

項から成る級数によって表わされる｡そして,係数は軸

に垂直な面内での各項間に存在する何らかの直交性を見

出せば,形式的には積分を含んだ形で決定できる｡これ

らのことが相違するだけで,本質的にははりのように自

由度の小さい場合の解析手順のほとんど単純な拡張にな

っているにすぎない.

ところで,直交条件式C9は,式49),但カを参照すれば,

Jsb･･･q"Ads書.o‡i≡2))) 細

を意味していることがわかる.ただし, sは断面を意味

し,積分は断面全体にわたって行う.また, A,･, q3.,Aほ

βの値をβ.I,βAにとったときの式㈱, ¢Dで与えられるb,

q,である.式鮒はA･に対応する波動モードのEE力bEは

他のモードの粒子速度q3.,Aに対して仕事をしないことを

意味し,各モードが力学的に独立であることを意味して

いる｡実ほ,同様の関係は,はりの曲げ振動でも見られ

る｡すなわち, w,･,
a)kを式(1)の正規化された固有関数と

すれば,適当な同次の境界条件の下では

I.LwiWhdx-∂ik,loL%普dx-A6Lk

loL告普dx-B∂･･&･I.t%
･wk dx=C a,･A

などが成立するo ただし, ∂ikはKroneckerのデルタ, A

-ノCほ適当な定数である｡第1式と第4式とほ,式(1)杏

参照すれば明らかなように同じ意味で,あるモードの分

布慣性力は他のモードの変位に対して仕事をしないとい

う解釈が成立する.同様E,I,第2, 3式は,あるモードの

せん断力は他のモードの横変位に対して,あるいほ,あ

るモードの曲げモーメントは他のモードの回転変位にし

て仕事をしないという解釈が可能である｡これらの関係

では,直交関係を求めておいて後に物理的な解釈を付与

したのであるが,複雑な数式で表現される系,たとえば

一弾性体と托体の複合糸などでは,初めに力学的な意味を

考え,それを数式上の直交条件を導く手がかりにするこ

とは可能かと思われる｡

■2.4 以上に見てきたように,非伝ば項はすべて境界か

ら遠ざかればその影響を減ずる.定量的には各場合に応

じた検討はされなければならないが,定性的には非伝ば

項のこの性質はあらゆる場合に共通である｡それゆえ,

-境界から離れたところでの波の挙動はほぼ伝ば項のみに

よって定められ,したがって,波動においては伝ば項の

もつ意味が本質的であると言うことができよう｡無限長
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という一見非現実的な仮定を含んだ,伝ば項のみを対象

とした解析が,実際上も有用であり得るのはこのような

事情が背景にあるからである｡

3.数値計算法について

有限長のほり,円筒などの固有振動数を適当な近似理

論を用いて数値計算する際に,計算過程でトラブルを生

じて正しい解に収束しないことがしばしばある｡その多

くは非伝ば項の数値的特性が原因になっている｡例をは

りのB E方程式で説明する｡

式(1)の一般解は次式のようにも表わされる｡

u)-[WI COS eX+ W2 Sinex+ W3COSh ex

+ W4 Sinh ex〕e-i-t ¢カ

前にも指摘したとおり, 〔 〕内の第3, 4項が非伝ば項で

ある｡ところで,双曲線関数の定義

;?nshh冨:)-与(ecxie-Cl,解

から明らかなように,引数exが大きくなるとcoshexと

sinhexとは非常に接近した値をもつようになる｡ とこ

ろが,計算戟の有効桁数ほ限られているので, Oxが一定

の値を越えるとこれらの関数は区別できなくなってしま

い,互いに一次独立であるべきという要請が実際にほ満

たされなくなってしまう.また,オーバフローを生じる

ほど大きな値が現われ得ることも容易にわかる｡これら

の問題点はすでに指摘されているが,7)一般的な解決の

しかたは示されていないようである｡式似は数学的には

全く正しい表現であるが,関数の数値的な特性に対する

配慮を全く行っていない.式Bオの代りにつぎの表現も可

能である｡

w- 〔WI COS eX+ W2 Sin Ox+ W3e-C&+ W4-e(I-x)〕e-''QL伽

この表現では, 0≦∬≦Jで各関数の値は1を越えること

もなく,一次独立性が侵されることもない｡したがっ

て,安定した計算が可能である｡それに加えて,第3項

は∬-0の,第4項では∬-Jの近傍で主に意味をもち,

この表現は,非伝ば項の｢境界項｣としての意味をも明

確にしている｡

さて,式¢馴こ境界条件式(7)を適用するとWl-W4につ

いての同次連立一次方程式が得られるが,これが自明で

はない解をもつための必要十分条件,係数行列の行列式

を0に等置したものを整理すると,固有値方程式(9)にな

る｡式(9)でほcosbβJはいくらでも大きな値をとれるの

であるから, coselは非常に小さくなくてはならないこ

とがある｡このような時,式(9)を直接プログラム化して

もオーバフローなどのトラブルを生じるだけである.読

(9)は

cos β才一secb βJ-o 69
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と変形できる｡この式であれば,安定した計算ができ,

しかも,容易につぎの漸近式が求められる｡

cosel完0, el≫1 ¢8

式純に式(7)を適用して,同様の計算を行うと,

cos el (1+c-2CL) -2 e-OL-o 67)

となって,表現は若干異るものの式69と同様に数値計算

上,性質のよい方程式になる｡したがって,式64)の表現

紘,固有値計算の面でも有利である｡

はりが複雑な構造物の部分系として現われる場合には

遷移行列法が有用であり,実際によく用いられている｡

この場合は,遷移行列を導く際に,式細から出発しても

従来の結果と全く同じになる｡これは遷移行列法の本質

からもたらされるもので,式糾の形の表現の効果ほ遷移

行列法には及ばないことに注意しれければならない｡

以上の注意は,はりだけではなく,円筒などより高階

の微分方程式で記述される系の振動を扱う場合にも当然

あてはまり,また,より有益なものとなる｡一般に,固

有値方程式は微分方程式と同じ階数の行列式0をに等置

したものになるが, 6階, 8階などの行列式を展開整理

することは事実上不可能であり,数値計算も形式的に求

めた行列式について行わなければならない｡その際,掃

き出し法などの般用アルゴ1)ズムを用いることになるが,

安定した計算を行うためには,行列式の要素の数値がす

べて1以下となる武郎のような表現が有利なことは明ら

かである｡とくに,長い円筒などでほ,固有振動数その

ものほ小さいにもかかわらず,波教のうちで,低振動数

域では振動数にほとんど依存しないものもあるので,長

さの効果が直接的に影響する｡それゆえ,上述の注意は

不可欠である｡

若干注意を要する点は波数β,あるいは特性指教r (武

田参照)が実部,虚部ともに0でほない複素数値をとる

場合のあることである｡

r-± (b±jq) ≡±r,･,±戸.･ 鰯

テiほr.･の共後援素数.符号が反対の二組の共後複素数

が現われるのは, 2･2で述べた対称性にもとづく｡この

場合に一般的に用いられる解の表現は

w- (･･･+A.･ cos qx coshbx+Bi COS qX Sinhbx

+C,. sin qx cosh♪x+D,･ sin qx sinhbx+･.･) e-jd'L脚

であるが,これが数値計算上は好しくないものであるこ

とほ,式飢て同じである｡この号合にはつぎの表現がよ

い｡

w- (･･･+Ai Re 〔e-TL']+B,･Im〔e-r'.x)

+C,A Re〔e-r''(7-x)〕+D.･Im〔e-T''(1-&)〕+･･･)e-''叫 色0

4.二次元問題における類似な現象

一次元,準一次元問題で解が伝は項と非伝ば項とに分

けられることを述べたが,二次元問題などでもこれと類~

似なことが生じる｡均質な円板を例にとる｡方程式は

Dv2 v2

w+ph昔-o
解の形をつぎのようにおく｡

u)-R(r) cos (ne+甲〝)
･

e)叫

すると, R(r)はつぎのような一般形をもつ｡

R(r) -AI I" (mr) +A2 Yn (mr)

+A3 I. (mr) +A4 K. (mr)

m-(%)i

恥

牲砂

Yh, K.ほr-0に特異点をもつ.それゆえ,円板中心部

が他の部分と同じであれば,解は正則であるべきなので,

式脚において,係数のうち, A2-A4-0となる｡もし,

中心部に円板外周円と同心の穴などがあれば,一般に

A2もA4も0とほならない.ここでは後者の例を考えよ

う｡各関数の数値的なふるまいをn-1の場合について

示すと, Fig. 2のようになる｡8)Bessel関数J., Y.ほ振

動的で,はりの伝ば項と類似しているが,変形Bessel

関数I.,K.は非振動的ではりの非伝ば項と類似している｡,

1.5

1

0.5

0

-0.5

E]

<

-1.

/
tK.{z1lz)a-

J1(Z1

Y1(声1

.//
2468z10

Fig. 2 Numerlcal behavior of Bessel functions

and modified Bessel functions of order 1.

ただ,円板では,はりの場合と異り, rの方向にほ対称

性はないので,関数値にも対称性はもちろんない｡ I.が

円板外周の, K.が内周の境界付近でとくに意味をもつ

ものであることは, Fig. 2より明らかである｡数値計算

に当っては,やはり関数値の挙動に注意した工夫は必婁

である｡

他にも, Rayleigb 波が境界からの距離が大きくなる
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に従って,振幅を指数関数的に減じることなどにも,非

伝ば的な性質を見出せる｡

5.その他の問題

5.1はりにおけるTimoshenko4),板におけるMind-

1in9),また円筒かくにおけるHerrmann･MirskylO)の理

論はいずれも回転慣性とせ断変形を考慮した振動の精密

な近似理論として知られる｡ところで,これらが提案さ

れている論文では無限長系で検討し,伝ばモードとして

の最低次の波動モードが全振動数域で三次元理論による

ものとよく一致することが示されているにとどまってい

る｡したがって,厳密に言えば,非伝ば項の影響の大き

い有限長系でも同様に高精度であるということは末証明

である｡せん断変形が考慮されていることから,定性的

には有限長系でも有効であろうとの推測は成立するが,

定量的なことは一切不明である｡理論の整備のうえから

は,これらについてさらに検討が必要であることを指摘

しておきたい｡

5. 2 系が散逸的である寄合,すなわち,固体の粘弾性

や流体の粘性などが関与している寄合には,若干の注意

が必要である｡粘弾性体はりの曲げ振動を例にとる｡こ

の場合にはヤング率Eをつぎの複素ヤング率E廿で置き

換えれば,形式的には式(1)以下の計算は有効である｡

E*-E (1+jヮ) 0<り≪1 脚

りは損失率で,材料によってほかなりの振動数依存性を

示す.式脚を式(3)の第2式のEに代入すれば

o-(
pAw2
EI (1+ヮ2) )壬･exp卜÷tan-17)幽

したがって,波数βはすべて実部,虚部がともに0では

ない複素数となる｡このことは,伝ば項でも軸に沿って

減衰することを意味するが,散逸系では当然である｡伝

は墳も,非伝ば項と共通の性質をもつことになるわけで

あるが,両者の区別ほ,減衰の量的な違いに求めるしか

ない｡一般に,散逸の大きさが,非散逸系にわずかな摂

動が加わったとできる程度であれば,散逸を0にした極

限の性質で,伝ば項か非伝ば項かを決められる｡数値計

算上の注意は,非散逸系の場合とほぼ同じである｡

6.結 官

本論文では,棒または筒状弾性体,管内流体などに生

じる一次元･準一次元の波動･振動の解析において,伝

ば項と非伝ば項の意味の相違を考察した｡その結果,波

の本質ほ主に伝ば項によって特徴づけられるが,瑛質で

ある連続体の軸上に何らかの境界が存在する場合には,

境界条件が一般的に満足されるためにほ,主に境界の近

傍でのみ意味をもち,普通の意味の波として伝ばする性
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質をもたない非伝ば項が系の自由度に応じた数だけ必要

になることを示した｡また,有限長系の固有振動数など

を数値的に求める際に,安定した計算を進めるためには

非伝ば項の数値的挙動に注意した解の表現が有効である

ことを指摘した｡これらのことは,数学的にほ既知のこ

とがらの言い換えにすぎないて言えようが,波の挙動を

考察するためには不可欠であると思われる｡そして,比

較的簡単なことであるにもかかからず,連続体の波動･

振動の研究において,わずかな例を除き,ほとんど関心

が寄せられて釆なかったように思われるので若干の整理

を試たしだいである｡個々の問題の中には,より具体的

な検討を必要とするものもあるので,今後の課題として

いきたい｡
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