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In recent years, there has been increasing interest in identificationand prediction of systemsi

and spectrum estimation by the autoregressive process･ In this procedure, it is ass umed tacity

the time series is nearly Gaussian. Howerer, physical or biological data are not necesarily

Gaussian. Therefore it is desirable to develope some methods
to represent non-Gaussian data

exactly. In this paper, to tackle the above problems, a procedure is developed by the transfor

nation of non-Gaussian variables.

First, it is proved that the order of Markov process is invariant by the transformation of

diffeomorphism. Next, it is shown that the amount of Kullback information which estimates the

order of Markov process, is preserved underthe transformation･ Thus there is no loss of

information by diffeomorphism･ By applying these results, non-Gassian data are transformed

into Gaussian ones. The computer simulation shows that the method developed here is applic-

able to the estimation of regression coe缶cients in the non-Gaussian case.

1.まえがき

一般に,システムを記述する変量が確率変数と見なさ

れるとき,このシステムは確率的システムといわれる｡

この概念は広範なもので,通信システム,制御システム

等の大部分のものはこの範ちゅうに入る確率システムの

動作の状態を線形式で表現するものがある｡これらはマ

ルコフ過程の表現の問題として研究されている｡また時

系列的に生起する事象がランダムに生起するか,あるい

は先行する事象に従属して生起するかという問題はマル

コフ連鎖モデルとして取り扱うことができる｡このモデ

ルの変数が正規過程に従う場合,正規マルコフ過程と呼

ばれ,線形式で表現されることが証明されている｡この

ような線形式で表現される過程,すなわち線形過程の基

本型として自己回帰方程式がある｡

定常正境確率過程を表わす自己回帰方程式の研究の1

つはシステムの同定,予測であり,他に新しいパワース

ペクトルの算出法にある｡このような場合に自己回帰モ

363.

デルの次数をいかに推定するかということが重要な問逸

となる｡次数が推定されると,回帰係数の推定は最小2

乗法によるパラメータの推定の問題となり変数が正規過

程であれば,最尤推定にもー致している｡自己回帰モデ

ルの次数の推定法はいくつかが3'提案されているが,感

度のよい次数の推定法が望まれる1)o しかし従来の手まを

は,変数が正規過程に従うという前提条件にもとづいて

いるo したがって,これらの手法を環境データや生物系

の実験データにそのまま適用する際には注意を必要とす

る.その理由は,これらのデータは必ずしも正規過程に

従わない大気汚染の実測データは決して正規過程と言え

ないので,実測データの3乗根, 4乗板あるいは対数を

とったものがほぼ正規分布に従うことから,非正規過5臣

のデータ解析の手法が望まれてきている4).

本研究は非正境遇程のデータの取り扱いとして,微分

同相写像による変数変換をとり上げ,この変換によるマ

ルコフ過程の次数の不変性を示す.次に微分同相写像に

ょるKullback情報量の不変性を示す｡この微分同相写



364 Bulletin of Nagoya lnstitute of Tachnology Vol. 28 (1976)

像により,非正規過程を正規過程へ変換した場合と非正

規過程をそのままノンパラメトリック統計量でデータを

解析した寄合の簡単な比較を試みた.その結果,写像後

のデータの解析結果がノンパラメト1)ックのデータ解析

の結果とほとんど一致することを回帰分析により明らか

にした｡このことは非正規過程の場合,微分同相写像の

意味が有効であることを示すものである｡

2.確率過程における微分同相写像について

確率変数の系列,すなわち確率過程(Xn,nfZ)を考え

るo確率変数のとる値は実数の連続値とする. Xnは時

刻nでの確率変数, Zは整数の集合を表わし, nEZはn

が--1,0,1,2,-をとることを示す｡

確率過程(X" nfZ)が定常であるとは,任意のk個

の確率変数 X" X".1,
･･･X"十h_1の結合確率密度が等し

いことである｡次に定常確率過程の時間依存性を表わす

多重マルコフ性を定義する｡定常確率過程(X", nEZ)が

m重マルコフ過程であるとは生起確率において

P(X桝.1亡AIXl, X2,
-XJ

≠P(X桝+1∈AI X2, X3･･･XJ

なる集合AEB (実数 R上のボレル集合体)が存在し,

かつ

P(X桝+1EAIX_.I, X_i.1,
-Xm)

-P(X仇.1∈AIX_,1.1,
Xl.･+2,

･･･X仇) (1)

(∫-0,1,2, -)

がAEBについて確率1で成立する場合をいう.以下本

節ではマルコフ性の多重度がいかなる変換によって不変

であるかを調べる｡

n次元ユーク1)ッド空間RnからRnへの写像

p :p-p(I,), PER", p(P)ERn

が1対l onto写像で,微分可能であり,連写像も微分

可能であるとする.このとき写像?をR"からR"への

微分同相写像という.領域R"と値域R"が写像pによ

って微分同相であるための必要十分条件は?
:♪-?(♪)

が1対1 noto写像で微分可能であり,任意の点 PER■

で甲(b)のヤコピ行列式が oでないことである.これ

ほ連写像の存在の言いかえである｡

さて,定常確率過程(X〝,n<Z)の確率変数X.を変換

して

T: X.-Y.

すなわちY"-T(X.)となる写像が実数RからRへの

微分同相写像とする｡このとき微分同相写像による多重

マルコフ性の不変な量として,次の命題が証明できる｡

定常確率過程(X"nEZ)について,確率変数X"の徴

分同相写像 7

T:Xn-Y.すなわち Yn-T (X.)

により得られた(Yn,nEZ)のマルコフ性の次数と(X.,

nEZ)のマルコフ性の次数は等しい.

まず証明すべきことを定式化する｡定常確率過程

(Xn, nEZJのマルコフ性の次数をmと仮定する.定義(1)

式における多重マルコフ性の定義は条件付確率密度を用

いて,いいかえることができ,一般にXl,X2,･･･X.の条

件のもとでX.+1の条件付確率密度を

f (X*11Xl,X2, ･･･X.)

とすれば, (Xn,n(Z)がm重マルコフ過程であるため

の必要十分条件は

f (Xm.llXl,X2, ･･･XJ ≠f (X桝十1IX2,X3,-XJ

かつ

f (Xh"1tX_,･, X_,･.1,
-Xm)

-I (Xh.1iX_,･.1, X_,I.2,
-X)

(∫-o,1,2, -) (2)

である｡さらにYl, Y2,-Ynの条件のもとでの Y".1の

条件付確率密度を

g (Y".ll Yl, Y2,
･･･Y")

と記述すれば,命題の証明は(2)式の関係式が(3)式と同値

の関係にあることを示せばよいo

g (yホ十11Yl, Y2,
･･･Yh)≠g(Yn"1I

Y2, Y3,
-Yホ)

かつ

g (Yれ.1IY_,･, Y_,･.1,
･･･Y桝)

-g (Y桝.llY_.I.i, Y_,･.2,
･･･Y仇)

(i-0, 1, 2･･･) (3)

写像 Tが微分同相写像であるから,微分同相な連写

像T11,すなわち

X.-T~1 (Y.)

が存在する,微分同相写像による確率密度の変換の関係

は

g (Yl, Y2,
-Y.)-I(T-1(Yl), T-1(Y2), -T~1(Y〃))

a (X,X2,･･･X")
a (Yl, Y2,

･･･Y")

で与えられる.ここにl∂(Xl,X2,-X.)/∂(Yl, Y2･･･Y.) i

はヤコピ行列式であり｡

a (Xl, X2,
･･･X.)

a (Yl, Y2,･･･Y.)

aX.至旦_旦堅...I

aY1 8Yl 'aYl

aXl aX2 aX.

Tyr'~古平:

≡△" (4)
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である｡さて(3)式の条件付確率密度は

g (yh･11 Y--

･･･YJ-旦糖
弓描虻芸詩卦

.

_仝エ±_L△付

ここで,微分同相写像の条件, 1対1より

一芸㌻
-

o (i7t,')

一散≠
o (i-i)

となるo したがって44)式は

-偉卜騒l

･･･段l
(5)

で与えられる.ここで∂X,･/∂Y.･-I,･とおくと, (3)式の

条件付確率密度は

g (Ym.ll Y_i, Y_,1.1,
･･･YJ

g(Y_,., Y_∫+.,･･･Y～. YM..)

a(Y_i.1, ･･･Ym)

f(T-1 (YJ), T

i(T-i (Y_.I), T

×

-Ⅰ(Y_I.1),･.･T~1(YM.1)I
ー1(Y_i.1),-TJl(Ym))

yL'L･.･1(Y-･･十1,

Jm.1(OyJ⊥′(アf)

0

I(T-1(Y_;), T-1

~1(y_∫)

I_i.I (Y_,I.1)

0

ん(Ym)

(Y_,I.1),-T-1(yM.T))
I(~l (Y-.･.1),･･･T11(Ym))

JJI lj_.I.1i･･･U～llJ".1

LJ_.･l IJ_.･.1･･･LJh

- I(T-1(Yh十1) IT~1(y_.･), T-1(y_,.1),

-T~l(Ym)) lJn+ll

ここで(2)式の第2番目の式より

-
!f{{Tjl-LILLI

'(i;,-_I:_
I

l';,-T{=111
((

I;,::2:F.TT1

1
:

i'lYyQ;,)うl
x止=競,LIrTJ'L':.-2rlI.:･u-ニ丁･1

I
･

∫(ア ～.･.1,
YJ+,,I-Ypt Y～+1)

g(Y_.･.1, Y_I.2,
･･･Y加)

-

g(Y糾1J Y_,A.., Y_.･.2-Ym) (6)

上なる｡これでfの方からgの方への証明ができたが,

365

gの方から/の方への証明も,写像rが微分同相写像

であり,連写像T-lもそうであることから,問題の条件

の対称性により同様に示すことができる｡上述の命題は

生起確率で次のような命題でいいかえることもできる｡

定常確率過程(X" nEZ)がm重マルコフ過程である

ための必要十分条件は,微分同相写像 T: X"-Y.によ

って変換された
Y"n-1,2,3,･･･について

P(Ym.1EAf Yl, Y2,
-YJ≠P(Y～.1∈AL

Y2, Y3,

･-㌔)

を満足する Aが存在し,同時に

P (Y桝+1EAI Yl･, Y.A.I-YJ

-P (Yh,.1EA[ Y_,･.1, Y_i.2,
･･･Y桝)

(i-o, 1, 2･･･) (7)

が成立することである｡ここにAEBでBは実数の集合

R上のボレル集合体である.本節で重要なことは,写像

Tによって実現する確率密度関数が多変量正規分布(辛

均FL,共分散行列A)

〟(ア)-
(2冗)"/之IA exp(一昔(y-p)

A-1 (YW)

で与えることが出来る場合である｡ここで

Y-(Yl, Y2,
-Yn)-(T (Xl), T(X2),

･･･T (X.))

FL-レ1, FL2, ･･･P九)

および

A-E〔(Y-iL) I

(Y-FL)〕

で与えられるoすなわち(Xl,X2,-Xn)の結合確率密

度の写像による(Yl, Y2,-Y.)の確率密度が多変量正

規分布となり

f(Xl, X2,
･･･Xn)

-

の場合である

N(Y】, Y2,-YJ

lJl(Yl) Hj2(Y2) I･･･IJ.(Y.) 1

3.写像によるEullback情報土の不変性

徴分同相写像TによるKu11back情報量の不変性を示

す｡確率空間(X, S, FL.I),i-1,2が定義されている.刺

度FL1と測度FL2は絶対連続であり レ1≡FL2),さらにlが

これらの測度に絶対連続であれば, Radon-Nikodymの

定理により,任意のEESに対して

pl･(E)-JE
fE(Ⅹ)叫X)I -1,2 (8)

を満足する確率密度f,.(X)が存在する.いまHi,i-1,2

を各々変数Ⅹが測度〝J,ど-1,2を有する各々母集団から

抽出されたと仮定する. Hlと H2の類別のためのⅩの

情報量を
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log (fl(X) /f2(X)) (9)

で定義する,また(1:2)をFLlでみたときのHlとH2

を類別するための平均情報量とすれば,

I(1 ‥2)

-∫dyllogl裁量‡-Jfl
(X)

log去獣
dl (X) qo)

と定義される｡確率空間(X,S,FLi)から(Y, U,リL)への変

換をTとするo任意のGEUに対して

L,.･(G)-FLL(T~1G),
i-1,2

と仮定するとL･1≡L･2≡Tとなるo (8)式と同様に

り･･(G)
-†Gg･.(Y)dr(Y)

仙

となる確率密度g.･(Y)が存在する確率空間(Y, U,
v.･)

の上での平均情報量は

I'(1

‥2)-Idyl(Y)
log giir2

g2 (Y)

-∫dyl
(X)

log芸事湯

-lil(X)log留針d"X)
旭

となる,次の命題はKullbackによって示されたもので

ある｡

平均情報量J(1:2)とJ'(1:2)において

Z(1 :2)≧I'(1 :2) 胸

が成立し,等号はTが十分統計量のときのみ成立する｡

確率変数-の作用素を導入し,マルコフ過程の次数の

推定とKullback情報量との関連を明らかにするo 確率

変数Xn-ミキシング作用素を作用させることを

SX"≡X【,×N+1, ㈱

で表わす,ここでrは一様乱数, Nは時系列データの

サンプル総数, 〔y〕は実数yのガウス記号である. SXル

は時系列の部分系列(X"Xn十1,X..2, ･･･Xn.m)から新し

い部分系列(SX〝, X".1, Xn十2,･･･-Xn十加)のように構成

する,ミキシ1/グ作用素は部分系列(Xl,X2)へ作用さ

せると

･jTw雪〔号〔pN
(X2 ISXlトP(X2) 〕〕-･O u5)

の成立することが証明できる.ここでPN(Y)はサンプ

ル個数NのP(Y)の推定値である. E〔y〕は変数yの
S

期待値であるがSはミキシングを意味する｡まず

Es[FN'X21SXl'-P'X2']-ぎ〔pN'X2LSXl'〕
-P'X2'86'

が成立する, 46)式の第1項はa7)式となることを証明する

Es〔pN
(X2ISXl) 〕-PN (X2) ㈲

いまmlを変数SXlのサンプルの数とする.原データ

系列で(XaX2)の対の生起確率をPN(X2)とするo xaは

x2の前の任意の変数を表わす｡もし(x.x2)F (X.X2)と

(sxl,X2)亡(SXl,X2)とが等しい対であれば,そのような

対の数をkとするo このときPN(X21SXl)の期待値はPN

(X2)で表わすことができる,まず

p [pN(X2[SXl)
-%]

-P [pN(SXl･ X2) /PN (SKI)

-去｣
-

(%)pN(X2)
A

(トPN (X2))
mI-A 脚

脚式より

〝I

君〔pN(X2[SXl)〕譲宏(mkl)pN(-(トPN(X2))胸
-PN (X2)

が成立する,次に確率密度を推定する場合のParzen5'の

方法を適用すると次の式が導かれる｡

1im E
〟-∝'〃 〔sE〔PN(X2)(Sl)〕〕-Li慧君〔PN(X2)〕

¢0

となり

NE〔pN(X2)]-君〔(i-)K〔(X2-X2)/h〕〕

-∫:∞(i-)k〔
(X2-E2)

/h〕p
(E2)de窒

-p(x2) ∫:払K(Y/h)dY/h 払

ここで

J:∞且(Y/h) dY/
Y-I:∞K(I)

dz-1 紛

が成立し, (1/h) K〔Y/h〕は推定値のkernelを表わす

榊式. el)式および餌式より命題が証明された.なお同様

にして, PN(X2[SXl)の分散は次式で与えられる
J打

var〔pN
(X21 SXl) 〕-kf.

( (k/ml)
-PN

(X2))
2(mkl)

PN (X2)
A

(1-PN (X2) )ml~A

-PN(X2) (1-PN(X2))/ml-(1-PN(X2))/N 餌

ParzenのKernelにより, PN(X2)は次式で表現される

pN (X2)

-Ni鼻音K〔
(x2-Xi) /h〕

ここで

K(Y/h)

-i
1/2 1Y/ht≦1の時

0 1Y/hl>1の時

伽

となる, C41;式はN個の変数(1/h)K〔(X2-X2)/h〕の和であ

り中心極限定理を適用するとPN(X2)は漸近的に正規分

布-近ずく｡また十分大きなサンプル個数Ⅳに対し,二

項分布の正規分布近似からPN(X2[SXl)は平均佃式,分

散鰯式の正規分布近似と見なすことができる,次にミキ

シング作用素を導入した結合情報量 Zim'&およびZ.･m'J

を次式に定義する｡

RIIJ-3F

Z.
--Z:∑･･･∑P(X.1,X,1-I,･･･X2,

SXl)
1 1

I--1
1

logP(x,., Xi_1,
･･･X2,

SX!l

および
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RP[I3r

z,I --∑∑･･･∑P(x.･,x{_1, ･･･X2,SXl)
1'J'-1 T

logP(x,･,x.I_1,-X2,SXl) 餌

ここで

E[P (Xi, X.,_1, ･･･X2, SXl) 〕-i (x.I,x,･_1-X2, SXl)
S

であり, i(x,I x,I_1,
･･･X2ISXl)は上述までの展開と同様

にして十分大きなサンプル個数Nに対してP(X.･X,I_1,
･･･

X2)に近ずく.単純マルコフ過程を条件付エントロピー

で表現すれば,

Ho≧Hl>H2-H3- ･･･ 鍋

で表わされる｡ここで

H.I--∑ ∑･･･∑P(X.･+1,･･･X1).logP(xL+1, X.････Xl)
i+1 11 t

である｡鵬式を使って鵬式は,

Ho≧H2桝J'&≠H2-H3- ･･･

のように記述できる,ここで
mL3F 加113F 桝L3F

H -Z -Z2 3 2

上述の関係式はm重マルコフ過程の必要十分条件の導出

にも同様に適用できる.この条件は十分大きなサンプル

個数に対して

H(Xm十1 1Xh,, X,ni_1,
･･･X2, Xl) ≠H

(Xm+1 IXM X"_1, -X2, SXl)

および

H(Ⅹ桝.11Xm, Xm.1, ･･･X_1.2, X_.I.1)-H

(Xm.llX" Xm_1,
･･･X_i.2, SXIL.1) (i-0, 1, 2, 3, ･･･)

eg

で与えられる,ここでH(Xm.1IXh,Xm_1,･･･Xl)はXl,

X2,
･･･X桝の条件のもとでのXh,.1の条件付情報量である

Il(Xm.1LXm, Xm_1,
･･･X2,SXl)は位8:式と同様な意味であ

る, e9式の第2番目の式を分解すると

Z必十1
-Zm -Zmmli-ZmJ'x

すなわち

Zmhi言-Zn.1 -Z芸`xIZh

で与えられる,ここで新たに

U≡ZlntX-Zi
l

を定義する｡次にT:X"-Y"の微分同相写像により U

の値が不変であることを示す,確率密度関数を♪とす

ると,

U(Xl, X2,
･･･Xi)

- 〟(Xl,X2, ･･･X.I)
logP (Xl,X2, ･･･

Xi) dXldX2･ ･

･dXI

-Jp
(sxl, X2･･･XL) log p (SKI, Xb

･･･XL)dXldX2･･･dXL

において

dXldX2･･･dXL- Z批許I dYldY2･･･年Yi

A(Xl, X2,
･･･X,.)

-

∂(YI Y2･･･ Yi)
∂(XIX2･･･XL)
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b'(Yl, Y2, ･･･Y,.)

したがって微分同相写像の条件より

u(xl,X, -X.･) -[d(Yl,
Y2･ ･･･Y･･)

log b'(Yl, Y2･･-

YL) 1L IIJ2I･･･1L･1dYldY2-dY,･

-Jp･
(syl, Y2･

･･･Y･･)
log F (SYl･ Y2･

･･･YE)IIJ21･･r

IJ.･ldYldY2,･･･dY.･

-[F(Yl･
Y2･

･･･Y･.)logF (Yl･ Y2･
･･･Y･･)dYldY2･･･

dY,･

-Jb'(SYl,
Y2,

･･･Y･･)
log F (SYl･ Y2･･･Yi)dYl, dY2

･･･dY,･

≡u'(yl, Y2･･･YL) 紗

となる,また郎式の情報量Uは80)式において

fl (Xl, X2, -XL) -b (Xl, X2, ･･･X,.)

f2 (Xl, X2, ･･･X.･)-b (SXl)A (X2, X3, ･･･X.I)-A
(Xl)

b (X2, X3-X.･)

とおけば

U(Xl, X2-X.A) -I(1 : 2) 帥

が証明できる.すなわち U(Xl,X2, ･･･X,･)はaO)式で定表

したo Kullback情報量となる｡軸式,朗式より微分同相

写像Tが43)式の等号を満足することにより, Tは十分統

計量となる｡したがって微分同相写像の変換によって僚

報畳鰯式の Uの損失はない｡よってe9式の写像による

情報の損失はないことを示す｡

以上により,本節までの結論はマルコフ過程の微分同

相写像による変換で,マルコフ次数が写像前と後で不変

である｡さらに次数を推定するための必要十分条件式は

C9式で与えられるo C9式を分解して解式のように変換す

るとKu11back情報量となり,情報量Uは微分同相写像

前と後でその値が不変である｡したがって写像は十分統

計量となり情報の損失がないことが明らかとなった｡

4.定常正規多重マルコフ過程の表現

定常正規確率過程(X.,n<Z)の多重マルコフ過程の確率′

差分方程式による表現として,その基本型に自己回帰方

等式があるo以下一般性を失うことなく

E(X")-0, E(Xn2)-1

と仮定する,次の命題の成立することが証明されている･

定常正規確率過程(X.,nEZ)が, m重マルコフ過程で

あるための必要十分条件は, X.が次の確率差分方程式

を満足することである｡

X.+alろ_1+ ･･･+a,.X._捕-e" ¢抄

ただし条件として

(i) (E〝,nfZ)は独立な定常正規過程である｡
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(ii)E.とろ_i (i-1,2-m)は統計的独立である.

(iii)ah(k-1,2, ･･･m)は代数方程式

Zm+alZ胡~1+ -+aホ_1Z+am-0

の板が単位円の内部にあること

(iv)定常正規過程は非特異(non-singular)である,

正規過程が非特異であるとは, n個の確率変数X-(Xl,

X2,
･･･Xn)の結合確率密度を

I(X) -

1

(27r)九/21Alす ･epト音(Kip)
All (X-p) ,)

とするとき』-1 (共分散行列の逆行列)がpositve de血ite

であることを意味する｡

確率システムの同定の問題では,時系列モデルとして

伽式の型の方程式が採用されている｡しかしこの方程式

が妥当であるのは,観測時系列の変数が正規分布に従う

場合である｡軌式の係数 ah(k-1,2-m)は自己回帰係

数である｡また鮎式は確率過程と差分方程式を結びつけ

る重要な接点となっているが,非正規過程に対しては,

マルコフ性の次数や自己回帰係数など,どのように評価

すべきか問題がつきまとう｡

生体情報や大気汚染のデータは決して正規過程とは言

えないので,実測データの対数をとったり, 3乗板, 4乗

叔をとったものが正規分布に従う場合もあるので,デー

タの前処理としてこの変換を行う｡しかし実測データが

任意の分布の場合,これらの変換により必ずしも正規分

布になるとは限らない｡

本節では必ずしも正規でない定常確率過程に対して飢

式の表現を一般化する｡微分同相写像によるマルコフ次

数が不変なことより次の命題が成立する｡

定常m重マルコフ過程(X.,nEZ)の微分同相写像Tに

より,新しく得られた(T(X"), nEZ)が正規過程とな

るものとする｡すなわち(Xn,nEZ)の結合密度をf(Xl,

X2･･･X.)としたとき

N(Yl, Y2,
･･･YN) -I(Xl,X2, -X#) UIJ IJ2J-U.[鋤

を満足するような写像

T･'X.- Y.

により,もとのm重マルコフ過程(Xn,n<Z)は確率差分

方程式

T(X.)+αl T(X.ll) α2 T(X"2)+-+α琳T(ち_析) -E胸

による表現が可能である.ここで(Eガ,n∈Z)は独立な定

常正規過程であり, E.とX"･ (i-1,2,･･･m)は独立であ

る｡ ¢諸式のa.(A-1, 2･･･1n)は次の代数方程式

Z琳+α1Z仇11+･･･+α必_1Z+α市-0

の板が単位円の内部に存在するように決定されなければ

ならない｡

5.微分同相実像の実現

微分同相写像とマルコフ性の関係は前節までに明らか

にした｡ここでは非正規過程が微分同相写像により,正

境遇程へ変換するような一般性のある方法を示す｡

与られた確率過程が非正規過程であり,その累積分布

関数がFig･1(勾のように表わされているものとする｡

Fig. 1 A method of transformation by diffeomo-

rpb ism.

このとき(B)のような累積分布関数が正規過程であるよう

な同相写像Tによる変換を考える｡明らかに㈱の過程は

(B)K従って正規過程となる.前節の命題に従って㈱から

(B)への変数の変換T:Xl-Ylにおいて1対1で徴係数が

存在すれば,微分同相写像となるo (勾の累積分布関数

F(x)とおくと T.･Xl-Ylにより

dF (x)
dx

X=3Fl
-I (xl)

から(B)の累積分布関数G(y)について

4乞.I-v9
y=yI

-a (yl)

への写像を考えれば

g(γ1)⇒叫告l
が成立する.いま㈱のデータxlは

F(xl)

-I:i(x)
dx

を満足しているので(切において

F(xl)主仁g(y)dy-G (yl)

となるようにデータylを決定すればよい.

ここでもし叫の過程の分布が指数分布であれば, Fig.1

で累積分布関数の値F(x)でx-0のとき連続性の条件

を満足しない｡したがって偏徴係数の存在が保証されず,

かつ変数XlとYlの間の1対1対応関係がない｡よっ

て微分同相写像は実現しえない,指数分布を有するよう

な過程から正規分布を有する過程への変数変換は図1の

方法では実現でまないことになる｡
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次に正規過程のアファイン同相写像を考える,ひとたび

糾の過程からの(B)過程へと変換された葛合および㈱と異

なる正境過程へ変換された場合との相違はどうかという

問題が生ずるo まず㈱の過程の平均値FL,分散o2とする｡

このFL,62により(B)の正規過程N(FE,q2)へ変換する, N

(FL,q2)の変数を新たにⅩとするoつぎにここのⅩをax+b

とアファイン変換を行う,ここでα,∂は常数とする,こ

のときの変換後の分布も正規分布となり, N(aft+b,

a262)となる,したがってbニーaFL, a-1/Qとおけば,

〟(〟,¢2)から標準化された正規分布Ⅳ(0, 1)へ変換する

ことができる

∬-α∬+∂

の変換によって,まずN(FL,62)から求められた系列相関

係数pJ(X)から,変換後の系列相関係数pj(a+b).ま次

のように示される｡

〃-メ

P=1(xj-P)(x[･t-p)

(N-i) q2

p,･(aX+b) -

N-i

∑ (ax,･+b- (all+b) ) (ax,I.i+b- (ail+a) )
/=1

(〟-メ)α2♂2

〃-∫

- i: (x,･-FL)(x,･.,･-FL)/ (N-j) o2

1feH

伽

ここでNはサンプル個数である.伽式は系列相関係数

値において

pj (X) -pj (aX+b) 餌

を意味している｡このことから軌式の正規過程の表現に

おいて,鰯式の関係があれば同一の自己回帰方程式を満

足することを示すことができる,以上のことから,図1

の分布㈱から(B)-の正規過程-の変換はN(o, 1)で代表

させても,系列相関性の性質は保存され, 61)式の自己回

帰方程式は唯一に表現可能である｡

6.計井機シミュレーションによる結果

計算掛こより非正規過程のデータを作成し,このデー

タ系列について微分同相写像を行ない,この写像のもつ

意味がいかなるものであるかを確かめるため計算機シミ

ュレーション実験を行なうまず本節で行なう計算壊シミ

ュレーションの計算方式を述べる｡

結合情報量Zm''x (SX_.･,X_i.1･･.Xl)とZ (X_.･,X.･_1, ･･･Xl)

の差の情報量 U"すなわち

U.-Zホ''& (SX_.1, X.A.1,
-･Xl) -Z(X_,･,

X-.･.I,
･･･Xl)舶

と図1の㈱から(B)への微分同相写像幅Tの後の上述の結

合情報量の差の情報量Uyを

Uy-Z"''(SY-.I, Y'_.･.I,･･･ Y1トZ(Y_.I, YJ.1, ･･･ Yl)帥

とおく,しかるにB7)式のT幅写像後の過程が正規過程で

あれば, Uyは鰯式のように系列相関行列で表現するこ
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とができる｡このとき系列相関係数のみで記述するので

パラメト1)ック統計量という意味で Uy.♪と記述するこ

とにする｡

Uy･アニlog (27Te)''/2q2'l IS''h"･,I

-log (27re)i/2q2J'JS''[

ここで

ISLl-

1 ∫)1 /)2-βト1

pl 1 pl･･･P,･_2

p.･_1 PL_2 PL_3･･･1

JS(仙I-

鱒

1 pIP2･･･ PE_i"'&

pl 1 pl･･･ P,I_2"'x

P(･-2 Pl･-3..

p,I_1Jb''x p.･_2h'.''.&1

であり,鰯式の行列式の行列の要素p)･およびp/'''xは各

々次式で与えるられる｡

Ⅳ-∫

∑ (yi-FL) (y.･.i-FL)
J=1

βノ=

およぴ

p/ul
=

"z:-JbL-P)(,,･.i-P)
i=J

(N-i) o2

さて(X"nEZ)が非正規過程の場合は,鰯式で結果を

求めることに不安がある.そこで厳密には,非正規過過

の場合はノンパラメトリックな統計量による取り扱いが

必要である｡したがって,ここでは,ノンパラメトリッ

ク統計量 Uxの算出のため状態数15×15, 20×20,およ

び25×25の行列を構成し,計算を行った.次に微分同写

像(Fig･ 1の方法)により正規過程への変換後パラメトリ

ック統計量Uy.pの計算を行った.

次に微分同相写像の意味を明らかにするために(X"

nEZ)が非正窺過程の場合でも, (X"nEZ)に対しパラメ

ト1)ック統計量 Ux.pを適用し,計算を行った.

計算機によりデータを作成する場合,与えられた分布

を有するデータの変数が独立となる作成の方法はいくつ

か発表されている｡これらの方法はデータの変数間に従

属性を持たせるような生成法ではないので,ここでは一

様乱数24個rl,r2,･･･r24を発生し,これによりデータXl

を作成する.次にTA,r..1,･･･r24u (k<24)の一様乱数

からデンタx2を作成する.このように一様乱数にオー

バーラップを持たせて,従属性のあるデータ系列を作成

した,この作成法による分布は正規分布,ガンマ分布,

対数正規分布である｡作成したデータについて,ノンパ

ラメト1)ック統計量としての Ux,赦分同相写像後のパラ

メトT)ック統計量Ur.～,および.ミラメト1)ック統計量

Ux.pの計算を行った｡次にこれらの計算値について線

形回帰分析を行ない, Fig. 2に示すような結果を得た

Fig. 2(叫ま横軸がノンパラメト1)ック統計量 Ux,縦軸

が,(ラメト1)ック統計量 Ux.pの回帰分析を示している

Fig･ 2(b)は横軸がノン.ミラメト1)ック統計量 Ux,縦軸
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(a)

Fig 2 (a)) Relation between amounts of inform-

ation calculaied
from nonparametric me且

sure Ux and parametric measure Ux･p,

respectively･

(b)

Fig. 2 (b) Relation between amounts of inform-

ation calculated from nonparametric me-

asure Ux and parametric mea岳ure Uy.p,

,/ respectively.

が.り､ト1)ック統計量Uy.タである. Fig. 2 (b)の相関係

数値が0.95であり, Fig･ 2 (a)の相関係数値がd.91であ

る,このことは非正規過程の.ミラメト1)ック統計量によ

る処理より､も,微分同相写像後の′ミラメトリック統計量

に1J:る処理の方が,非正規過程データの/･ソ′くラメト1)

･jク統計量の処理結果にはぼ一致して来ることを示すも

のである｡ Fig. 2 (b)の Uy.ァ縦軸の値は系列相関係数値

から計算していることから,写像後のデータによる系列

相関係数値を使って脚式を展開することがより信頼性の

ある結果をうる｡

7.むすび

正規･マルコフ過程の表現として自己回帰方程式があ

る｡この方程式をもとにシステムの同定･予測およびバ

ナースペクトルの算出が行なわれる｡しかし環境データ

や生体情報では,必ずしも正規過程と見なされないもの

がある｡実際大気汚染のデータは非正規過程により3乗

板4乗板あるいは対数をとったデータ変換が行なわれて

いる.本研究は非正規過程のデータの取り扱いとして,

かなり一般的な変数変換の方法を提案した｡この変換は

微分同相写像による,はじめに微分同相写像によるマル

コフ過程の次数の不変であることを証明した｡次にこの

写像によるkullbcak情報量の不変であることを示した｡

このことは,写像が十分統計量となることを示し,変換

による情報の損失はないことを表わしている｡最後に計

算機シミュレーションによる微分同相写像の意味づけを

明らかにした｡
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