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Frictional resistance of the flow between two concentric spheres, the outer one rotating and

the inner one stationary, is theoretically considered in the case
where the clearance between

the two spheres is not so small. The results obtained are as follows. Coefficient of frictional

moment CM is proportional to Rell/2 and (R2/Rl)3/2 in the laminar flow. In the turbulent

flow CM is proportional to Rell/5 and (R2/Rl)9/5, where Re is Reynolds number, and Rl and

R2 are the outer radius of the inner sphere and the inner one of the outer sphere, respectively.

1.はじめに

同心状態に置かれた大小2個の球が形成する球かく状

すきまにおいて,一方の球が軸のまわりに回転し,他方

が静止している場合の流れの問題は淀俸工学上興味のあ

る問題である｡また工業的にも応用される所が多い｡外

球が回転し,内球が静止している場合の摩擦抵抗の実

験1)によれば,すきま比βが極めて小さい場合を除いて,

層流の摩擦モーメント係数CMがレイノルズ数Reの増加

に対し, Reの約1/2乗に反比例して減少する.また乱流

ではReの1/5乗に反比例することが知られた｡しかし,

すきま比βと摩擦モーメソト係数C〟との関係については

定量的に明確な形で結論が得られていない.本報では上

記の場合に対し,実験で得たCMとReの関係に理論的説明

を与えるとともに, CMとβの関係を理論的に導出する｡

おもな記号

CM;摩擦モーメント係数(摩擦抵抗係数) -M/(pR15

w2)

K;係数

〟;摩擦モーメント

P;圧力

Rl, R2;内球と外球半径

Re;レイノルズ数-R12w/u
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S;すきま-R2-RI

U;ポテンシャル･コアの平方向速度

γ;外球壁から内球中心に向う座標(Fig. 2)

z;内球壁から垂直,外向きの座標(Fig. 2)

(r,0,p);球座標(Fig. 1)

(u,v,w) ;座標系(r,e,甲)に対する速度成分

β;すきま比-S/Rl

∂,
e;外球内面および内球外面に沿う境界層厚さ(Fig.2)

ワ;無次元座標-y/8またはz/e

〃;粘性係数

L,;動粘性係数

p;密度

丁;せん断応力

w;外球回転の角速度

添字i;内球

0;外球

β; β方向

甲; P方向

2.運動量積分方程式

レイノルズ数Reのごく小さい,いわゆるク1)-ビング

流動では摩擦抵抗モーメント〟が比較的簡単な計算から

M-87rjLWR13R23/ (R23-R13)と求めうることは周知のと

おりである.これも摩擦モーメント係数CMで表わせば
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Equc[tor

Fig. I Spherical coordinate

Fig･ 2 Schematic
picture of boundary layers produced in the spacing between two concentric spheres･

cM= 8i (1+β)3

β(1+P+与β2)
Re

となる｡上式の適用範囲は理論的予測からRe≪P-2で与

えられるが,実験によれば上式がこの適用限界の約10倍

のReまで実験値と一致する｡しかし,この限界値以上の

レイノルズ数においては淀れが層流であっても上式は適

用できない｡その理由はFig･ 1に示すような二次流れの

発生によって,平方向速度成分uカミ著しい影響を受けるか

らである｡実験によればたとえば,すきま比βが0.06の

ときRe-104-105においてCMがReの約1/2乗に反比例し

て与えられる｡さらにReが増大すれば流れが乱流となる

がその場合はCMがR.の1/5乗に反比例して減少する｡こ

のような高レイノルズ数流れについて以下の仮定を用い

て計算しよう｡

今,すきま流れをFig･2に示すように外球内壁および

内球壁に沿う境界層流れと,両者の中間のポテンシャル

･コア部に分離して考えよう｡境界層内の速度分布形が

o方向に相似性を保ち,連環成分uに対してはFig･
3-a,

また速度成分〃に対してはFig. 3-bのように与えられる

ものとするo また圧力Pは0方向にのみ変化すると仮定

すれば運動量積分方程式は以下のように与えられるo

外球表面に作用するせん断応力のe方向成分Toeは外球
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R2WSin8

A† the w(⊃‖of

ouler sphere

A† the vjQII of AI the wd=of

ouler sphere inner sphere

AI the w(⊃lt of

inner sphere (b)
(q)

Fig. 3 Assumption of velocity distribution, u and v.

側の境界層8におけるe方向の運動量の関係から

Toe--a %[sineI.3(R21y) v2dy]+%
J.8u2(R2-y)dy-岩音･･･-････････････(1)

同じく?方向成分Toクは?方向の角運動量の関係からつぎ

のように求められる｡

Top-歯[%(∫.8r2"vsin2edy)
+ U(R2-8) sine

怠J.3rvsinedy)〕
ただしr-R2-y.

外球に作用する摩擦モーメントMoは

Mo-如R芸J吾ropsin2edO
一方,内球表面のせん断応力のβ方向成分丁′♂は

で･･e-一歯%(sineI:
(Rl+I)

v2dz)

+繋J;u2rdz一意昔-･･.･･････--(4)
同じくp方向成分TLPは次式で与えられる.

T押=

R13sin2e [%(sin2eJ:r2uvdz)+ U(Rl+e)

sine怠(sine∫;rvdz)〕･･･････････････-･･････････(5)

ただしr-Rl+a.ゆえに内球に作用する摩擦モーメソ

トM.･はつぎのように求められる｡

M.･ -

-47rR13 J≡昔TiPSin2edO
･･････.････････････-･････(6)

ここで明らかにMQ-M{でなければならない｡

ポテンシャル･コアにおいてはu-U,v-w-0と仮定

できるので球座標を用いたN.S運動方程式からPに対し

つぎの関係式がえられる｡

aP
u2cote-⊥

･

T55-･･････-･･････････････-･････････････(7)β

ただし上式のUはU-KwR2Sineで与えられるものとする｡

以上の式(1)-(7)を用いて次節のように摩擦モーメント

Mo-M,･を求めることができる｡

3.層流の摩擦モーメント係数

内球側と外球側の境界層内の速度分布は相似であり,

u,vはそれぞれ次式で与えられるものと仮定する(Fig. 3) ･

外球側境界層(0<y<∂)では

u-KwR2Sine
･ I(ヮ)

v-voa (ヮ)

内球側境界層(0<z<e)では

u-R2WSino(1- (1-K)I(り))

v--vo*g (ヮ)

)

)

･--･･･-･･-･ (8-a)

-I---･･-･ (8-b)

ただしf(7), a(ヮ)はりのみの関数である｡

ゆえに内,外球壁に作用するせん断応力のe,p方向成
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分は次式で与えられる｡

Toe-p

-凱=o--祭g′
(o)

･oダニ-P剖=｡ニー÷R2Sine
･ w (K-1)f′ (0)

T∫e-p%L=o-一号g′
(o)

- (9)

丁"--pit.=o--÷KwR2Sine
･ f′(o)

ここでr(7), g(ヮ)をDaily & Nece2)が円板摩擦の計算に

用いたと同様,境界条件を満足するように仮定すれば次

式がえられる｡

f(ヮ)-27-り2

g(り)
- (2り-ワ2)(1-ワ)2 ･･･････-････-････-･･････uo)

式(7), (8-a), (9)を式(1), (2)に代入し, voを消去すれ

ば,外球側境界層においてつぎの微分方程式が得られる｡

sin O%+AIXcose-A2COSelsine%
+A3 Xcose

ここで

1

X-Re-E∂/Rl

Al-

A2-

31+53K

13+29K

(3+4K-7K2) (3+llK)2

A3-

1050 (1-K) (13+29K)

9+19K

3+llK

内球側境界層については式(7), (8-a), (9)を式(4), (5)

に代入してvo*を消去すればつぎの微分方程式が得られ

る｡

sin

e昔･BIYcose-B2Y3cos8(sinO一昔
+β3アcosβ

ここで β1-53/29, β2-121/2250, β3-19/ll,

y-竜K与(i)与R喜であるo
また式(3)および(6)で与えられるMo, M.･において, Mo

-Miの関係が成立しなければならないから,つぎの関

係式が導出される｡

1-K
3

K官 (%)
;- ∫:A-乎dO

J吾j掌de
･･･････････････(13)

いま簡単のため式al), 8割こおける微分項dX/dO, dY/dO

を無視して計算すれば

x-(諺)古志･･･････････････-･････････(1卜a)
または

8-RIRe-i(怠)古志･････-････-(14-b)

y-(a)㌔忘･･･:･･-････････:･･-････
(15-a'

または

e-RIRe一昔K ~与(i)-i-(碁)与マ志･･･(15-b)

式(14-a), (15-a)を式(1馴こ代入し, R2/Rl- (1+β)に

対するKの値Koを求める｡このKoを用いて摩擦モーメソ

ト係数CMがつぎのように求められる.

cM-6Ko2 (令)与Re一昔-6KQY3(1･P)音Re一昔･･････q6'

Fig. 4にKoの数値計算結果を示す｡まf=Fig15はCMRc主
3

(1+j9)-i-とβの関係であるo

I
‖
H

i

o o･1 0･2
β

0･3

Fig. 4 Relationship between Ko and β.

cMRe!([･〆,.5

o o. 】 0.a 0.3

β

kl

Fig. 5 Relationship between CMReす(1+β)-首and β.

4.乱流の摩擦モーメント係数

式(8)におけるf(?)およびg(り)をDaily & Nece(2)と同

様にf(ヮ)-り1/7, a(ヮ)-ワ1/7 (1-7)4とおき,式(8)を式

(1),(2),(4),(附こ代入するoせん断応力は1/7乗則で与えら

れるものと仮定すれば次式で表わすことができる`3}

内球側のせん断応力Ti9,でiOは
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ー･･FO･ 0225 p (T{)与KR2WSine
3

(K2R22w2sin2e+v｡*2)育

で畑-0･ 0225 p (I)与vQ'(K2R22w2sin2e+vQ*2)言
外球側のせん断応力Top, I.a,

でQr-0･ 0225 p (+)i(I-K'R2ご
(R22w2sin2e (1-K) 2+v.2)すsine

･Qe=0･ 0225p (i)
ivQ(R22w2sin2e (1-K) 2+vo2) i
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5.おぁりに

流れ状態のモデルを仮定して摩擦モーメント係数を計

(17-a)算することができた｡その結果によれば層流では摩擦モ

ーメント係数CMとレイノルズ数R.,半径比R2/Rlの間に

(17-ち)

簡単のため, 6およびeのeに関する微分項を無視し,

前節と同じ方法によって計算すれば乱流における摩擦モ

ーソト係数として次式を得る｡
1 9 1 9

CM-CI R.-T (R2/Rl)す-CfR.-'F (1+β)す･･･-････-･･88)

ただしCIはKを含む係数で, KはR.によって変化するパ

ラメータである｡

2 -I

CM∝ (R2/Rl)すReす

の関係が成立する｡

また乱流では

9 1

CM∝ (R2/Rl)首R/す

の関係が成立する｡
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