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It is important in the Relds of血ta anal野is of information
science, biological science祉d

behavicwalscience･
whether the successive events of the time series are independent or whether

the prDhabili.ties of the different outcomes depend pn
10Zle灯mWe

immediatel,y preceding ckJle乱

A statistically independentand dependent classesare refined according to the order of Markov

process･ Relatively little attension has been paid to the estimation of the order of Markov

process･ whereas the probability theory oL Markov process has been extensively developed.

In this paper, an approach based oninf6rmation theory has been made to tackle the problem of

the estimation of the order of Markov process･ The order of Markov process is estimated by the

conditionalentro町Which is derived from the joint entropy. Here the joint entropy in the case of
Gaussian process is directly related with the covariaJICe matrix which is substituted for the

matrix of the serialcorrelation coefficients. Many researchers are
often confrontedwith difficul-

ties to get sufficient number of samples from the time serieswith stationality condition. It is

highly desir曲1e to cstimaモe theぬtistica卜properties of the random d3tawith8mall i)umber of

samples･ The 8eriBtl correhtion coefficienLtS Of the random dataare able to be computed with rel-

atively small nu血er oL aample8･ It has been shown that the order of Markov pocess is determ-

ined from matrix of seriai correlation coefficients, that is, cwrelation matrix. The mlmber of

Samples needed h the estimation of correlation matrix is almost equal to that of serial correlat･
ion coefficients･ Thus the order of Markov process can be estimated abowith small ntlmber of

samp一es by the method developed llere.

1.まえがき

時系列的に生起する事象がランダムに生起するか,め

るいは先行する事象に従属して生起するかという問題は

マルコフ連鎖モデルとして取り扱うことができる｡この

種の問題は行動計量学,気象の分野,生体工学,および

乱数の検定の際などにも現われる｡また,ある系がマル

コフ過程として表現される場合,その系の次数を推定す

ること,あるいは音声の分析･合成の際に用いられる線

形予測式の次数を推定することなども重要な問題であ

る｡

シャノンによって導入された情報量の概念は,情報伝

44S

送系における情報の定量化と伝送速度,.および信療性の

評価にきわめて重要な役割を果している｡また最近,悼

報量の概念が統計量として有効な量で,統計的問題K本

質的な役劫を果すことが,指摘されてきている｡f)

本論文では,情報量の概念を導入することによって,

与えられた時系列のマルコフ性の次数を推定するための

検定統計量をr*いた｡この統計量は系列相関行列式から

構成されることから,遷移確率行列を構成してマルコフ

性の次数を推定するという方法2)より,推定の際に必要

とするサンプル個数が,はるかに少なくてすむことにな

る｡
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2.情報量の導入

はじめに定常確率過程を

(X" net) (2.1)

と定義するo X.は時刻nでの確率変数, Zは整数の集

合を表わし,--から+-の整数･･･-2,-1, 0, 1, 2,･･･

をとる｡また確率変数のとる値は実数値とする｡

定常確率過程(X" nfZ)がm重マルコフ過程である

とは,実数入に対して

b (Xh+1≦llXl,X2, ･･･, XJ

≒b (Xh.1≦}lX2, X3, ･･･, X")

でかつ

P (Xh.l≦iIX_.I, X_i.I, ･･･, XJ (2.2)

-A (ち.1≦}lX-.･.I,X-.I.2, ･･･,JX,.)(i-1,･丁･2,)

が確率1で成立することである｡ここでb(alb)はbの

条件のもとでのαの生起確率を意味する｡さて次の不等

式が以下の展開に重要である｡

九P2,･･･,礼, ql,q2,･･･q,のおのおのが正数で

■ ll

∑ ♪.A- ∑ q.I-1
i=1 i=1

の条件を満足しているものとする｡このとき以下に示す

ような算術平均と幾何平均の不等式3)が成立する｡

(告)♪1(告)p2･･･(A)九≦叫告)

+b2(i)+-+P･(告)
-1 (2･3)

この不等式の等号は九-q.･ (i-1,2,･･･n)のときのみ成

立する｡ (2.3)式の両辺の対数をとると

I一 †l

-∑
b,･logb.･ ≦ -∑ P,･logq,･

‡=1 iニ1

となるo (2.4)式の等号は(2.4) P`-q.･ (i=1,2,･･･,n)

のときのみ成立する｡ (2.4)式においてP,･をb(i,)I,k),

qlをP(i,i) A(kl))でおきかえると

-∑
∑ ∑b(i,i,k)logP(i,)I,k)

1' j A

≦-∑ 2; ∑ A(i,j,k)logP(i,)')A(kt)) (2.5)
11 I A

となる｡ (2.5)式で等号は

p(kTi,))-A(kI)), (i,)'-1,2,･･･,n) (2.6)

のときのみ成立する｡

与えられた分布の変星間が統計的独立であるか,統計

的従属であるかという問題が情報量の立場から述べるこ

とができる｡次にその例を示す｡

(2.4)式を2変量の正規分布の場合に適用する｡ 2変

量正規確率密度は

I(x,y)
-

27"xO, (1-p2)
1./

..ー 卜罰古(昔-2p%･貴)〕

と定義され, I(x,y)の周辺確率密度関数は

g(x)
-よ冨expト一基),▲

h(y)

-不妄exp(一助
となる｡ただしo.2, a,2はおのおの g(x), h(y)の分散

を表わす｡ 2変量x, yが密度関数f(x,y)を有するよ

うな従属関係にある場合をhl, X, yがおのおの独立であ

り,従って密度関数がおのおのg(x), h(y)で与えられ

る場合をh2とすれば,仮設hlとh2を区別する平均情

報量I(hl:h2)は

I(hl : h2)- JJ
+00

:一∑d

i(x･ y) log &dxdy
と定義され,計算の結果

I(hl : h2)

-一与log(1-p2)
で与えられる｡ x,y変量間に相関がない,すなわちp-0

のとき, I(hl:h2)-0となる｡また逆も成立する｡さら

に正規分布の場合, p-0は統計的独立に等しい｡

Kullbackはhlとh2を区別する情報量としてdivergence

I(hl : h2)4)%

I(hl : h2)

-JJ:(I(x･y)
-a (x)A &) )

log盲絡dxdy
と定義しており,上の例では

p2/ (1-p2)

で与えられる｡ p-0のときJ(hl:h2)-0となる｡また

逝も成立する｡さて(2.4)式の関係は

-∑ i: ∑A(i,)I,A)logb(k[i))
J' I A

≦■-∑ ∑ 2 (i,A)logb (kL))
j A

(2.7)

となり左辺は2次の条件付情報量であり,右辺は1次の

条件付情報量となる｡ (2.4), (2.5)式の関係式は帰納的

に高次の条件付情報量の関係式

〝次条件付情報量≦(〟-1)次条件付情報量(2.8)

に拡張できる｡

m重マルコフ性を有するための必要十分条件は定義

(2.2)式より

Ho≧Hl≧H2≧H3≧･･･≧Hwl>H"-H".1-･･･ I(2.9)

で与えられる｡ここでHバま 次の条件付情報量で,

H`ニー∑ ∑･･･∑A (Zl,l2,･･･,I.･+1)
log

ll l2 L,･+I

♪(I,･+1[ll,l2,･･･, I.･)(i-o, 1,2･･･)

で与えられる｡条件付情報量H,･と結合情報量Z.1.1

Z.･.1ニー∑ ∑･･･∑A (Ll,l2,･･･, I.I.I)logb (l1,l2, ･･･, i,I.1)
ll l2 I,A.I
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H,･- Zi.I - Z,I

の問に

(2.10)

の関係が成立する｡

(2.9), (2.10)式よりm重マルコフ性を有するための

必要十分条件は

すべての正整数n<mに対して

Z.-Z._1≧Z..1-Z"

正整数 n-m に対して

Z"-Z"-1>ZnE.1- Z"

すべての正整数 n>m に対して

Z.-Z"_I-Z..1-Z.

が成立することである｡

(2.ll)式は定常確率過程(X., net)の分布型には関

係のない,すなわちノンパラメトリックな場合の条件式

である｡

3.正境過程のマルコフ性

定常確率過程(X." nfZ)が正規過程である場合のm

重マルコフ性を有するための必要十分条件を求める｡

〝変畳正規過程の確率密度関数は

-,x2, ･･･,

XJ

-癖exp
(一与∑a."x.･x,)'3･1'

で与えられる｡ここで】α〃-1は〝変量の共分散行列(α〃り

の行列式である｡ a.I-jは(a,.jり の逆行列を表わす｡ (3.

1)式の確率密度関数で表わされる場合の情報量は

Shannon5)により,

z.-log (2we)■′21
a.1j･I主 (3.2)

で与えられる｡(3.2)式を(2.ll)式に代入すると,

定常正親過程(X." net)がm重マルコフ性を有する

ための必要十分条件は

すべての正整数n<mに対して

la㌦J≧】a.･rll主[a.･,～.11主

正整数 n-mに対して

Ia,･J･J> Ia.･j･-1 J主Ia,･,･･+11与

すべての正室数n>mに対して

Ia〃"I-laL/-1L主l吋+lJ主

が成立することである｡

共分散行列の要素a,･)は

a〃

-迦=
TnLl),也=也

.〟

(3.4)

である｡ここでm.･とm,･はおのおのx,･変量, xj変皇の

平均値であり, Ⅳはサンプル個数を表わす｡ (3.1)式で

定義されるn変量xl,X2,X3,･･･を1変量(x,･, iEZ)の過程

へX,･をx.･へ, X2をx.･+1へ, X3をx,･+2へと対応させる

ことにより, (3.4)式は
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ad･

X･･･,･-0･2信(xl-P)
(X,･.rp) / (N-i+i) Q･2 )

-q.2p(I_.･) (3.5)

のようになる｡ここでplj_.･1はオーダー1)--ilの系列相

関係数である｡

共分散行列式Ia,･/悼(3. 5)式で表わせば,

-

i主_p111芝'2:ppp::-_:3):.1≡o2"lS"I

(3.6)

と表わすことができる｡ここでt5-"‡は系列相関係数か

らなる相関行列式である｡

(3.3)式に(3.6)式を代入すると,正規過程がm重

マルコフ性を有する条件が系列相関行列式で書き表わす

ことができる｡

定常正規過程(X., net)が桝重マルコフ性を有する

ための必要十分条件は,

すべての正整数n<mに対して

1S･L≧JS･-1[主IS･.liも

正整数 n-桝に対して

IS･I>lS托-1L主IS･.ll与

すべての正整教n>mに対して

JS･l
=1S〝-11主ISn.11主

が成立することである｡

(3.7)式の相関行列式の条件より単純正規マルコフ過

程となるための必要十分条件を求める｡

ISIL-1, IS2L-
1 /〉1

β1 1
, LS3[-

1pIP2

pl lpI

p2Pl 1

となるから, (3.7)式より

1Sll>LS21をISOf主

ここでISOI-1である｡さらに

LS2[2-(Sl( IS3J,

IS3J2-lS21 LS4l,･･･

を満足しなければならない｡ (3.9)式より

(1-β12)2-1

1 β1 J〉2

pllpI

p2P1 1

(3.8)

(3.9)

-1+2p12 b2-1) -p22

(3.10)

(3.10)式は レ12-p2)2-oとなる｡したがi?てp2-P12

を(3.9)式に代入すると

p3-P13, ･･･, pk-PIA (3.ll)

が得られる｡ここでβ1≒0 である(3.ll)式は Yule･

Walker 方程式6)から得られた単純正観マルコフ過程の

結果と一致する｡

4.シャワリング･プロセス

前節まで述べた多重マルコフ性の条件を実際に適用す
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る場合は,有限個のサンプルから推定しなければならな

い｡そこで本節では確率変数に作用するシャフリソグ･

プロセスを導入する｡シャフリングという概念は, Doob

7)のカード･ミキシングの中に述べられており,ここで

はシャフリングの新しい適用法を示すものである｡

シャフ1)ングの作用素をSで表わす｡確率変数Xh-5

を作用させることをSX"で表わし

SX"≡XしxN+1〕 (4.1)

で定義する｡ここでⅣはサンプル個数を表わし, rは実

敬(0.1)上の一様乱数の値を表わす｡ [y]はyの整数部

分のみを表わすGaussの記号である｡ (4,1)式の定義か

らSX.はN個の確率変数の列Xl,X2,･･･,X"-,XNの

中からランダムに1個の変数を指定することを示してい

る｡確率変数の系列の中でSを作用させることは,確率

過程の時間構造をランダムK,こわすことになる｡

定常確率過程(X", nEZN)を新たに定義する｡ここで

ZN⊂Zが成立し, nEZNのnはn-1,2,3,･･･,Nまでとす

るo 確率過程(X"nEZN)と(SXN, nEZN)の分布関数

をおのおのF(x)およびFs(x)で表わすと

F(x) -P(X.<_x)

であることから,任意のxに対して

F(x) -Fs (x) (4.2)

が成立する｡ (4.2)式は確率過程(X", nE)N)のシャフ

リングした過程でも分布関数が変らないことを示してい

る｡

次に定常確率過程(X., net)がm重マルコフ性を有

していれば,条件付確率

♪(XktSXA_h,_1, XA_柄, ･･･, Xh-I)

-P (Xh IXA_れ, XA_桝+1, ･･･, XA-1) (4.3)

はⅣが十分大であれば確率1で成立することを示す｡こ

のことは以下のように2つにわけて証明される｡

はじめにSXk_加_1がX.宅を中心にして,前後個-mの変

数のいずれかと一致する確率を求める,すなわち

P (SXh_初_1E(Xj_～,X点-桝.1, -, X&,
･･･Xk...))

(4.4)

(4.4)式の〃を十分大にとれば確率が0に近づく｡した

がってⅣを十分大にとれば

limp (SXk_m11瑳(XA_桝, XA_h..1, ･･･, Xh,
･･･XA十m))-1

Nーt

となる｡

次にm重マルコフ性の定義から

b (XL I･･･Xh-伽-2′
XL-h;-1, X卜"., ･･･, Xh_1)

-A (Xh IXh_仇_1, Xk_也, ･･･, Xk_1)

-A (XklXk-m, ･･･, Xh-1)

(4.5)

(4.6)

である｡ SXk_桝-1-Xk一桁_2として証明する｡ (4.6)式の

前半,後半2つの式より,

A (X., XA一切-2, X'EIM-I, XE一机, -, XA_1)

A (XA_蒋_2,XL_加二1, X/._榊, ･･･, XA_1)

_
A (X-, XE_句,

-X,_1)
P (Xh_朋,･･･XAIl)

(4.7)

(4.7)式の左辺は分解できて,

メ

(pFEkI_A;:.,:.':kI_･l-)IL号kI_A=,-,2kI_AIL-llkI_Jl崇岩戸
A (XL,XA_仇, ･･･, X.ll)

A (XA_ル,･･･, XA_I)
(4.8)

が成立する｡ (4.8)式より

b (XA_巾_2,XA_わ_I IXA, XA_I, ･･･, XA_I)

-A (X._m-2, XA_桝_I [Xk_..,･･･, X&_1) (4.9)

が成立する｡ (4.9)式の両辺をXA_琳_1の添字k-m11で

和をとれば

∑A (XA_耕一2,XA_ホ_1tXk, X._h" ･･･, XA-I)
l-J■-1

-∑ A (XA一耕一2,XA一九-11XA一桝,･･･,X.-1)
Ji一加-1

すなわち

P (Xk_,._21XA, Xトホ, ･･･, X-_I)

b (XA_れ_21X&_彬_2,XA-〟, -, X&_1)

したがって(4.10)式を次式に代入すると,

P(XF,X,_～. ･･･, X･-1)

(4.10)

P (X _m, ･･･,.(:_1)

=琳⊥1)_p (XL_～,･･･, XA_1)P (XA_h._21X.._加,･･･, Xh-1)

=P
(X-I XF-～-2, X･-｡, ･･･, XF-1)

P ( A_ホ｣,
Xh_,.,.･･, X^11)

-b (XAI XA_〟_2, XJ_h., -, XA_I)

となり, SXk_れ_1-Xk_ホ_2の場合が証明された｡同様に

SXA_I_1がXk_ホ_.I(i≧1)である場合も(4.3)式が成立

する｡

条件付情報量をH(X*+1lXh X2,
･･･,X..)のように定義

すれば, (2.6)式と(4.3)式より

定常確率過程(X〝, net)がm重マルコつ蛙を有する

ための必要十分条件は, Ⅳが十分大のとき,

H(Xh.+llXl, X2, ･･･, XJ <H(X...ll SXl, X2, ･･･, X..)

および

Lf(Xm.1 1X_,.,X_,･+I, ･･･, XJ

-H(Xm.1 ISX_.1.I, X_.A.2, ･･･, Xn,) (4.ll)

ただし f-0,1,2,- が成立することである｡

(4.ll)式の関係は(X" nEL)が正規過程の場合,吹

のように展開される｡すなわち

H(X.1Xl, X2, ･･･, X"1) -H(X.1SXl,
X2, ･･･, X.)

が成立することは, n変量の結合情報量をZ(Xl,X2,･･･

,X..)とすれば,
Z(X1, X2, ･･･, X,_l) -Z (SXl, X2, ･･･, X.-1)

かつ

Z(Xl, X2, ･･･, X.) -Z(SXI,
X2,

･･･,XJ (4.12)

が成立することである｡ (Xn, n<Z)が正規過程の場合,
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(3.2), (3.6)式より

～/2

z(xl,X2,･･･,X") -log(2汀e) ,ルIS^(与
■′2

z(sxl,X2,･･･,XJ -log(2wc) rnISshW･l主(4.13)

である｡ (4.13)式の右辺のIS"[は(3.6)式で定義した

系列相関行列式であるが, lS8hWnlは(3.4), (3.5), (3.

6)式より

IS"shWI -

pl･･･P"-2 P"-lS

l･･･p"-3 Pn-2'

p#-2 P"-3･･･1 plS

p"-18 p"-2S･･･pIS 1

で与えられる｡ここで

∑ (SX,･-FL) (X.･+I-FL)

plc-1im
〃-∫ (〟-∫)β2

(4.14)

(∫-1,2, ･･･〝-1)
(4.15)

である｡

定常正規過程(X" net)が重マルコフ性を有するた

めの条件は

lS桝l≒IS必一hW[

かつ

ISn'''J
-lSh''Es加ガr

(i-1,2, ･･････)

が成立することである｡

(4.16)

(SX,.)と(Xi, iEZN)はシャフ1)ソグ･プロセスの意

味から独立となり,

PLS-0 (I-1,2, ･･･n-1) (4.17)

となる｡
/＼ /＼

βfを標本相関行列の要素とすれば, βfの漸近分布は多

変量解析論8)により

p7-N(p,,i#)
(4･18)

で与えられる｡ここでN(a,b)は平均a,分散bの正規

分布を意味する｡ (4.17)式を(4.18)式に代入すれば,

p7s-N(o･古)
(I-1･2,･･･n-1) (4･19)

が得られる｡

次にシャフリング･プロセスを(4.16)式に適用する

場合,次の2通りの場合分けが考えられる｡ (4.14)式

のp/を確率変数と見なし, ylと表わすと,

(S*山〃J-

i pI P2･･･P"-2 y"_1

pl 1 pl･･･P.-3 y._2

p.12 P"-3 P.-4･･･1 yl

y.-I y,,_2 y.-3 yl 1

(4.20)

となる｡

(a) E(y.･yj)≒0 (l',)'-1,2,･･･,n-1でi≒j)場合

m重マルコフ性を仮定して, SX]の後にm個の変数

(Xt+1, Xt+2,･･･,X].J, (i-1,2,･･･,N: m-1,2,･･･)杏

付加する｡ (4.15)式より
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蛎古蓋(sx-p)
(xL..･-〟)/㌔

(i-1,2, -,n-1)

とお桝i', (4.19)式より

E(yE) %O

E(SXriL)
2-o2

である｡さらに(SxL)と(X).1, X].2,-,X].h,)は独

立となることがら

E(y･.y,･)

-一志E
(SX,-p)2E((X,.i-〟) (XL,-P))

-甘･去岩(xL･･･-P)
(XL･,･-P)

1

-NI pt←JT (4･21)

(4.21)式のpI,A_jTはオーダーIi-jJの系列相関係数

で,次式のように定義される｡

l

PJ I.-jL=

lS"-1t-

また

pトi, (i>j)

p,･_,･, (j>i)

1, (i-J)

1 pl･･･P.-2

pl l･･･p"-.3

p"12 P"-3･-1

の(i,J)要素の余田子をAljとすれば,

〝-1

1SnshW( = IS"1 I

~是ヂ･･,･y･･yj

(4.22)

(4.23)

さらに(yl,y2,･･･,y._1)の共分散行列は

(ljVPI

I-,･.)
-lN(S-1)

であるから

(志pfi-,･.)-1-N(Sn-1)-1-N牌T)
≡N(AE,A)

であることがわかる｡すはわち(A,･,･)-(Sn-1)~1である｡

IS･-〃J

-lS･-1L-iTif=lrAL,y･･yj
(4･24)

ここで

1

yF苛Z･. (4.25)

と変換し,確率ベクトル(列ベクトル)

Z- (Zl,Z2, ･･･, Z._1)I

と表わす｡ここで添字tは転置を意味する｡ Z平均値は

E(Z) -0

ここで〃はゼロベクトルを表わす｡また

E(ZZL) - (S"1)

で与えられる｡

(4.24)式は
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ls･shWl - [S-1

l一常某.AEjZ･･Z,･
-lS"-ll (1一紹f･'jZ･･Z,･)

(4･26)

となる｡

ここで述べた(α)の方法は(4.21)式からわかるよう

に確率変数列

(SXL, XL.1, X,.2, ･･･, X,.A

(l-1,2, ･.･,N : m-1,2, ･･･) (4.27)

からpIS,p2S,･･･p.-l3の計算をする｡このとき(4.27)読

で用いられるシャフリング･プロセスの系列

(SXl, SX2, ･･･, SXN)

は(4･21)式からわかるようにpIS, p2',･･･,Ps.Ilのおの

おのの計算に共通に使用される系列となる｡

(a) E(y,･y,･)-o (i,i-1,2,･･･,n-1で!≒i)の頃合

(4.23)式はそのまま成立するから

rnエロ

ISnshWf - lSル~1ト.e･=fE,･y･･y,･

から(4.26)式と同じ形

IS"shW[-iSn11=ト紹IA･'J'Z･･Zj)
(4･26),

が導かれる｡

ただし(4.25)式の変換により,

E(Z) -0

E(ZZ,) -I

ここで∫は単位行列を表わす｡ (4.26), (4.26)'式は行

列の計算より次のようにしても求められる｡

(4.20)式は行列の分解により,

IS"山ffl
-1S方~l=1-YE(S"-1)-1YZ

で表わされる｡ここでYはy.-1,y._2,-,ylを成分とす

る列ベクトルである｡ (4.25)式を適用すると

lS･shWJ-lSオー111-ZL瑞江zl(4.28)

(4･28)式の(トZL理詰ユz)はスカラー量である
から

IS"shWl-lSn-ll(卜ZEiWz)(4･29)

となる｡ (4.29)式は(4.26), (4.26)'式と等しい｡

次に(a), (b)の場合について, lS"s対′[の分布を求
/＼

める問題はptを定数とすれば, (4.26), (4.26)', (4.29)

式で, Z-(Zl,Z2,･･･,Z._1)Lのみが確率変数となる｡し

たがって

i-N
ZE (Sn-1) -1Z (4･30)

の分布を求める問題に帰着する｡

(4.30)式を確率ベクトルZの2次形式6)として

n-1
Q (Z) ≡

ZLA'Z=,I,;=1a･･jZ･.Zj(4.31)

と表わして以下の展開をする｡ここでA'は(nll)次の

対称行列とする｡ Zの平均値は(a), (a)のいずれも0(ゼ

ロベクトル)である｡ Zの共分散行列を,一般にVとす

ると, Zの確率密度関数は

p(z) - (2n)-主em [vl~与epx (一昔zLV-1Z)
で与えられる｡ Q(Z)の分布を P〔Q(Z)≦l〕 (実数1)

とすると

p[Q (Z)

≦}〕-Jzt^,2≦j
A (Z) dZ

の(nll)次元積分をすること,すなわちdZ-dZl,dZ2,

dZ3･･･dZ乃_1である｡共分散行列Vは正値定符号でかつ

対称であるから

V= LLL

と書ける正則な三角行列上が存在する｡エの正則性よ

り

Z'=L~1Z

と変換することによって

ZuZ'-ZIVLIz, IVl-[LJ2

したがって

p[Q (Z)≦l〕- (2汀)一主仙)

I2,,(i,A,L,I, <}eXP (-iz"z')dZ'

行列 LLA'L の固有値の対角成分からなる行列を^ と

し, ^をつくる固有ベクトルからなる行列をPとおく｡

このとき

PLLLA'LP
-A

が成立する｡ここで変数変換

W=PZ'

とすると

p〔Q (Z) ≦lト(2w)一主(n-1)

Iw,^w<}exp(-iwLW)dW'4･32'

となるから, Q(Z)の分布はQ(W),すなわち

Fil-"

Q (W) - WL^ W-∑].･W.12
i=1

(4.33)

となる｡

ここで W,･は独立な正規分布N(o,1)に従う確率変

数である｡ }l,l2,･･･,ち_1は行列LtAL,すなわち VA'

の固有値と等しい｡上述までの結果を(α)の場合,す

なわちE(Z,.Zj) ≒0の場合に適用すると,

V-E(Z'Z) - (S乃~l)

であり, (4.26)式で

A'- (S"ll)~1

(4.34)

(4.35)

となることから, (4.33)式の固有値Il,)2,･･･ん_1を求
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めるため, (4.34)と(4.35)式の横を計算する｡その

結果

T7:A'-I (単位行列)

となり, (4.36)式の固有値は

Il-l2-l3-･･･-i"_1-1

となる｡したがって(4.30)式は

古zL(Sn-1)-1z-古君w･･2
(4.38)

となる｡ Ⅳ′は独立な正規分布Ⅳ(0,1)の変数であるか

ら自由度(n-1)のX2分布となり

1措wE2-蘇-12
(4･39)

が得られる｡

次に(a)の場合,すなわち E(Z,･ZJ)-0の場合に適

用すると

V'-E(ZZl) -I (単位行列) (4.40)

であり, (4.26)'式で

A'- (Sh-I) -1 (4.41)

となることから(4.40)と(4.41)式の積は

VA'- (S"-1) 11 (4.42)

となる｡ (4.42)式は(S"~1)が正値定符号であること

から

(S"~1)-B'B

の行列の横に分解される｡したがって

(S"I) -i- (BLB) -i-B-I (BL)-I

さらにBが-ルミート行列であることから

βI=β

(S"~1)-I- (B-1)2

となり, (Sガ~1)-lも正値定符号となる｡また(S"-1)が

対称行列なら(S"~1)~1も対称行列であることが容易に

示されることから(S"-1)-lの固有値),･は

),>0, (i-1-n-1)

となる｡したがって(4.33)式より

n-1

Q(W) -∑
lLW.･2, i.･>0 (i-1-n-1) (4.43)

Jl=1

の分布を求める問題に帰着する. (4.43)式の分布を求

める問題はRobbins等s)によって解を求める1方法が述

べられているが,ここでは(4.43)式の分布をガンマ分布

を基礎としLaguerre多項式による展開を行う｡10)上述

までの展開から(4.43)式の値が正の値のみをとる分布

であるo このような分布は,一般に確率密度関数をf

(x)とすると,

f(x) -fb (x,1) (ao+algl (x)+a2g2 (x)+･･･

+a).gh (x)+･-) (4.44)

と表わすことができるo ここでfb(x,1)はガンマ関数に

母数♂を導入し
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fb (X･e)

-蕗xb-1c--0
の関数fb(X,e)にe-1を代入したものであるc またaj

は

αJ=
(♪-1) !

j! (A+j-1) !
E (gj(x)) (4.45)

であり, gj(X)はLaguerre多項式で,次式のように与

えられる｡

go(〟)-1

gl (x)-X-P

g2 (X)- (x-A) 2- (x-p) -x

g3(X)
- (X-A) (x2-2 (b+1) (b+2)

-2 (x2-2 (A+1)x+A) -x(2x-2 (P+1))

一般に

gJ (X)-Xj-i (A+ill) x''-1

l･''(''-1)I(P+)'Tl)
(A+j二むxJ-2

2

である｡ (4.44)式で与えられる分布の上側確率は,

P(X≧x) -

I;
である｡しかるに

∫;

I (x)dx (4.46)

a,･ (i)fb(i,1) di-Pgj-1(A+O (x)fb'1(X,1)

で与えられるから, (4.44)式の右辺の項数を(k+1)個

もでとると, (4.45)式は

P(X≧x) -ao ∫;fA (i,1)di+Pfb.1 (x,1)

(al+a2gl(b'1) (x)+･･･+aAgh_1(b'1) (x)) (4.47)

となる｡以上の展開を(4.43)式に適用する｡ (4.43)式

のQ≡∑l.･W,12において, T-Q/C を自由度f のX2

分布で近似する｡まずTのキュミュラントを求めると

uJi.‥

K,I-2j-1 (j-1) ! ∑ (i,･/qj, (i-1,2, ･･･)
巧'1-u

となる. Tの1次と2次のモーメソトがX2 分布のお

のおののモーメソトに等しくなるように次式をつくる｡

n11

E(T) -Kl-= i.･/C-I
i=1

V(T) -K2- 2 ∑ i.12/C2-2f
JL=l

より

f- (∑},I)2/(∑lj2), c-∑)j2/∑},･

が成立する｡さらに

E(T-I) 3-8∑lj3/c3-8f∂

となるように∂を決める｡

次に変数Xが′ミラメータPの ガンマ分布に従うと

2Xが自由度2kのX2分布に従うことから,

♪-//2, r/2をガンマ分布で展開する｡

展開式は(4.47)式であるから,係数 αo, α1, α2, α3を

(4.45)式から計算すると,

αo-1, α1-0, α2-0

〟-1
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6♪(♪+1)♪+2)

4 (8-I)
3 (/+2) (∫+4)
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E ((喜一♪)3-2P)

これら式(4.47)に代入すれば,

p I;>xトJ詣古tble-･di
(♂-1)

3 (/十2) (/+4) ･下鼓xpe-x
(x212 (P+2) x

+(♪+1) (♪+2))

これより Tの分布の上側α点をTqとすれば,

㌔-2(1+
4 (a-1)

3 (I+2) (I+4)
(r2｡-2 (♪+2) r.

+(什1)
(A+2)))r･q

r.=xa2/2, P-I/2を代入すれば

㌔-(1+
∂-1

3げ+2) (♪+4)

+ (I+2) (I+4)
)I

I.2

となる｡

(x.4-2 (I+4) X.2

(4.48)

5.統計的検定

定常正規過程(X"net)がm重マルコフ性を有する

ための条件は, (4.16)式で与えられている｡実際の時

系列から,標本相関行初(S"), (n-1,2,･･･)をつくり,
/＼

その行列式を求める. (S")の要素である標本相関係数
/＼ /＼ /＼ /＼

pl, P2,･･･, P.-1を定数とみなせば, lSnlは定数となる｡

すなわち実際上は与えられた時系列から唯一に決定され

る｡情報と見なされる｡ (4.16)式の右辺すなわち, (4.
〈 /＼ /＼

17)式の要素pl,P2,･･･, P"_2 までは,同様に定数とな

り, (4.17)式ほ変数γ′の2次形式となる｡この2次形

式の分布は4.シャフ1)ソグ･プロセスの範で, (a),

(b)の場合わけで示した｡ここでは前節まで展開してき

た理論をもとにm重マルコフ性の統計的検定法を示す

ものである｡

(a) E(y,.y,･)≒o (i≒j)の場合

(4.26), (4.39)式より自由度 n11のX2 分布を

I"_12と表わすと,

ISThW"l
- LS^-1 Ifト音x"-12) (5･1)

で与えられる.しかるに実際の時系列からm重マルコフ

性を推定する場合

/＼ /＼ /＼ /＼

lS7nlキLSshW桝l, lSh'''l-lS山′′n'J'[(i-1,2,)

(5.2)

が成立するかどうかを検定しなけれならない｡

(5.2)式の後半の式に(5.1)式を代入すれば

l爺.･･i-lS^h･-ll il一古xw･-12)(i-1, 2,
-I

(5.3)

したがって

2_Xm+.･_1 - (5.4)

となり,有意水準αのX2分布の値をXル.,･_1"2 とす

れば,桝重マルコフ性を有するという帰無仮説に対し

Xホ+,･_1,.2<
IS^-.･･

l令･･･-I
)Ⅳ (5･5)

(ダニ1,2, -)

であれ,ばこの仮説は棄却される｡このときマルコフ性

の次数は(m+1)重ないしはそれ以上と見なされる｡

(b) E(yiy,A)-0 (i≒j)の場合

(4.43)式のQの上側確率のα点をQ.とおくと, (4.48)

式より

Qq-Cxj･q†1+3 (I+8271(+4)
(Xf･44

-2 (f+4) Xf,a2+ (I+2) (f+4)) ) (5･6)

で与えられる｡ここでXf2,.は自由度fの X2分布の

有意水準の値である｡ (5.6)式を(5.2)式の後半の式に

代入すると

IS^m'.-l- L3-.･'-1!il-古Qa) (5･7)

となる｡ (5.7)式より有意水準αの(5.6)式の値¢.

が, m重マルコフ性を有するという帰無仮説に対し

¢α< (ト
/＼

Sm+Jl
/＼

S加+''-1
)Ⅳ (5･8)

であれば,この仮説は棄却される｡このときマルコフ性

の次数は(m+1)重ないしはそれ以上と見なされる｡

6.むすび

マルコフ過程の研究は多くの人によってなされてい

る｡しかしながらマルコフ過程の基礎の概念であるマル

コフ次数の推定は遷移確率行列を構成する方法と自己回

帰系列等の次数の推定法が発表されているにすぎない｡

ここではマルコフ性の次数推定の問題が情報量の導入に

よって解かれることを示したo Kullback情報量および

Fisher情報量等4)も確率変数の分布の微少な変動に対し

て,きわめて感度の高い量であることが指摘されてお

り,情報量の考え方は,一般的統計問題に対して,役割

が大きいと思われる
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