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Various methods are known for finding the numericalsolution of unsteady
beat conduction problems･ These methods use digital and universal analog

computers and analog sim山ators.

The direct analog simulator of the heat conduction system is superior to

the others because the si2;e Of the simulator is easily enlarged and the computa-

tio皿al time is made rapid･ As an example, an imaglllary resistance furnace was

analyzed by our direct analog simulator. This furnace was
assumed to be

empty, long and either rectangular or cylindrical. Tbe outer surface was

assumed to be perfectly insulated? and the inner surface, to be supplied with a

constant beat flow･ Then we examined in detail the lumplng error
and tlle

errors of the value of the C and
R

established from the direct analog simulator

by a digital computer.

1.ま え が き

一般に非定常熱伝導問題の数値解法には種々あり,デ

ィジタル計算機によるExplicit, Implicit, Predictor-

Corrector, Runge-Kutta-Gill, Runge-Kutta-

Merson(1), Digital Beuken Model法(2),および汎

用アナグロ計算機,熱伝導系Simulatorによるものな

どがある｡これらの数値解法は,それぞれ長所,短所を

有するが,ディジタル計算機による数値解法に限定した

場合,多大の計算時間を必要とする｡従って,頻繁に熱

伝導問題を解く必要のある産業分野において,非常に経

済的,時間的制約をうける｡

熱伝導系Simulatorは単能ではあるが,製作費が比

較的安価で,換算係数を適当に選定することにより,容

易に計算時間を短縮できるから大型化,高速化が可能で

あり,勲定数が温度の任意関数である場合も模擬でき,

更に試行錯誤法的使用可能など種々の利点がある｡
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筆者等ほ,一定加熱電力密度供給で,外壁面完全熱絶

縁状態の無限長角柱抵抗炉の加熱過度問題を想定し,こ

の熱伝導問題を筆者等の考案した Direct Analog

Simulator(3)によって解析している｡その際, Direct

Analog Simulatorの集中定数化誤差およびC, R回

路素子値の設定値誤差問題を,ディジタル計算機を用い

て詳細に検討し,さらに,熱定数が温度に依存する場合

の非定常温度解について考察している｡

2.熱系の電気系への変換

一般的な熱伝導方程式と分布定数回路方程式ほ,それ

ぞれ,

v(Kvo) -sp∂0/∂tt

v( 1/RdVV) -CdaV/ate

と与えられている｡ここで,

<熱系> く電気系>

β:温 度 〝:電 圧
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s:比 熱 Cd:単位長当りの容量

p･.密 度 R,I:単位長当りの抵抗

K:熱伝導率 te :電気系時間

tt :熱系時間

であり, vはベクトル演算子である｡

(1), (2)式において, 0-v, K-1/Rd, SP→C,t,
tL→te

とすれば,熱系は電気系に変換できる｡本論文では二次

元熱伝導問題について論じるから, (1),(2)式は次式のよ

うに書きかえられる｡

∂/∂x(K∂0/∂x)+∂/∂y(K∂0/∂y)-sp∂0/atf
･-...･･ (3)

∂/∂x(1/Ra∂v/∂x)+ ∂/∂y(1/Rd∂v/∂y)

-C(IaV/ate･････････(4)

ここで, 0-o(x,y,tt),v-v(x,y,tL,)である｡

一方,熱流密度方程式と電流方程式ほそれぞれ,

KaO/∂x--Q (a:熱流密度)･･--･････---･-(5)

1/Rd∂v/∂x-1' (i:電流) ･･･-･.･･･-･･-----(6)

であり, (4), (6)式に換算係数m, n, pを導入すると,

∂/∂x(1/mR,1∂(v/♪)/∂x)+ a/∂y(1/mR(i∂(v/P)/∂y)

-ncd∂(v/♪)/∂(mntp)-･･-.･･--･(7)

1/mRd∂(v/P)/∂x--i/mZ, ---=----･･･････(8)

とな?7-i3p:･te'S'=i',7たp'･8'芸竺1b,-:R{d,
SP-nC(I

)･ ･ ･･.

I(9,

とおけば,熱系は電気系に完全に変換され, ∽, ", ♪は

任意に選定できる｡

3.熱定数が温度に依存しない場合

燕定数一定とすれば(3)式,内壁面一定熱流密度Qo供

袷,外壁面完全熱絶縁の境界条件と初期条件から次式を

うる｡

∂20/∂わ-K/sp(∂20/∂x2十∂20/∂y2)

(
0∠x∠ll

O≦≦y∠ll十l2

KaO/ax--Qo at x=0

∂0/∂x-0 ai x=ll

------(1q)

0(x,y,0)-0

いま,

¢-a/or, o,-Qoll/K, r-tt/tr, tr-spl12/K,

x-x/ll, Y-y/l1, l2/ll=5/3

とおけば, (10)式の熱伝導問題ほ無次元化され,次式をう

るQ

叫/∂T-∂2声/∂X2+∂2¢/∂Y2.I.･･････--･-･---･･ (ll)

(
0∠X∠1

0∠Y≦≦8/3

叫/∂X--1 at X-0･･-･･--･･･---････(12)

awax-o at X-1･.･.････････････････-･.･･.(13)

¢(X,Y,0)-0

(ll)式を差分方程式化すると,

(れJ., k.1-?i, ], k)/Ar+0(AT)

-(如十1, )I, k+如_1, j,^･--2?i, J., A)/(AX)2

+(?i, j.1, k+,iii, )･--1, k-2如,
)･,

k)/(AY)2

+Eri(JX)+Eri(AY) ･･---････-･･--･･･(15)

となる(第1図参照)0

ここで, AX-1/N, AY-5/3M,ただし, NほX方

向の等分割数, MはY方向の等分割数であるo

N+1,

Y
2,M十2

Y-5/3

I,M-トt

I,M

I,M-1

I,2

l,i+l

i--1｣ lⅠlI+l)

i,)--1

Bl ∠､＼X

Y-0
り2,ー-N,I N+I,

X-0 I
X-1

■

Fig. 1 Cross section of rectangular

cylindrical
furnace.

(15)式において,微小項を無視し, AX-AYとすれば

次式をうる｡

?L･, j, k[1-(1-41)礼)., k+i(如+1, }･,k

十¢lー1, )., A+れ)1. 1, k十?L･, j--1, L･)
･.･･･-･ (16)

(
i-1, 1∠)-∠M+1

i-2, 1∠j∠M十2

i-N+1, 1∠j∠N+M+

ここで, i-AT/(AX)2であるo
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(12),(13)式を差分方程式化し,徴ノ｣＼項を無視すると, (17),

(18)式をうる｡

如, j, Ll-¢2, j, A+2∠JX
al X-0･･--I.･-(17)

(1∠).∠N+ 1)

¢N-ト2, )･, A-丸Ⅴ, )･, A at X-1--･･･-･･･････(18)

(1_Zj∠N+M+ 1)

さらに,炉内壁温度分布の対称性から,

9ii, 2, k-れo, A at Y-0---･--･･--･･ (19)

(1≦≦i∠N+ 1)

･?1, JI+2, A-?2, ^1+I, k

¢2,.1'Z･8,
k=如,

M･2'k

¢N+.4L+1, A-¢N+1, N+M, A

をうる｡

･･････-･･･････.････････.･･ (20)

4.集中定数化誤差

熱伝導問題を解く場合,等分割数を増すと解の精度が

良くなることほ,もちろんであるが,解の収束性により

ある値以上に等分割数を増加させても,解の精度はそう

良くならず,ディジタル計算機を用いて解く場合の計算

時間と CR回路網で模擬する場合のC, Rの素子数が

非常に増大する｡それ故,熱伝導方程式の差分方程式化
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における最適な等分割数を決定することは,非常に重要

である｡

(16)-(20)式,第1図とディジタル計算機を用いて,如,1

(炉内壁中心部)とh,.Il.1 (炉内壁隅部)の過渡解を

算出し,それぞれの昇温特性を等分割数N, Mをパラ

メーターとして図示すると,第2図,第3図がえられ

るo

¢T71･NについてN--,
M-- (Explicit法による

数値解, AX-AY-1/24, AT-0.00042)の場合の¢冒:冒

を基準にし,これに対する¢平iNの集中定数化誤差曲線
を図示すると,第4図をうる｡第2図,第4図より,内

壁中心部の過渡解を求める場合, 〟-6, 〟-10で充分

であることが知られる｡内壁隅部においては,幾分収束

性が悪いが,これほ第6章で述べるように,隅部におい

て,適当に差分方程式を修正すれば,内壁中心部の収束

性と同様な俸向を有し, 〟-6, 〟-10で充分になる｡

なお,隅部において修正差分方程式をもちいたディジタ

ル解を一点鎖線(〟-3, 〟-5)および破線(〟-9,

〟-15)で示している｡

0.04 0.08

1

Fig. 2 I)imensionless temperature vs･ time curves computed by digital

computer for node (1, 1) as parameters of N and M･
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Fig. 3 Dimensionless temperature vs･ time curves computed
by digital

. computer for node (1, 〟+1) as parameters of 〟
and 〃･

8

×
8 -

8L -A

臣空

iZ?

≡ -

Z -

i喜ヨ

≡

.8

-

8^ --

i蔓ヨ

＼
＼

‡.~--
_

㌔.＼
で

Fig. 4 Lumping error at node (1, 1) as parameters of N and M･



名古屋工業大学学報 第23巻(1971)

5. C,Rの設定値誤差

CR回路網において,正しく設定されなければならな

いC, Rの値が,若干の誤差を含んで設定された場合,

解にどの程度の影響をおよぼすかを,ディジタ/レ計算機

を用いて検討した｡

等分割数N-6, M-10,のCR回路網において,

C-Co, R-1.05Roと設定された場合と正しく設定(C
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-Co, R-Ro)された場合の内壁中Jb部の昇温特性を,

まとめて図示すると第5図をうる｡この図より,温度誤

差ほTが0.02以上で3パーセンTt以下であることが知

られる｡この傾向ほ一次元熱伝導問題と,ほぼ同じであ

る｡それ故,すでに筆者等が報告したようにC, Rの設

定値誤差を高々(1ARol+ lACol丈100%)と評価してお

けば,まず充分である｡ここで, ‡ARo), lACoIはR,

Cの設定値誤差である｡

f

Fig. 5 Influence upon solution produced by percent error

of R established, AR.

6. Direct Analog Simulatorの回路構成

二次元熱伝導問題を電気系に変換すると次式をうる｡

∂/∂X(1/Rd∂v/∂X) + ∂/∂Y(1/Ra∂v/∂Y)

-Cd∂v/∂te･-････-.(2カ

(
0∠X∠1

0∠Y∠8/3

1/Rd∂v/∂X--io at X-0
･-･･････-･･･--但2)

∂v/∂x-0 at X-1 I-･-･-･･--･･･鰯

v(X,Y,0)-0

(2t)式を差分方程式化すると

Ci,jdvi,]/∂te- (vi,]+1-Vi,])/(Ri,]+Ri,j+1)+ (vi

+1,).-Vi,])/(Ri, ]+Ri+1,])
+ (vi,j_1-Vi,]) /

(Ri,)+Ri.]_1)+ (vi_1,)･- VS,))/

(Ri,j+Ri_1,i)･･･-CZ5)

となる(第6図参照)｡

ただし,微小項Eri(Ax), Eri(Ay)ほ省略している｡

熱定数を一定とすればCz5)式は,次式のように書きかえ

られる｡

Cdvi,)/die- (vi,)I+I- Vi,))/R+ (vi+1,]-Vi,j)/R

+ (vi,]-1-Vi,j)/R+ (vi_1,]-Vi,))/R---鮒

ここで, R-RdAX, C-CaAXである.
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Vi,i+1

Ri,)I+I-Ri.j+I

日i,j+]Ri,j+1

ト1,jRi-I,i

ト1,)Ri,)Ri,]Ri+1,i.Ri+1,

i-ー,】Ri-ー昌'i,JRilt;Ri'しiRiv'ili
Ri,i-1Ri,J-I

Ri,｣-1Ri,J-1vi,J-1

i-1 1 i+I

Fig. 6 Mesh points of CR networks.

CZ6)式から,境界を除くノードのすべてのノード間の抵抗

及びノードの容量値は容易に求められる｡

ノード(1, 1)における,差分化熱流密度方程式は

次式で示される(第7図参照)0

Qo+K(08-01)/AX+K(e2-01)/AX

-SPAX/2･dOl/dtL･---････(抑

ただし, β1-♂(1, 1), ♂2-♂(2, 1), ♂3-♂(1, 2)で

あり, Z軸方向は単位長である｡

q7)式を電気系に変換すると次式をうるo

io+(v3-Vl)/RdAX+(v2-Vl)/RdAX

-COAX/2dvl/dtど--･･.(28)

さらに, R-RdAXであるから(28)式は

io/2+(v3-Vl)/2R+(v2-Vl)/2R

-C/4dvl/dtc-･･.･･.-･但9)

となり,第8図をうる｡
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Fig. 7 Boundary condition of node (1, 1).
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%,c'4
Fig. 8 CR networks of Fig. 7.

ただし, vl-V(1, 1), v2-V(2, 1), v8-V(1, 2)で

ある｡
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Fig. 9 Circuit of direct analog simulator.
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Fig. 10 Dimensionless temperature rising curves computed by digital

computer and direct analog simulator･

0.04一 0.08･
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.1

Fig. ll Dimensionless temperature rising curves, here heat property is

independent or depend upon temperat11re･

境界のすべてのノードにおけるノード間の抵抗および 順で容易に求められる｡

ノードの容量値は,ノード(1, 1)の場合と同様な手 (26)式と,すべての境卿こおける差分化熱流密度方程式



234 Bulletin of Nagoya lnstitute of Technology Vol. 23 (1971)

により, CR回路網が構成される.

等分割数N-6, M-10のCR回路網(第9回参照)

によって,炉内壁中心部と炉内壁隅部の昇温特性を算出

し,ディジタル計算機解と比較検討するため,第10図

に,いっしょに図示している｡この図から, Simulator

解の精度は非常に良いことが知られる｡

7.熟定数が温度に依存する場合

熱定数すなわち,熱伝導率K,体積比熱spが温度に

依存する二次元熱伝導問題は,すでに筆者等が一次元熱

伝導問題の解法の際に報告したように,ノードの電圧変

化に応じて,折れ線近似したC, Rをそれぞれ変化させ

ることにより,非定常温度解をえることができる｡

参考までに, 〟-6, 〟-10の場合について,熱定数

一定の場合と熱定数が温度に依存する場合の内壁*,b部

のディジタル計算機解を第11図に示しておく｡

8.あ と が き

二次元熱伝導問題を,境界条件として,内壁面一定熱

流密度供給,外壁面完全熱絶縁を想定して, Direct

Analog Simulatorにより解き,良好な精度の非定常

温度解をうることができた｡他の二次元熱伝導問題も同

様にして解きうる｡
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