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The fundamental equations in this paper including a parameter showing the initial yield

of tllin finite cylinder under internal pressure are obtained by uslng Mises'yield condition･

A cylinder of mild steel, 210 mm in radius and 7 mm in walトthickness, is taken to

apply the equations. Two cases are considered about the cylinder : (1) the axial

tension is equal to zero, (2) the axial tension is equalto Pa/2 where ttP= represents

the internal pressure and
tta" the radius of the cylinder.

1.緒 言

内圧を受ける円筒容器の問題は,従来弾性的に取扱わ

れて来ているが,弾塑性変形vL対する解析は未だ余り行

なわれていないようで,現在では主として極限解析によ

る結果1)および硬化材料よりなる円筒の研究結果2)が得

られているVLすぎない｡本研究では軟鋼のように降伏点

を有する材料でできた両端支持薄肉円筒が内圧VLよって

変型するとき,塑性域がはじめて出現するときの問題を

考えた｡

2.塑性域出現の変数を含む基礎方程式の誘導

薄肉円筒について図1 VL示す座標z, o,およびx

を考え, zは板厚2hの中央面から同筒中心軸向きに正

値をとり, x(ま同筒中心軸長さの中央を原点とするo
x

およびo方向の曲率およびひずみ成分をαx, αo,
exお

よびeoとし, xおよぴz方向の変位をuおよびwとす

ると次のような関係式が成立する3)｡

d2w
ax=--

dx2

･r

-I(;:.I,
W

ee=--

α

またxおよびo方向の応力成分をo･xおよびo･eとする

と,これらは次のように表わされる｡

o･x-2G(ex+zαx+ v(ee+zαo))/(1
-

v)

o･o-2G(ee+zαe+
v (ex+zαx))/(1

-

v) )
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･--(4)

ここでαx, αo,
exおよびee vL_ソコロフスキイの表示

≡;-‡Ao

…言-IAl

ここに

Sln J⊥

COS P

sin(中o芋〟)
COS 〟

sin(4,1芋
COS Il

2Vl-v+v2

I
∫
-･･-･----･----･(7)

γはポアソン比

を用いれば相当応力o･-は次のように表わされる4)0

言- 2
､/すGv'Ao細

耐･･･(8)

ここVL馴ま横弾性係数である｡

Al, Ao, 411および4,oは(5), (6)および(7)式v-よ

り α∬, αβ, β∬, β♂ およびγと関係づけられる童であ

る｡

円筒の材料はミーゼスの塑性条件 言-vすk(k-o･s/

～/育,
o･s :単軸引張りの降伏応力) vL_て塑性状態に移る

ものとすれば,断面における弾塑性境界の位置は式(8)か

ら得られる次の式の2板として求められる｡

･2x2+2αxcos(中1一中o)･ 1

-(読)2
---(9)
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Fig･ 1 Cylindrical shell with supported ends and its co_ordinate

ここに
x-a/h, α-h･Ao/Al

したがって,この式をXについて解いた2実根のうち

絶対値の小さい方が1VL等しくなったとき,断面に始め

て塑性域が出現することになる｡また,言-～/すkにて

弾性域が塑性域に移行するから,純弾性域内で表面X-

±1においてT-vすkS (1≧S≧0)とお桝ま, Sが

1に達するとき板の表面に塑性域が出現することにな

る｡ゆえに

F(±1)-ノα2±2αcos(4,1-4,o)+ 1 ･････････････(10)

とおき,さらに円筒の内外表面x-±1のSの値をそ

れぞれS+1およびS-1とお桝f, (9)式から板の表面

における塑性域の出現を示すパラメ-タSを含んだ次の

ような関係式でAlとAoを表わすことができる｡

Al-

Ao-

kS+1

+1) 2GF(ll)

2GkF(+1)

･･････.･･-････････････(ll)

2GkhaFS±1,
･････････.--.････-(12,

肉厚2hの円筒の断面V-はたらくxおよびo方向の単

位長さ当りの張力および曲げモーメントをTx, Te, Mx

およびMoとすれは

Tx-4hG(ex+Pee)/(1-v)

Te-4hG(ee+vex)/(1-v)

Mx-諾覧(αx･vαe)

Me-諾覧(αo十vαx)∫
･･･････････････.････････(13)

であるから,式(13)v- (5), (6),(ll)および(1Z)を入れると,

次の式がえられる｡

Tx-4kh cos(4'1+7f/6) S+1/F(+1)--･････--(14

Te-4kh
cos(41r7t/6) S.1/京(+1)･･-･･---a5)

Mx-4kh2
cos(4Jo+7(/6) S.1α/(3F1+1)) ･･････u6)

Mo-4kh2
cos(4,o-7{/6)S十1α/(3戸(+1)i ･･････(17)

内圧Pをうける半径aの薄肉円筒の微小変形を考える

とき,その読板にかかる内圧が軸方向張力に転化される

と考えられる場合,およびこの張力がない場合は次の式

が得られる｡

Tx
-P7ta2/27ta-Pa/2
Tx- o )･--･･･-･----･-･･a8)
薄肉円筒の平衡方程式およびひずみの適合条件式は次

のように表わされる2)0

普+A-pα
d2eo_ αx

dx2 a

式色別こ式(14)を,式(20)i,こ式a5)およびu6)を,また式(2tlに式

(5),(6), (ll)および(12)を代入し,さらにX-ノ面Tk･x/h
によって∬を無次元化すれはそれぞれ次のような式をう

る｡

d

-(Lip-I

;!･.1t:･=

(cost+1･÷)A,-)-0 --･････-･-･･e2,
cos(4,1 -7t/6)

S十1

cos(ilo+7t/6) F7l+)

4cos(4Jo+7t/6)

-J'.Iy=:JT(sin(+1･p)諾右)-一芸
･

sin(中o-p)鳶右-･･････-･e4J
これらの式は塑性城出現のパラメ-タSを含む純弾性

状態の基礎式である｡

内圧をうける薄肉円筒の微小変形を取扱う場合は,
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αo-o とおくことができ,また2:は中心軸向きを正に

とるゆえ･

αx-名諾<oと考えられるoしたが-て･式
(5)より

4･o-(2no+1)7(-p, no :整数--･･･-････-･･･~･･.･e5)

となり,中oは常数となる.

ゆえvL_式ei), (29および朗の3式をパラメータS,
α

および中1について適当な境界条件の下に解けは,式

(5),(6), (ll)および(1Z)よりひずみおよび曲率成分が求め

られ,式(4), (1i),a_5),u6)および(17)により断面にはたら

く応九張力および曲げモーメントの成分を求めること

ができ,またひずみ成分より式(2)および(3)を用いて∬お

よびz方向の変位を求めることができる.

3.両端で単純支持され,内圧をうける薄肉円筒の解析

基礎式eE), (2Sおよび幽は無次元化された軸方向の長

さXに関する S, α および4Jlの2階連立微分方程式

である｡これらの基礎式は解析的vLは解けないので,
R･

K.G.法を用い電子計算機HIPAC IO3によって数値的に

解いた｡

塑性域出現荷重を求めるためには,中心軸の中央VLあ

るXの原点よりはじめてこれらの方程式を解き,内外表

面のどこかでSがちょうど1に達するような場合の解を

求めればよい｡数値解析にあたっては,式中の材料に関

する定数G, kおよびvに対し軟鋼の場合を考えて,

G-8. ×105kg/cm2, A-2. ×103kg/cm2, v-0･28を

用い,また円筒は肉厚2h-7mm,半径a-210mmの

ものを考えた｡

この計算例としてはTx-0およびTx-Pa/2の2っ

の場合vLつき,軸方向の全長eが板厚の10倍以上につい

て考えた｡

この場合には円筒の壁の内圧V-よる曲げ作用に対し,

せん断力の影響が小さいものと考えられるからである｡

3･1 Tx-0の場合 ここでは内圧により, a-0

においては, Te>0と考えられるから,式(14)および良5)

より, cos(4,1+7t/6)-0 およびcos(4Jl-7{/6)>0
な

る条件がえられ,これから次の値をうる｡

4,1-2n17t+7t/3
nl :整数-･･･-････-････---(26)

したがって,求めるパラメータはSおよびαの2個の

みとなり,また式¢2)tま恒等的に満足されるから,式(29お

よび朗の2基礎式を解桝まよいo式(ll)は次のように表さ

れるから
1

S十1/(α2+2αcos (4,r中o)+1)i-s-1/(α2-
1

2αcos(4,1-4,o)+1)ち

この式を変形すれば, m-S-1/S+1とおいて,

(1-m2)α2-2cos(4,1一中o) (1+m2)α+(1-m2)- o

･･････鰯ここで4,1と)oは定数であるから,この式に

ょりαはmの値によって定められるo

197

このαはまた常に実数であるから,式㈱の判別式Dは

零または正,すなわち次のようになる｡

D-cos2(4,1-4,o)(1+m2)2-(1-m2)2≧ o -･-eg)

この式に式但5)および(26)を考慮すれば,叫ま次のよう

になるべきである｡

m≧v/(1+cos(4,1 -4Jo) )/(1-cos(4,1
4,o)≒0.778

-

･(30)

したがってX-0 におけるmの範熟ま次のように定

められる｡

1 >m>_0. 778

同じmの値に対しαは2つの値

α - (cos(4,1-4,o)(1+m2)±

v{o帝打二前ラてr+ m2)
2

-
(1 m2)2)/(1-m2)-･(32)

がえられるが,根号の前で正符号をとる場合には得られ

る全長が板厚VL比し短かいので,例としては取扱わない

で,それが負号をとる場合のみ計算を行なった｡

S十1-S_1のときは特別の場合であって α-0 とな

る｡一般には, X- 0 V-て最初に塑性域が出現するから,

ここで, S+1-1とおいて解くことができるが, αが0

に近くなると必ずしもそうでなくなり,
S'1-1はXの

o以外のある値にて1となるo したがってこの場合には

x- oにおけるS+1の値は試探法により淀めなければな

らない｡

次に支持端においてはMx-w- 0なる条件を満足す

べきであるから, Mx-0となるときw-0となるよう

にするためには,式(32)および(Z3)中にあるk･h/P･aの値

を適当に定める必要がある｡更にk･h/P･aの値が求ま

ればk, hおよびaが与えられているから対応すを塑性

域出現の内圧psの値をうることができる｡

3･2 Tx-Pa/2の場合o この場合は式(14)において

4'1は一定値となりえないので,基礎式e2), (2頚および糾

の3式を解かねはならないo n-S'1/S-1とおけは式

(抑より

(1-n2)α2+2cos(4,1-4,o)(1+n2)α+(1-n2)-0-(33)

を得ることができ,これからαの値はnと4'1によって

表わされる｡このαも常むこ実数をとるべきであり, nと

4,1の値の関係は次の様になる｡

1 >-n≧v/
1 +cos(4)1-4,o)
1 -cos(4,1-4,o)

･--------･･--糾

よって(39を満す様なnとV,1に対し, αは式朗の根と

して次の様vL与えられる.

≠-1の場合, α-0

n≒1の場合,

α

-(-cos(4Jr4Jo)(1十n2)±

ノcos2(4,r 4,o)(1+n2)2 =L行二nr21ラ可/(1

n2)i

･･･(39

ここでも根号の前が正符号の時はT,-0の場合と同

じく得られる全長が小さいので,これは取扱わないで負

号の時のみ計算を行なった｡
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軸方向張力のあるこの場合,一般に全長が短い時は中

央多側表面から塑性域が現われるので, X- 0にてS-1

-1とおくことができるが,全長が長くなれはX-0

以外の点でS_1-1となる｡ゆえにX-0のS-1の値

は試探法により求めなければならない｡

次に円筒の支持端V-おいてMx-w-oとなり,また

先に得られたS+1およびS-1に対し条件式糾が満足され

るようX-0における4,1の値も試探法にて定めなけれ

ばならない｡

ここに求められたS十1, S_1および中1により,式(也

および(籾を用いて, kh/Paの値が定められるから, A,

Tx-0

h,およびaが与えられているので,この場合の塑性域

出現の内圧Psを知ることができる｡

4.計算結果および考察

数値計算の結果は2種類の軸方向張力に対応して,

Tx- oの場合VLは全長85.4mm, 117.Omm, 134.6mm

155.1mmおよび186.9血mに対し, Tx-pa/2の場合

には全長99.8mm, 113.2mm, 130･Omm, 152･2mm

および186.9mmに対して求められた｡

これらの計算結果を次の表1および図2ないし図12に

示す｡この図VLおいては横軸xは全長の中央を原点とす

る軸方向長さを示す｡

Table 1 Results of calculation for Tx-0 and Tx-pa/2

Radius : 210 mm, Thickness : 7mm.

図2および3はTx-0およぴPa/2のおのおのに対

する塑性域出現パラメータS士1の分布を示す.

図2によれはTx- 0の場合は全長が短い時は塑性域

は中央内側表面に現われるが,全長が長くなると塑性域

は中央でない点の内側表面に現われる様v-なり,例えば

全長186.9mm の時には中央から 42mm 離れた点の

内側表面で塑性域が現われる｡このとき中央のSは内外

表面共S-0.9663となり,内圧は計算結果より102.7

kg/cm2 となる｡

Tx-Pa/2の場合FL-は,図3からわかるように全長が

短いときには塑性域は中央外側表面に現われるが,長く

なると中央でない点の外側表面にこれが現われる様にな

り,全長186.9mmとなると中央から53mm離れた点で

塑性域が現われる｡このときの中央のSの値は内外表面

共0.950となり,このときの内圧は計算結果より117.8

kg/cm2 となるo

一方無限長の薄肉円筒がフープテンションV-より降伏

する場合を考えると,このための応力が降伏応力V-到達

する場合の内圧は通常の取扱いでは

Tx-0 の場合は

o･e-Psa/2h,ゆえに
Ps
-2h･v'すk/a-115. 5kg/cm2

I.=l86.9
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Fig. 2 Distributions of parameter s+1(inner

surface) and s_1(Ollter Surface)･
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Fig. 3 Distributions of parameter s+1 (inner

surface) and s-1 (outer surface)･

(Tx -pa/2)

またTx-Pa/2のときは

言e-psa/2h,およびo･x-o･e/2,ゆえに
1

蒜-(o･x2-o･xo･e+o･e2)ち-～/すo･e/2

ここVL言-Jすkであるから

o'o-2k

Ps-2ho･o/a-133. 3kg/cm2

となる｡これらを上述の有限長さ両端単純支持円筒の塑

性域出現内圧の値と比較すれば

Tx-oの場合102. 7kg/cm2/115. 5kg/cm2-=o. 889

Tx-Pa/2の場合117. 8kg/cm2/133. 3kg/cm2-o. 784

となり, Tx-0の場合には約11%, Tx-Pa/2の場合

には約220lo低い内圧で塑性域が現われる｡かような傾向

は端が単純支持されたとき,その近くの曲げモ-メント

の作用でおこる端効果を表わすので,内圧をうける薄肉

円筒の強度設計上注目すべき点である｡

図4は円筒の全長とそれVL対応する塑性域出現の内圧

Psの関係を示したものである｡

図においては,同じ全長の値に対応する塑性域出現の

内圧Psの値はTx-oの場合より Tx-Pa/2の場合

の方が大きく,またいづれの場合も全長が大きくなるに

つれて大きくなり,全長が186.9mmのときTx-oでは

102.7kg/cm2, Tx-Pa/2では117.8kg/cm2となる｡

図5および6はT,-0 および Tx-Pa/2のおのお

のの場合について曲げモーメント〟∬の分布を示す｡

図5により Tx-0 の場合,全長85.4mm で中央の

∈
∈
ロヽ

｣亡

･=一

≡

199
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Fig. 4 Relations between the lengthof cylinder

and internal pressure ps at initial yield･
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Fig. 5 Distributions of bending moment Mx

at initial yield. (Tx-0)

s.1が1, mが(31)式の限界値に近い0･78のとき曲げモー

メン1- 〃∬は中央で絶対値が最大となれけれども,全

長がこれより長くなるにつれて曲げモーメントが最大と

なる点は中央から次第にはなれる｡全長が186･9mmの
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Fig･ 6 Distributions of bending moment Mx

at initial yield･ (T∬-pa/2)

ときには中央においてMx-oしたがって Mo-oとな

るo図6から考えられた例においては Tx-Pa/2の場

合にはMxの絶対値はいずれも中央から離れた点で最大

となる｡ T,-oの場合と同様全長が長くなると共にその

絶対値の最大となる点は中央から遠くなり,また全長が

186.9mmのとき中央でMx-oおよびMe-oとなる｡

図7および8はTx-o および Tx-Pa/2の場合の

】
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Fig. 7 Distributions of tension To at initial

yield. (T∬-0)

Toの分布を示す｡ Toは Tx-o の場合,常に中央で

最大,端で零になっているが, Tx-Pa/2の場合は中央
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Fig. 8 Distributions of tension To at initial

yield. (T∬-pa/2)

では同様に最大値をとるけれども,この軸方向張力があ

るため端において零VLはならない｡

図9および10は Tx-0および Tx-Pa/2の場合vL

おける円筒表面に塑性域が出現する時,板厚中央面の半

径方向たわみを示す｡いずれの場合も円筒の全長が長く

なるにつれ,円筒全長の中央VL塑性域が出現する内圧

1
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Fig. 9 Deflection w of the middle layer of

wall at initial yield. (T∬-0)

は大きくなるので,全長の中央におけるたわみの最大値

も大きくなる｡しかし全長が大きくなると中央で塑性域
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Fig.10 Deflection w of the middle layer of

wall at initial yield. (T∬-pa/2)

が出現する前に中央より離れた点で塑性域が出現する様

になり,全長の中央におけるたわみの最大値は,例えば

Tx-0の場合全長186.9mm,内圧102.7kg/cm2で中

央から42mm離れた点で塑性域が出現する時の中央のた

わみは0.343mmで,全長155.1mm,内圧99.4kg/cm2

の時の値0.345mmとほぼ等しい値を示す｡ Tx-Pa/2

の場合には全長186.9mm内圧117.8kg/cm2で中央か

ら 53mm離れて塑性域が出現する時の中央のたわみは

o.339mmで全長152.2mm,内圧116.Okg/cm2の時の

値0.347mmより小さい値を示す｡

図11および12は T.x-0および Tx-Pa/2 に対する

軸方向の変位を示す.ここでTx-0の場合この変位は

負で全長の短縮を示すが, Tx==Pa/2の場合は正で伸

張を示している｡

5.結 言

(1)内圧をうける薄肉円筒V-おいて,ミーゼスの条件

で塑性域が現れると考え,円周方向と軸方向のひずみ成

分と曲率成分にソコロフスキイの表示を用いて,両方向

の張力および曲げモ-メントを塑性域出現のパラメータ

S,パラメ-タ411およびαで表わし,これらによって応

力の平衡およびひずみの適合条件式を表わして,軸方向

座標xに関する,塑性域出現のパラメ-クSを含んだ連

立微分方程式を得たo この式を電子計算機により, R.K.

G.法を用い数値的VL積分して,内圧をける両端単純支持

薄肉円筒の塑性域が出現する場合を解いた｡
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Fig.12 Axial displacement u at initial yield.

(T∬-pa/2)

計算例むこおいては,円筒の肉厚は半径の1/30とし,

また軸方向の長さほ肉厚の10倍より大きい場合を取扱っ

た｡

(2)軸方向の張力 Tx-oの場合,全長が比較的短か
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い時には,円筒全長の中央内側表面に塑性域が出現する

が,全長186.9mm の時は内圧102.7kg/cm2 にて中

央から 42mm離れた内側表面に塑性域が出現する｡

(3)軸方向の張力Tx-Pa/2の場合,全長が比較的短

かい時には,円筒全長の中央外側表面に塑性域が出現す

るが,全長186.9mmの時は内圧117.8kg/cm2にて中央

から53mm離れた外側表面に塑性域が出現するo

(4)上述の結果から,曲げモーメントの作用は端を支

持するために生ずるもので,本研究からは又長い薄肉円

筒に対する端効果V-ついての知識も得られ･ることがわか

る｡

端効果のため,無限長の場合従来の方法で計算された

内圧の対応する値よりも, Tx-o の場合約11%, Tx-

Pa/2 の場合約220/o低い内圧の値にて塑性域が出現する

ことがわかった｡この結果は薄肉円筒の強度計算KL_おい

て注意する必要がある｡

本稿を終るに当り終始御指導試いた名大工学部大橋義

夫教程に厚く御礼申し中げますo
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