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The pure ebending problems of thin walled tubes have usual1yanalyzed

by Rit2;'s direct method in variationalproblems.

But in this case if we adopt Fourier series as the camparison functions

wbicb mean the displacement of a section, these series are not always

constricted, because these have no physicalmeanlng except tO Satisfy the

boundary conditions.

As the comparison functions if we use the functions which satisfy

mechanicalconditions as well as boundary conditions, these functions will

be correcter than the comparison functions which satisfy only boundary

conditions.

We have considered the substantial fore?, which flatten a shell, to define

the form of displacement functions, used the displacement functions as

the comparison functions, and determined easily the bending stress of

shells by the method of strength of materials.

1.緒 言

薄肉管の純曲げ問題には, Karmanl), Timoshenko2)

Braziers), Wood4), Rimrott5)等によって研究された

例があるが,円管あるいは長方形断面の管以外の断面形

の少々複雑な一般推動君に対しては,これらの方法は適

用できない｡こういった問題は普通,変分間題としてリ

ッツの直接法で解析される｡すなわち比較函数として断

面の変位函数(フーリエ級数など)をとり,汎函数とし

てポテンS/ヤル･エネルギ-をとれは,エネルギー最小

条件から変位函数は求められる｡が,この場合この変位

函数は必ずしも収束性のよい函数であるとほ限らない｡

それは変位函数としてとったフー1)ェ級数には境界条件

を満たしているということ以外,物理的意味がないた

め,そのフ- 1)ェ級数が真の停留函数に近いという保障

が無いことに起因する｡もしわれわれが境界条件を満た

すぼかりでなく,力学的条件をも満たす比較函数を用い

るならば,その函数は境界条件だけを満たした比較函数

よりも正確な変位函数であるはずである｡
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そこで筆者らは推動宏を偏平化する力の大きさは中立

軸からの距離に比例する(仮定)という物理的意味から

変位函数の形を決定し,ごれを変分間題における比較函

数とした｡

次忙一般推動殻においては応力分布が複雑なため中立

軸の位置を求めることは困難であるが,それにはまず中
I

立軸の位置を仮定し,エネルギー最小条件から応力の大

きさを求め,その応力分布が力の釣合条件を満足してい

るかどうかを確かめる,というように try and error

によって電子計算機で容易vL求めることができる.

以上の考え方で断面形の複雑な推動鼓について材料力

学的方法で比較的簡単に曲げ応力を求めることを試み

た｡

2.円弧形断面の推動穀

まず煮の最も基本的な断面形態としてFig.1のよう

な円弧形断面の推動鼓に曲げモ-メントMが作用した場

合の曲げ応力を求める.断面の半径方向の変位をu (中

心方向を正とする),擦線方向の変位をγ (時計回り方向
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Fig. 1 Circular section sbell･

を正)とする｡いま中立軸が図心を通り,中立軸からの

距離yに比例する偏平化力cyrdoがFiglのように動

くと仮定すれば,中立軸からの距離yおよびこの偏平化

力によって生じる曲げモ-メントmとは,それぞれ

y-r(cosy-coso)････････････････････････(i)

(ここにTは図心の位置を表わす角度でcosr-sinα/(α

-7{)である)

m(¢)-～
=cr3

cyrdo･ r(sine- sing)

(i(α)一竿-cosy(cosQ･dSi叩-¢SinQ))<

cm(¢)

ここにf(α)-与(1+sin2α/(α一打)-COS2α/2)
(2)式を円輪の半径方向の変位uと曲げモーメントmとの

関係式

d#･u--r2%･････････････････.(3)
(ここにβは板の剛性率で β-

Eta

12(1-v2)

ソン比)に代入すれは,その一般解は

γ:ポア

u(¢)ニー富(Ac,OSQ+
Bsi叩+i(α)

+晋一苧(÷psinQ--一号cosQ))--i"u(¢)
･････.'4)

断面の中心線の不伸長条件u-dv/dq,より

v｡¢)ニー筈(AsinQ--Bcos¢･f(α)¢+晋一軍(÷sinp･dcosQ･dpsi叩-i-s¢-号sinQ)'F)

--%右(¢)
また, y軸方向の変位w (鼓の中Jb方向を正とする)は

w(¢)-u(¢)cos@+v(¢)si叩ニー÷(a(¢)cosp･v(¢)si-)ニー÷^w(¢)

<

積分建数A, BおよびFほ境界条件 v(花)-0, w(T)-0, 〔du/dQ〕ダニ汀-0より次のように求まるo

A--f｡α)｡cosr･Tsin'-dsinr'一志cosTCOS2,-去sin,
sin

2,+翠(翠(オーr)+isin2
r

･dr-冒)

B-音-osr･Fニーガf(α)

さて,曲げモーメント〃 (曲率を減少させるものを正と

する)によって, R, β, r はそれぞれR′, β′-β+

Aβ, T′ vL変化し,または断面は半径方向の変位u (中

心方向を正とする),接線方向の変位Ⅴ (時計回り方向を

正)を生じたとすれは,繊維方向のひずみEβは管の

中心線の不伸長条件Rβ-R′β′-1および r≪R;u,v

i:rのイ反定のもとに
<

Eβニー(ucosQ+vsinq')/R-Aβ･y ･---･･(7)

ここにyは(1)式VL準じy-r(cosr-cosQ)である.

また,板厚の中心からの距離z V-おける断面の接線方向

のひずみ 8甲 は

Ep二- I (f7-‡)-慕(u･謡)--計乙(¢)
-

-芸cふ(¢)
したがってこの場合宏の単位長さV-貯えられるひずみエ

ネルギーⅣは
t

u-一芸SKq仁(E2p･E2?)
d¢ dz

･･･････--(9)
2

上(9)式に(1), (2), (4), (5)およぴ(6)式を用いて(7), (8)式を

代入すれは,

u-子笠〔Aβ2ry2(申)dQ-2Aβ品i:"y(¢)品(¢)d@･(訓:(竺許+芸品2(¢))dQ]-･･････････'10'

となる｡

無荷重状態に対するポテンS/ヤル･エネルギーIは

I-U-(-AB･M)

であり, Reyleigh-Ritzの方法によるポテンシャル･エネルギー最小条件 ∂I/∂Aβ-0, 3I/∂c-0より

花rL..,__､rT.′._､,,′__MR(1-v2)
Aβ･R ry2(¢)dQ一芸～:a(¢)a(¢)d申--2trE

Aβ･R ～:品(¢)ふ(¢)dQ一芸～:(品2(¢)+晋品2(¢))dQ-0･･-･-･-････････--･･･(13)

をうる｡したがって

▲
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』βニー
MR(1-v2)

2trE /〔i:ふ2(¢)dQ-
(～:y^(¢)ん(¢)d¢i2

～:(品2(@)･晋品2(¢))d申

cニー筈//〔～:ふ(¢)w(ら)dQ-～:ふ2(¢)d¢･

一l

′

以上で未知数はすべて決定されたから曲げ応力 o'p, o'甲

はqβ-E8p, o'アニEEpから求められるo

3･直線断面の推動穀

次にFig･ 2のような断面の形が直接状の推動宏につ

いてその曲げ応力を求める｡ R :図心線上の半径, 2l :

板巾, i :栃厚, α :傾斜角,その他前節で用いられた

記号は前節と同じ意味を持つo座標は板vL沿ってX軸,

卿こ垂直で中,山方向を正方向にy軸をとる｡前と同様の

仮定にもとづき中立軸からの距離 y(x′)-x′sinα,

(α毒O) vL比例する偏平化力cy(x′)を考え,この偏

平化力VLよる曲げモーメントmは

m (a)

-孟sin2α(x3-312x'213･)-cm(x)
･･･u6)

はりのy軸方向の変位6(x)は上u6)式を d26(x)/dx2

+m(x)/D-0に代入することによってえられる.その

一般解は

6(x)ニー品sin2α(x5/20112x3/2.l3x2+Ax+B)
境界条件からA-o, β-oをうるので

6(a)ニー品sin2α･x2(x3/20-l2x/2+l3)

････････････(1i)

～:(品2(¢)+日影品2(¢))d¢
～:ふ(¢)㌫(¢)dQ
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Fig.2 Straight section shell.

この部材忙加えられた曲げモ-メントMによる繊維方向

のひずみEpおよびx軸方向のひずみExは,それぞれ

E?-豊･告-!h)cosα-y･AB+妄言(a)cosα
･･･a8)

R

8x-芸㌫
(x)

-芸z品(x)
この場合,宏の単位長さに貯えられる歪エネルギーUは

-畏iこ〔AB2y2(a)･2cosα･R%Cy(x)3(a)I(品)2(cos2α･6'2(x)+晋n;2(a))〕ax･････････(20)

無荷重状態vL対するポテンシャル･エネルギ- I-U+AβM
vLついて∂I/∂Aβ-0, ∂I/∂c-0から

』βニー
M(1-v2)

2Etk ～:(cos2α･32(a).臼欝&2(x))dx
c

-諾t2cosα!:y(x)6^(x)dx
ここむこ

k - ～:y2(a)dx5:(cos2?･6'2(x)+臼欝&2(a))dx-(cosα!こy(x)6^(x)dx )2
をうるo したがって曲げ応力o'β, o'xはC机 但Zl式を㈱,任9)式に代入してo'p-E8p, o･x-EE∬から求められる.

4.誤差評価(比較関数としてフーリエ級数を用い

た場合との比較)

本節では弾性体の変形問題を変分法で解く場合普通行

われるようVL,その比較関係(変位)としてフーリエ級

数を用いた場合と本報の材料力学的近似解法との差異の

評価を曲り円管と半円形断面の推動貿を例にとって解析

的に行った｡

まず曲り円管VLついてその断面の変位関数uとして次

のようなフーリエ級数を用いた場合を考える｡

u(¢)-r ∑ ancosnq? ････-･･･--･･･(A
〃-1

また断面の中心線の不仲長条件 u-dv/dq,および境界
条件 v-(0)-0, v(〟)-0 から

v(¢)-r主君sinuQ･-･･････････.u

なお記号はすべて前節までと同じ意味を持つ｡そして,

ひずみ成分として前(7), (8)式に相当するものを考えれ

ば,この場合のひずみ成分を 8p, 8甲 は次のようにな

る｡
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8p-r〔ABcos¢一志ゑ号((n-1)cos(n･1,Q+(n･1)cos(n-1)Q)]
･････-･e5'

8p-

-÷真an(1W)cosn@
よって曲り円管の単位長さにたくわえられるひずみエネルギ-Uは

I

u-詰～:～三エ(82p･E2r)d¢dz2

等質〔竿+妥一号･普a2･去(孟a22･

与孟(1･嘉)a2n･i-a3a5･孟a4a6･i-真

孟a23+芸a24･&25･%a26･&a2a4･
哩主立an-Ban +空n(n-2) w`'一叩`~124

225a2. + 576a25

+1225a26･.i,
(1-n2)a2n ))〕

ここiこ A-tR/r2

9α22+64α23 +

無荷重状態vL対するポテンシャル･エネルギ-IについてaI/∂Aβ-0, aI/3c-0 (m-1, 2･
-････6), aI/βan-0

から Aβ, al, a2, --･･･an を解けば

al-0,

a2-償1~v2)読(11諾.‡)
a4-許トv2)i(誓+1225入2)
α2∽+1-0 (帆-1, 2, ･-･･)

a2n+4==

-
((n-3)(n +1)/2n(n -2))

軒議)+蛋(トn2)2)
α2〝+2, (≠-1, 2-･-)

A.-(去+入2)(誓←75入2)(誓十1225入2)･芸(宏一7(去.入2)
Aβ -

-E4;'1J'(2#~-i#8'‡)

ここ戸こ

Ix は図心を通るX軸に対する断面二次モーメントで

7ttr3である.これでフ←リェ級数の係数および曲り円

管の角変位が求められたので変位u, vおよびひずみ成

分Eβ, Epは決愛された.

次にこの間題を本報の近似当解法によって求めれは変

位u, vは

u(¢)--c･品cos2Q-･･･-････-･--･････-･(3B

v(¢)ニーc･品sin2Q
･--･････---････-･･･(39

比例定数cは

C=
MRt2 3
+●+

好t7 1+12入2

角変位量Aβは

』βニー
〟(1-γ2)

Elk (諾) ･････--･-･･･朗

となる｡

鰯式のCの意味はフーリエ級数a2の第一項と一致

し,近似解によれはそれ以下の項が入ってこないが,こ

の毅数ほ¢9)式の示すごとく収束性がよく十分無視でき

るo また糾式の角変位量Aβは(30)式の括弧中の第一項と

一致し,近似解によれば第二項が入っていないo結局,

この近似解法と変位関数としてフーリエ級数を用いた場

合の解との相違は曲り管の半径Rと断面のディメンショ

ンとの比を表わす値入-Rt/r2のみに関係し,入があ

まり小さすぎない範囲,すなわち曲り管の曲率半径が断

--.･･････.･････¢g)

tO

9

8

7

6

5

.4

3

■2

l

｣βEl

(リ2-1)M

-近似解法による解

嗣 メ

′

＼
L)

フーリエ柾数
tごよる解

A-jB_
r2●

0 0.TO.20.30.40.50.60.70.80.9].0

Fig.3 Comparison with angle-displacement of

tubes.

面の寸法に対してあまり小さくない場合には近似解の誤

差は小さい.すなわち入-0.05では15%であるが入-

o.1以上では6%以下になる(入-0.2:0.8%,入-1:

0. 00013%ゝ

以上のように円管の場合には,rフ-リェ級数の係数の

lレ

I
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一般項をCZ9)式のようVL求めることができたが,一般推動

殻においてはこれは非常に困難になる.例えば半円形断

面の場合についてその変位関数を

(〉b

u(q,)-r(ao+ ∑ ancosnq') ････-･･(35)
■三l

とおけは前節と同様にして応力は次式で表わされる.

dp

-告〔AβR(i-si咋)一差an(去(sin--sin昔n)cosQ二cosnQSinQ･(si咋-(¢一昔)cosy)(1-n2))〕-㈱

qアニー掌孟an(トn2)(cosn中一1)
しかし,この級数の係数を求めるには前と同様にRayleigh-Ritzの方法によって導かれたAβ, al, a2-･･･に閲す

る多元一次連立方程式を解かなけれはならない｡

Aβ軒2(申)dQ･孟an!吾f(¢)I
((1-n2)g(¢)-g(n･ ¢)) d¢ニー

ここに

MR(1- v2)
2tr3E

Aβ輔f(¢)
((i-m2)g(¢トg(m･ ¢)) d@･孟an!吾〔((1-n2)g(¢)-g(n･¢))

･ ((トm2)g(¢トg(m,¢))+T22(1-n2)(cos仰-1)(1-m2)(cosm¢-1)]
d申-0

(m-1, 2, ･････････, n-1, 2,
･････････)

I(Q)-喜一Si叩･g(申)-(¢一昔)cos@-sing
g(n,

¢)-去(sinn@-sin号n)cosp
g(m, ¢)はg(n, ¢)のnの代りVLmと置いたもの｡

･･･-･･･酢)

一方,本報の近似解法によれはAβ, cについての次の二元一次連立方程式を解桝まよいことになる.

Aβ輔;2(Q)dQ-芸!
すy(申)w(¢)d¢ニー
を:.,,^､^二.,,^､J,__MR(1-v2)

oハr′ー~＼r/Wー 2lrE

Aβ巾(¢)a(Q)dQ-芸!三(品2(¢)･晋品2(¢))dQ-0
人

ここに y(¢)-r(sine,-sinr), rは図心の位置を表わす角度で

r

-sin-1(-f-)･品(¢)-r3(一号+co-竿.言(sing-@COSQ))
a(申)-

r5(I(r)sin@一晋+昔QCOS¢一号si叩+首si叩)
ら(申)-r5(i(¢-sing)･f(r)cos¢一昔十音(cosQ･¢Sin

Q)一号(sing-QCOSQ)･去(2cosQ

･2QSin申-@2cos@)-id)
人 人 人

w(¢)- v(申)cosy-u(q?)sin¢

I(r)-与-喜一昔-(id･去)cosr･
(i･去)rcos r･去cos2,

応力≡≡霊芝-i
で求められる｡

----鶴)

5.応用例

前2, 3節の方法を組み合せれは,断面形が円弧と直

接からなる任意の推動殻の曲げ応力を求めることができ

る.但し断面形が複雑vLなると中立軸が図心を通るとい

う仮定は不適当になり,まず中立軸の位置を求めなけれ

はならない.以下この間題を中心にロ←ドレーサー自転

車車輪用1)ムを例V-して解析する｡

記号および座標を Fig4のようにとり,中立軸の位

置をeで表現し,計算すれはFig5の各応力成分は Fig.4 Cross Section of rim for light bicycle.
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ここに
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C,1 qll-B〔Aβ
(HIJ2･e･r(トcos@))

-cl蒜品(¢)〕

Fig.5 Stress component.

o･12-E4βy2
:

-(H2-e)≦y2≦e

♂13-β AB(e-H2)+c3 91ii;
-

d21--ELcl㌫(¢),
q22-0,

q23ニーE芸c3㌫(a)i･･･@o,
で表わされAβ, clおよびc3は前と同様リブツの方法V-よっ

て得られた次のAβ, cl, C3に関する連立方程式を解くことに

よって得られる｡

AβE,[ri:
;21(申)dQ

･i(e3-(e-H2,3)+晋(R-H2'3〕+clr～:ふ1(¢)i(¢)d¢

一芸(RJ2)(e-H2)i:Sina
^6(a)dx-

-
MR'(1-v2)

2tE

昔～:;1(¢)品(¢)dQ･cl!.a(響+響)
d¢-0

一昔(e-H2,
f'.rsin%(x)dx･c3～:Sinw(駿十て㌫&2(x))dx-0

･--･･･吐1)

人

yl(q')-HI-H2+e十r(1-cosq,)

w(¢)-I(a)+F｡(¢)(cosQ十QSin¢)-- F3(¢)(cosQ一昔sin2@･QSinQ･昔sinQCOS2Q一昔sinQ
Sin2Q)

-
(H2-Hl -e

-与r)(cosQ十申SinQ)一言(Hl-H2･e･r)(5sin2Q-¢SinQ-¢2)'芸(cosQC吻

･与sinQSin2¢)
m(¢)-r2 (F｡(α)+F3(α)(トcos¢ト(H2-Hl-

e一昔r)- (Hl-H2･e･r)(QSin¢+cosQ)一言cos2¢)
i(α)-(H21Hl-

e一昔r-F4(α))(cosα+αSinα).F3(α)(cosα一言sin
2α十α sin

α十昔sinα
cos2α

一昔sinα
sin

2α)+i-
(Hl-H2･e･r) (5sin2α-αsin2α-α2)

-f2(cosαCOS2α一昔sinαsin2α)
Fl(α)-(H2-Hl-

e一昔r)α+
(H-H2･e+r)(2sin a-αcos α)'昔sin2α

F2(α)-(H2-Hl-e一昔r)sinα.与(Hl-H2+e･r)(a･昔sin2α-
α 2

cos2α)十昔(sin3α/3+sinα)
F3(α)- (aF2(α)-Fl(α)sinα) / (sin2α-α2/2一昔sin2α)
F4(α)-(sinα/α-1)F3(α)+Fl(α)/α

吉(x)- (H2-e)r2sin2a

6D (1I,-=il;､王,I
品(x)-(e-H2)r2

sin2α(
1 X

3 γsinα

が

γSlnα ･x2)

･&)
これまでの計算式中に含まれる中立軸の位置を示すeは未知であったが応力の釣合いから次の条件を満足しなけれは

ならない｡すなわち

i:clふ1(¢)dQ･c3(H2-e)rsinα-0
これから

e=* cl(γ十c3rSinα

したがって,まずeを適当に仮定し,数値計算して

cl, C3を求め,これらを幽式V-代入してeを求める｡

これと仮定したβと比較してもし相違していたならば改

めてeを仮定しなおすというふうに try and error で

βを探し求める｡

6.測定および数値計算

Tablelのような4種の曲り円管について軸ひずみを

抵抗線ひずみ計で測定し軸応力を求めた｡ Fig6 はその

結果と理論解析の結果とを比較し示してある｡負荷モー

メントほ曲率を減少させる方向VL加え, aは曲り円管の

内側壁の軸応力, a, c, dは外側壁の軸応力を示して

いる｡測定値と理論値とはよく一致し,軸応力は負荷モ

ーメントの大きさに比例するという結果を得た｡

次に半円形断面の推動茨について本報の近似的解法に

よる場合と変位函数にフーリエ級数を用いた場合とを計

算し,比較検討した｡ Fig7は半円形断面の中央におけ

▲
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Table 1 [mm]

y

⊥

Fig.6 Axialstress of tubes.

る軸応力をRおよびrをパラメ-タにとって負荷モ-メ

ント1000kg-mmで計算した結果である｡フ-リェ級

数-こよる解はその項数が5項までであるため,本報の近

似解法による結果より小さくなっており,その点でも近

似解の結果は妥当なものと思われる｡

Fig8 は4節で応用例として導いた計算式に従って,

Table2のような軽自転車車輪用リムについて軸応力を

kg/mm2

よる解
M- 】000k㌻mm

∽I4
の

芸T2
y)

葺10
の

⊂

B 8

6

4

---近似解法による

㍗----フ-リ.i級数に
負荷モーメソト

R-400kg/mm2

I-.l14

ー2

A ∩A

A
8

6

4
200400

l■■

､干干1■

600 80O IOOOぎR
､爪mm

o 10 20 30 40 50 60 70 80 r

mm

Fig. 7 Comparison between solutions by appro-

ximate method and by Fourier series.
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Table 2 リム諸元 〔kg, mm〕

用途 材質 E v R r α H2 t

a普通用
ーStee1

21000 0･28 316 ll.55 50o 10 1.1

bレ-サ-用stee1 21000 0.28 316 ll.58 45o 12 1.15

cレーサ-用arumi 7000 0.34 316 ll.58 45o 12 2.0

Fig.8 Stress of rims for bicycles.

計算した結果を示したものである｡

7.緒 言

宏の弾性変形問題を変分法におけるリブツの方法で解

くとき,一般に変位関数としてフ-リ工数数や巾級数等

が用いられるが,筆者らは比較関数として級数を用いる

代りr-炭を偏平化させる力の実体から変位関数の形を決

定し,その定量的未知量をリッツの方法で求めた｡

これによって計算は大変簡単になり,また数値計算の

結果と実験値とはよく一致した.したがって一般に断面

形が直線と円弧から成っている推動宏で,特vL曲率があ

まり大きいというのでなけれは,その変形と曲げ応力は

この近似的解法で十分な精度をもって解析できると思わ

れる｡

終りに本研究に当り種々御指導賜りました鈴鹿=業高
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