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Note　on　Catalan　Polynomials　and　Motzkin　Polynomials

　　　　　　　　　　　　Kazuo　UENO

D（IPαr‘mθ説（ゾ侃εZZ‘8eπcθ＆Coれρ碗er＆｝‘θπce

　　　　　　　（Received　September　2，1998）

In　Section　l　we　consider　from　the　viewpoint　of　generating　series　the　multiple　Catalan　polynomi－

als　introduced　by　Kreweras［3］．　In　Section　2　we　give　a　definition　of　simple　Motzkin　polynomials

which　generalize　the　Motzkin　numbers，　and　also　give　a　combinatorial　significance　of　the　polyno－

mials，　with　a　remark　on　a　definition　of　multiple　Motzkin　polynomials．

1．Multiple　Catalan　Polynomials

Simple　Catalan　polynomials　and　double　Catalan　polynomials　were　introduced　by　Kreweras［3］；they　generalize

the　Catalan　numbers　in　such　a　manner　that　they　can　be　applied　to　certain　characterization　of　tree　types．　In　the

last　section　of　Kreweras［3］，introduction　of　multiple　Catalan　polynomials　was　also　considered　with　respect　to

aparticular　family　of　trees；however，　explicit　construction　of　the　polynomials　was　not　given　there．　We　consider

here　multiple　Catalan　polynomials　from　the　viewpoint　of　generating　series．

　　　We　first　set　up　some　notation　and　definitions，　primarily　following　Kreweras［3］．　Let’，π，∬1，∫2，一．，∬πbe

indeterminates　and　we　work　with　the　powerseries　algebra　in　these　indeterminates．　Put

（1）　　　　　・ω一1＋鯉口、乙・・〆

with　oぽthe　Catalan　numbers，

（2）　　　　　　　η（躍1・灘・・…，τ。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（1一灘1γ（21）一∬2γ（∫2）一…　一ユ＝πγ（∫π））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一2／（屈「＋圃＋…＋阪「＋2一・），

and

（3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9π，駕（z1，∬2，．．．，∬η）＝？％（∫1，即2，．．．，∫η）π＋1．

Note　thatγ1（：r1）＝γ＠1）and　thatγ尭（：r1，∫2，＿，∫π）is　a　powerseries　with　constant　term　1；hence（3）can　be　ex－

panded　as　powerseries　inτ1，：r2，＿，躍πwith　coefficients　being　polynomials　inπ：

（4）　　　　9。，。（z1，∫，，…，∬。）一Σ君1，、2，＿，、。（の∫1’1∬、‘2…∫。f・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　歪1，f2，＿，ら≧O

We　callβ・1．ゴ2．＿，∫η（π）η協1珈1θ（π一pZεin　particular）αz亡αZαπpo加。煽αZs・（君・（π）are　simple　Catalan　polynomials。）

　　　The　generating　series　gη，μsatisfies　the　following：

（5）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9π，π一σπ，π＿1＝ση，π・（エ1γ（∫1）十灘2γ（∫2）十…　十∫ηγ（エ惣）），

which　is　equivalent　to　the　coefficient　relation：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ1－1

（6）　　　．　　　　君1，・2，＿，・。（π）一二1，・，1＿，・。（π一1）一Σρノ1君、一1一ブ1，・2，．・，・。（π）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鷲

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Σの、君1，、2．1．、、，、3，．．．，、。ω＋…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12二1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　て
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Σらβ1，、2，＿，、。二1，、ガ1＿ゴ。（の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ．；O

In　the　case　thatπtakes　positive　intege士values，　putting

（7）　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4（π；乞1，∫2・・…　ゼη）±z6La1，ゴ2，＿，ら，（π），

we　see　that　the　above　coefficient．　relation　gives：．

（8）　　　　　d（噺ゼ1，…，歪。）一・4（・一i；∫1，歪・，…，乞。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　歪1－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　±Σ（うμ（z4；∫1－1一ブ1，ゼ2，．．．，∫π）＋…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1二1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　．－．．　　　　　．　　　　　　　＋Σcノμ（π；ゼ1，づ2，＿，ら一1一プ。）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ．漏O

This　formula　shows　that　4（Z6；Zl，Z2，・の匿　，3η）is　the　descripter（descripteur　in．French；see　below　for　the　definition）of

atree　belonging　to　the　family　of　trees　each　of　which　consists　ofη十πopen　cねains　having　a　common　end　vertex，

the　firstηones　Withゼ1，ゼ2，＿，∫ηedges．and　the　otherπones　with　a　single　edge；see　the　first　paragraph　of　this

sectlon．

　　　We　cite　here　the　definition　of七he　des6ripter　d（T）of　a　tree　T　from　Kreweras［3，　p。393］．4（T）is　defined　by

recurrence　onψe　number　of　edges　of　T　using　the　following．　two　conventions：

（i）d（the　empty　tree）＝1，　where．the　empty　tree　means　the　tree～vith　O　edge　and　l　vertex．

（ii）Let　T　be　a　tree　withπedges　numbered　l　throughπ，　and　let　7ガand　7r　be　the　two　trees　obtained　by　suppres－

sion　of　the　edge　numbered． �Gthen　d（T）一Σ4（7P　4（7ゐ”）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ＝l

　　　We　have　d（ぢedges　in　chain）＝oゴ（Note　the　recurrence　relation　for　the　Catalan　numbers

o乞：ら＝c。o∫＿1十〇1c‘一2十…十cHoo．）and　4（πedges　in　star）＝π！．（See　KreWeras［3，　p．393］．）The　formula（8）in　the

case　of　the　family　of　trees　mentioned　just　a．fter　the　formula　follows　from　these　convelltions　and　properties．

　　　For　the　casesπ＝1，2，　we　recover　some　of　the　results　of　Kreweras［3］．

2．Motzkin　Polynomials

We　refer　to　Donaghey－Shapiro［1］for　basic　information　on　Motzkin　numbers鵬．；they　are　defined　by

（・）　　．　一一画一、暑（ゑ）・・

withらC・t・lan　numbers　and　G）〒Oif．2ブ＞2．（F・・C・t・lan　numbers，　see　Hilt・n－P・dersen［2］．）％are　i・ter－

preted　to　be　the　ballot　numbers　modified　to　allow　abstentions；κ＝ゼー勿is　the　number　of　abstentions　over　which

the　summation　is　doHe．（See　Donaghey－Shapiro［1，p．293］．）Using　the．　generating．seriesγof　the　Catalan　nUmbers

（1）we　can　write　the　generating　seriesμof　the　Motzkin　numbers　as　fo．110ws：

（10）　　　　　　　　　μ（の一（1一の一1γ（〆（1一の・2），

which　can　be　proved　by　straightforward　powerseries　computation．　（See　Riordan［4，　p．217］．）　Expanding

μ（’）・＋’一（1一の　・一1γ（オ2（1一の一2）μ＋’as　powerseries　inちwe　have　byγ（’y＋’一γ1（’y＋1一Σ．a（π）〆（see（4）with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ≧0

η＝1）and　by　straightforward　powerseries　computation　that

i
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（11）　　　　・ω・＋’一嘉（1±髪）βω）〆・

We　denote　by　Q‘（π）the　coefficient　of’ゴin（11）；we　call　q（π）（slmpZε）Mo亡謝πp吻πoπ乙1αZs．

　　　B・f・re　gi・i・g…mbinat・・i・1・ig・ifi・ance・f　Q、ω，w・first・…ider　wh・t君（のm・a・・i・th6・・nt・xt・f　l・t－

tice　path　counting　with　horizontal　steps　and　vertical　steps　in　the　case　thatπtakes　positive　integer　values．　As

Kreweras［3，　pp．389－390］gave，　we　have

（・2）　　　　　β（・）一（2ブノり一（碧）・

The　integer　value（12）counts　the　number　of　2－good　paths　from（0，一1）to（ゴ十π，ブー1）；for　the　definition，　see

Hilton－Pedersen［2，　p．69］and　Ueno［5］．　Withπpositive　integer　values，　we　can　write

（13）　　　　　　　　　　Q・（・）一墓、（駐つ弓（・）・

Let　us　remember　the　interpretation　of　the　Motzkin　numbers筋as　the　ballot　numbers　modified　to　allow　absten．

tions，　which　is　also　equivalent　to　a　lattice　path　counting　with　diagonal　steps　representing　abstentions　introduced；

see　Donaghey－Shapiro［1，　p．294］．　Having　this　in　mind　and　comparing（13）with（9），we　arrive　at　the　following

setting　of　a　combinatorial　interpretation　of　Q歪（π）：

　　　Consider　a　series　of　competitions　between　two　players　A　and　B　in　which　each　game　yields　one　point　to　the　vic－

tor　with　ties　allowed，　and　in　which　player　A　is　never　behind　player　B　in　points　with　the　result　that　player、4　is

eventually　ahead　of　player　B　by彿points．（Note　that　ties　give　no　point　to　either　player　and　that　ties　in　this　set－

ting　correspond　to　abstentions　in　the　ballot　problem　setting．）Then　Q∫（π）counts　the　number　of　such　series　of

competitions　with∫十πgames　played．

　　　We　conclude　by　remarking　that　we　can　give　a　definition　of　mμZ⑳Zθルfo亡2ん加p吻πo而αZs　by　expanding

（14）

as　powe「se「1es　ln

’1，’2，．．．，ら．

　　　　　　　　　（（1一’1）一1（1一ち）一’…（1一’。）一1）〃＋1

　　　　　　　　　・（η（’12（1一’1）一2，’22（1一オ、）一2，＿，’。2（1一’。）　2））π＋’

’1，ち，＿，’π（see（2），（10），　and（11））and　picking　out　the　coefficients　of　monomials　in

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　REFERENCES

1．Robert　Donaghey　and　Louis　W．Shapiro，　Mo亡翻π1＞珈めεrs，　J．　Combinatorial　Theory　Ser．　A　23（1977），291－

　　301．

2．Peter　Hilton　and　Jean　Pedersen，　C厩α1αηNω酌θr8，％θlr　G飢εrαZ12α古εoη，α認艶εlr　l兆θs，　The　Math．

　　Intelligencer　13（1991），64－75．

3．Germain　Kreweras，　Sμr　Zθs　Po砂πδmθs　d2（h亡αZαπS‘ηzμθsθ亡DoαわZθs，　Europ．　J．　Combinatorics　12（1991），

　　389－396．

4．John　Riordan，、翫μmθrαεεoπ（ゾPZαπθ乃℃εsのBrαπchθsαπd翫（加。流s，　J．　Combinatorial　Theory　Ser．　A　19

　　　（1975），214－222．

5．Kazuo　Ueno，　Aπo腕θr五〇〇んαむ疏θGεηθrαZ甜α∫、BαZZo亡ProわZθητ，　Bulletin　of　Nagoya　Inst．　Tech．49（1997），131－

　　132．


