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Another　Look　at　the　Gen6ralized　Ba口ot　Problem

　　　　　　　　　　　　Kazuo　UENO

D¢ραr伽e魏（ゾ1漉εZZご9θπCθ＆σOmP漉r　Sb‘θπCε．

　　　　　　　（Received　September　4，1997）

　　We　will　give　an　alternative　proof　of　a　theorem　concerning　the　generalized　ballot　problem．

The　proof　assigns　a　combinatorial　meaning　to　the　binomial　coefficients　in　the　theorem．

　　　The　purpose　of　this　note　is　to　give　another　proof　of　Corollary　3．30f　Hilton－Pedersen［1］．　The　result　has　been

announced　in．Ueno［2］．　Before　proceeding，　we　set　some　definitions　and　notation　required　following　Hilton－

Pedersen［1］；for　further　background　material，　see　also　Hilton－Pedersen［1］．

　　　We　consider　paths　on　the　integral　lattice　in　the　coordinate　plane，　which　we　simply　call　paths：apα亡hかom

P＝瑞ωQ＝、らis　a　sequence　of　points君・（0≦ゼ≦勉）with　integer　coordinates　where君＋1　is　obtained　by　stepping

one　unit　east　or　one　unit　north　of君．

　　　Let　p　be　a　fixed　integer　greater　than　1．　A　path　from　P　to　Q　is　said　to　be　p－good　if　it　lies　entirely　below　the

line〃＝（ρ一1）¢．　Let耳be　thβpoint（κ，（ρ一1）ん一1），κ≧Oand　letσ≦ρ一1．　We　define　dσ，κto　be　the　number　of

p．good　paths　from（1，σ一1）to耳（ん≧1）with　4g，o＝1．（dg，κcan　be　regarded　as　generalizations　of　the　Catalan

numbers；see　Hilton－Pedersen［1，　p．70　and　p．72］．）

　　　Corollary　3．30f　Hilton－Pedersen［1，　p．73］in　question　states：

Theorem，乙帽θr伽αssω即古εo説んα亡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2≦κ≦π一1》十1≦ρ（κ一1），

亡んθπμmber（ゾP－800dpα廊加舵（1，σ一1）亡。（κ，π「ん）‘s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、．蓼．1・・摺）・

ωんθrθ〃z＝［η／ρ］‘．θ．むんθ‘漉θgrαZp飢（ゾη／ρ．

　　The　assumption　above　rules　out　trivial　cases；see　Hilton－Pedersen［1，　pp．72－73］．　In　particular，　we　have

π一ん＜（ρ一1）κコ＞o亡θ‘hα亡η一勿（ブ≧〃z＋1）‘π伽伽。舵‘αZco助ρ‘c‘θη‘sαrθZεssεんαπ0，　so亡hα古co勅‘襯or‘αZ

s‘87zヴεcαπcθ（ゾ抗θわ‘πom‘αZ　coのアZc‘θπ亡sεπ亡んε／orπL認α‘8πoεobひめμs（Hilton－Pedersen［1，　p．74］）；we　will　give

an　alternative　proof　of　the　theorem　which　assigns　a　combinatorial　meaning　to　the　binomial　coefficients　in　the

formula．

　　Let（銑〃）be　a　lattice　point　with〃＜（ρ一1）：r　and　letατ，g　be　the　number　of　p－good　paths　from（1，　g－1）to

（∬，g）．．If写十1〈（ρ一1）＠一1），then　we　have　the　recurrence　relation

（1）　　　　　　　　　　　α。，“．1一α。，“＋α。二1，“＋1；

if（ρ一1）（∬一1）≦〃十1＜（ρ一1）∫，　then　we　have　instead

（2）　　　　．　　　　　9・，〃・1＝・・，〃・

and　if（ρ一1）∫≦〃十1，　then　the　recurrence　terminates．

　　The　relations（1）and（2）can　be　rewritteh　as
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und・・th・r・m・assumpti・ns　re・pecti・・ly・Th・・一。…dinates・f　the　right－h・・d・ides・f（3）and（4）are…unit

less　than． 盾秩@equal　to　th6se　of　the　left－hand　sides　whereas　the：y－coordinates　of　the　right－hand　sides　of（3）．and（4）

are　one　unit　greater　than　those　of　the　l6ft－hand　sides．．Hence，　if．we　start　fromαん，π前，　then　repeated　applications

of（3）and（4）with　the　cgnditiohs　on　the　coordinates．satisfied　eventually　yield　a　formula　forα鳶，。＿κwhich　is　a

linear　combination　ofαゴ，（p＿1）ノー1＝4g，ゴ（祝÷1≦ブ≦κ；窺＝［π／ρ］）；note　that　the　intersection　of〃＝（ρ一1）：r　a．nd

∫十〃＝πis（．2z／ρ，（ρ一．1）η／ρ），．and　that　of　g＝（ρ一1）∫and∫．＝κis．（ん，．（ρ二1）κ）．Writingακ．。一κ＝Σ1一瓶＋10σ．μg，ゴ，

w・will・h・w　th・t・，、一三）．　．　．一

　　We．60nsider　the　parallelogram　with　vertices（κ，η一κ），（ん，1η’一κ一1），（ブ，（ρ一1）ブー1），（ブ，π一ブ）and　the　lattice

paths　from（κ，η一1ヒ）to（ブ，（ρ一1）ブー1）with　step　vectors（0，　i）and（一1，1）；疏θπμmわer（ゾsπcんpα読s‘s

（（〃一’）孟才”＋り．

　　From（3）．and．（4）we　see　that％，ゴis　equal　to（一1）κづtimes　the　number　of　the　lattice　paths　abovg．　Hence

（・）．　　．　．・，，、＋1）κ一《⑦一1）ゑ二｝一”＋κ）一（惣）・

the　proof　is　cornpleted．

　　The　equality（5）・an　b・t・k・n　t・assign　a・・血binat・・i・1阻・ani・g　t・th・bi・・mi・1…ffi・i・nt・留）・pP・a・i・g

in　the　theorem．．

Example．　Let　g＝0，ρ＝3，κ＝9，　andη＝14；祝＝［14／3］＝4．　The　theorem　tells　us　that　the．　number　of　p－good

P・th・f・・m（1，一1）t・（9，5）i・Σ1。，4、（’1＝ヲ）with　d、一4。，、．　N・t・．　th・t（’鐸）一．（一1）9　’（習）．．．One　ca・．・i・ualize

this　exampl，　with　th，　Fig・re，　t・ki・g・・tice・f　th・p・・all・1・9・am・．　N・t・al・・th・t，　f・・ブー1，2，3，4，（’鋤is　equal

t・（118），（1），・，・，・e・pecti・・ly・Th・first　tw・values　c・rresp・nd　t・th・tw・rectangles　d・pi・t・d　i・lh・Figure・see

Hilton－Pedersen［1，　pp．73－74］．
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