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The Picard dimension dim(p,n｡) (0<a< -) of a signed Radon measure FL Of Kato class

on the d-dimensional (d≧2) punctured Euclidean space Rg : 0< fxl <- at the origin I-0

relative to the punctured ball E2a : 0< Exl <a is the cardinal number of the set of extremal rays

of the cone of all nonnegative continuous distributional solutions α of the stationary

Schr6dinger equation (-A+FL)u-0 on Eta with vamishing boundary values on the sphere

lxl -a ･ The purpose of this paper is to study the dependence of the Picard dimension

dim(FL,n｡) on awhen a varies over the interval (0,∞). Let us denote by Hthe totality of

signed Radon measuresFL Of Kato class on R宕. we say that a FL∈tXis of type I if

dim(FE,E2a) is a constant cardinal number E on (0,∞) ; type II if there exists an a.∈(0,-)

such that dim(FL,Eta)-1 on (0,a.] and dim(FL,Eta)-0 on (a.,-) ; type III if there exists an

ao∈(0,∞) such that dim(FL,i?a) is a constant cardinal number E≧2 on (0,a.) ,

dim(p,ao)-1 , and dim(p,E?a)-0 on (ao,-). We denote by
tK)

the set of all p∈.Kof type

J (J-I, ⅠⅠ,III)･ It is shown thattX-tKI UtX1. UHIII;
tXI≠g

(J-Ⅰ,II,ⅠⅠⅠ);E can vary over all

of = for FL∈KI and =＼(0,1) for FL∈Xlll , Where =- (0,1,2,･･･,如o,如)with如.(拭,resp.) being

the cardinal number of countably infinite sets (nondegenerate continua, resp. ).
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d次元(d≧2)穴空きユークリッド空間R富:o<lxE<-上のカト一族の一般符号ラドン測度pの穴空き球
E?a:0<Fxl<aに関する原点x-0のピカール次元dim(FL,Eta) (0<a<-)とは,球面Irl-aで境界値0をもつ

E2a上の定常シュレ-デインガ一方程式(-A+FL)u-0の非負連続超関数解u全体の作る錐の極値半直線全体の濃度

のこととする｡本論文の目的はaが(0,-)を変化するとき,ピカール次元dim(FL,E2a)がいかにaに依存するかを研

究することである｡ R言上のカト一族の一般符号ラドン測度FLの全体をtKと記そう｡あるp∈HがtypeIであるとは
dim(FL,E2a)が(0,-)上一定濃度Eのこととする; typeIIとは,あるa.∈(0,∞)があって(0,a.]上dim(FL,Eta)-1,

(ao,∞)上dim(FL,E2a)-0となることとする｡ typeIIIとは,あるa.∈(0,-)があって(0,a.)上dim(fL,E2a)は一淀

濃度E≧2, dim(FL,E?a.)-1, (ao,-)上dim(p,E2a)-0となることとする｡ type JのFL∈dの全体を.X,と記す

(a-Ⅰ,ⅠⅠ,III)｡次のことが示される‥
tX-tXI

Ut方lI UMIII;
tX)≠0

(∫-I,II,III); EはFL∈X.に対しては≡全体,

p∈dIIIに対しては三＼(0,1)全体を変わりうる,但し=-(0,1,2,-･,No,拭)でN. (又はIt)は可算無限集合(又は非

退化連続体)の濃度である｡
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1.定義と主要結果

1.1.定義.本論文では次元d≧2の穴空きユークリッド空間R言‥-Rd＼(o)(R宕はd次元ユークリッド空間)を基

礎位相空間とする｡従ってすべての位相概念や記号はR実に相対的に考える｡だから,例えば原点0を中心半径

a∈(o,-)の穴空き球E2a‥-(0<Ixl<a)の閉被5aは(0<lxl≦a)で,相対境界∂Oaは(lxt-a)である｡よっ

て原点0及び無限遠点-は郎の理想境界と考える｡

R宮上の一般符号ラドン測度FLがカト一族であるとは,すべての点x∈R富において

(1･2) lEiT(yESBu(PJB(I,e)g(y-a)d lp i
(a))-0

となることであるとする.ただし, lFLlはpの全変分測度, B(I,8)-(y∈Rd: ty-xl<E)はェ中心半径E>0の

開球,そしてgは変形基本調和関数とする: g(I)-1/lrld12(d≧3), g(I)-(log(1/lxI))u
1 (d-2)｡ここで

2数α,β∈哀-RU(+-,--) (ただしRは実数体)に対しα∪β-max(α,β), α ∩β-min(α,β)の記号を使う｡

R言上のカト一族の一般符号ラドン測度FLは原点で特異点を持っても持たなくてもよい,即ちFLはRd上のカト一族

の測度に拡張可能でなくても可能でもよいとする｡

R召上のカト一族の一般符号ラドン測度FLをポテンシャルとする郎上の定常シュレ-デインガ一方程式

(1.3) (-A+p)u-0 (A-∂2/8T弓+-+∂2/aT2d)

を考える｡ R実の開部分集合Uに対し,U上(1.3)の連続な超関数解uをU上のp一調和関数と呼び,その全体を

pH(U)と記すo
(R宕,pH)はブルロー空間([7],[11]等参照)となることが知られている([2],[3],[16]等参照)o

一般に関数族9に対して9'-
(u∈g: u≧o)と記す｡ E2a上の正値FL一調和関数で∂E2aで境界値0をもつもの全体

の空間pH(Eta; ∂E2a)+を考える,即ち

pH(Eta
; 8E2a)+:- (u∈pH(n｡)十n c(n｡) :ul∂E2a-0)･

常に恒等関数0∈pH(E?a; ∂Oa)+である｡更に任意に固定されたy∈E2aについて

pH(Eta
; ∂n｡)y+:- (u∈pH(E?a ; ∂E2a)+‥u(y) -1)

も考える｡
pH(Eta;aE2a)+-(0)となることは起こり得るが,その時かつその時にかぎりpH(Oa;8E2a)言-0(空集合)

となる. E2a上の広義一様収束位相で考えてpH(Eta)は局所凸線形位相空間となり,ハルナック不等式により

pH(Eta;
∂E2a)+は閉正錐となり,再びハルナック不等式からpH(E2a; ∂E2a);は完閉凸集合となるoだから素朴には,

クライン･ミルマンの定理によれば

(1.4)
pH(Eta

; 8E2a)吉-66[ex.〟H(E2a; 8E2a);],

ただしex.Yは凸集合Yの端点全体で, 66[x]はXの閉凸包である｡ (1.4)をもっと詳細に言えば,ショツケの定

理(例えば[19]参照)によるとpH(Eta; ∂E2a);とex.pH(E2a;∂n｡);上の確率測度全体の間の全単射u⇔レが

(1･5) u
- J:x.pH(Qa;8Qa,y･ Vdu(v)

によって定まる｡いずれにしろ〟H(Eta; 8E2a);(従ってpH(Eta; 8E2a)+ )の構造はex･pH(Eta; 8E2a);によって決定さ

れる.そこでex.pH(Eta; 8E2a);の濃度♯(ex･〟H(E2a;8E2a);)は,E?aに相対的に考えて･ 0の所にどれ位多くの正値

〝一調和関数があるかを記述することになる｡この様な意味合いを背景として,

(1.6) dim(FL,Eta):-辛(ex.pH(Eta;∂E2a);)

を考えて, (FL,E?a)の(又はE2aに相対的に考えてFLの)原点0におけるピカール次元(詳しくは相対ピカール次元)

と呼ぶ([4],[5]参照). 0≦dim(FL,E2a)≦拭(連続体濃度)である｡定義(1.6)はy∈E?aの位置には関係しないこ

とは直ちにわかる｡ dim(p,E2a)-0は〃H(E2a; ∂E2a)+- (0)と同値であって,この場合(FL･E2a)は楕円型であると言い,

dim(FL,Eta)≠0即ちdim(FL,Eta)≧1のとき非楕円型であると言う｡ dim(fL,Eta)≦1は,あるuo∈pH(E?a; ∂E2a)+が存

在して
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pH(Eta
; ∂E2a)+- (au.:a∈R+)

となることと同値である｡このとき(FL,Eta)に対して0でピカール原理が成立すると言って特別の関心がはらわれる

([4],[5]参照)0

1.7.主要結果. dim(FL,Eta)はpを固定するときa∈(0,-)を色々変化させると色々の濃度をとると考えられる｡

ただし, FL≧0のときはdim(FL,n｡)はa∈(0,-)に関して一定であることが知られており(例えば[14]参照),こ

れが又〝≧0の場合のピカール次元の研究のし易さの一因であった｡一般符号の〝については状況はずっと複雑そう

であるが,実は以下に見るごとく, 3個のパターンにのみ分類される｡

R言上のカト一族の一般符号ラ~ドン測度pに対して;(0,-)上の濃度億関数ar-dim(p,Eta)を考える｡ーある濃度

0≦E≦Nがあって, (0,∞)上dim(FL,E2a)…EであるときFLはtypeIであると言う｡あるa.∈(0,-)があって,

(0,ao]上dim(FL,E2a)…l, (a.,∞)上dim(p,Eta)≡0となるとき, FEはtypeIIであると言う｡最後にあるa.∈(0,-)

と濃度2≦E-<如が存在して･ (0･ao)上dim(p･E2a)…E･ dim(p,E2ao)-1, (ao,-)上dim(FL,Eta)…0となるとき, FL

はtypeIIIであると言う｡ R宕-Rd＼(o)上のカト一族の一般符号ラドン測度fLの全体をtX,type JのFL∈Mの全体

をH) (I-Ⅰ,II,III)と記すと,次の結果が得られる:

1･8･主定理. R富-Rへ(ol上の任意のカト一族の一般符号ラドン測度はtypeIかtypeIIかtypeIIIのいずれかであっ

て.しかもいずれの場合も起こり得る:

M-KI U
tXII

U.ガⅠⅠⅠ,H)≠0 (J-Ⅰ,ⅠⅠ,ⅠⅠⅠ).

証明は第2, 3, 4の3つの章で準備をした後第5章で与える｡ついでながら∑p-(dim(FL,Eta):a∈(0,-))を関数

a-dim(p,Eta)の値域とすると, FLがtypeIなら∑p-(E), Eは0≦E≦Nである濃度; iLがtypeIIなら∑p-(0,1)
;

FLがtypeIIIなら∑p-(0,1,E), Eは2≦E≦如である濃度となる｡上のどの場合のEも, type Iの場合には,佳意の

E∈=-(0,1,2,･･･,蛇o,蛇) , typeIIIの場合には,任意のE∈=＼(0,1)になり得ることも第5章で示される,ただし択.

は可算無限濃度である｡

2.相対ピカール次元の単調性

2･1･第1の基本命題. (0,-)上の濃度値関数a-dim(FL,Eta)の変動について最も基本的なことは,その単調性であ

る｡これにかかわる所として,本章では先ず次の事実を明らかにする｡

2.2.命蓮.ピカール次元 dim(FL,f2a)は(0,∞)上aの関数として単調減少な贋段関数である:

(a) 0<b<a<∞に対してdim(fe,E2b)≧dim(fL,E2a)となる;

(b)あるa∈(0,∞)に対してdim(Fe,E2a)-lならば.開区間(0,a)上のtの関数としてdim(fL,E2,)は一定漉度

値8≧lとなる;

(c)あるa∈(0,∞)に対してdim(fL,E2a)≧2ならば半開区間(0,a]上のtの関数としてdim(fL,S2,)は一定億

dim(Fe,E2a)となる.

証明は本章末2･12節で与える.以上のことから次の諸事実はすぐわかる:値域∑〝-(dim(FL,E?i):0<t<-〉は1

元 2元,又は3元集合のいずれかである; ∑〟＼(0,1)は高々1つの濃度E≧2を含むのみである｡又上の命題から

(2.3) dim〟 :- 1im dim(FL,E2a)
aJO

が定義できるoこれをRd＼(o)上のカ.ト一族の測度FLの原点0におけるピカール次元(詳しくは絶対ピカール次元)

と呼ぶ｡前にも述べたようにFL≧0ならばdim(p,Eta)は(0,-)上一定であることは古くから知られていた所で(例

えば[14]参照),その故にFL≧0のときどのdim(p,E2a)も単に0におけるFLのピカ･-ル次元と呼んだが,一般符号

のFLについては,札に関しての0におけるピカール次元(相対ピカール次元)の如くに, dim(p,Eta)についてはE2a
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に常に言及せねばならぬ｡特にdim〟-1とな_るとき〟に対して原点でピカール原理が成立すると言う｡
dimO=1

はB8cher [1]及びPicard [20,21]による古典的結果で我々の研究の出発点であるo E∈∑〟のとき, dim(FL,E2,)-E

となるt∈(0,∞)の集合は区間(又は1点)であることも, (a),(b),(c)から直ちにわかるo不連続点での左右連続

性は更に深い考慮が必要で,それらは第3及び第4章で扱われる｡

2.4.グリーン関数. 〟 -グリーン関数の局所的存在とその対角線挙動は周知である([2],[3],[15],[6],[16]等参照)｡
大局的存在については,次のHerv6の定理[9] (又は[7],[11]等も参照)を想起する:比例公理を満たすブルロー

空間X上グリーン関数が存在するための必要十分条件はX上正値ポテンシャルの存在することである.

2.5.補題.あるa∈(0,∞)に対してdim(fL,E2a)≧2ならば. S2a上fL-グリーン関数が存在するo

証明‥あるr∈E2aに対してul≠u2であるu.･∈pH(Eta; ∂E2a):が存在する｡u:- min(ul,u2)はE2a上のFL一優調和関

数である.もしuがFL一調和であるとu..-u∈pH(E?a;∂E2a)+はrで0であるから, E2a上ul…u(i-1･2)となり,

ul…u2と言う矛盾がでる｡ Xが滑らかな境界をもつE2aの相対完閉領域とするとき,
〟HfXでaX上有界半連続な境界

値fをもつ一般化されたデイリクレ問題の解であるX上のp一調和関数とする｡その存在とfの連続点yにおいて

境界値f(y)をもつことは, E2a上正値p一調和関数のあることからわかるo O<t<a/4としてvl:-pHuQa-t＼QEとおく｡

最小値原理により(v,)t1.は減少列でu以下であるoよってv:-1imti.V,EpH(Eta; ∂E2a)+で, uはFL -調和でないか

ら, w:-u-vはE?a上正値FL一優調和である｡ E2a上w≧h≧0となるFL-調和関数hをとる｡ E?a一八f2,上

vt-v
-pHSa-t馬≧〝HhOa-t＼弓≧o

であり, E?a上vtlvだから, h…0となり, wはE2a上の正値FL-ポテンシャルである｡よってHerv6の定理でE2a上

〃､-グリーン関数が存在する｡
□

Aをある0<b<a<-に対しE2b⊂A⊂A-⊂E2aとなる穴空き位相球でaAは滑らかとする｡各0<t<bに対して,

e,∈〟H(A＼示t)+n c(A-＼n′),etlaA-1, etI∂S?,-0となるものがとれると(例えばdim(FL･nα)≧1ならそうである)

(e,)tiOは増加列である｡これが収束するならば,その極限e-pe-pd4∈pH(A)+nc(オ)でelaA-1となることが

わかる｡ eをA上の〝一単位と呼ぶ｡

2.6.補題. A上にfL-グリーン関数pG-pG^が存在することと, FL一単位pe-peAが存在することとは同等であるo

証明‥A上(-A+FL)pG(･,y)-6y (yに台をもつデイラック測度)と正規化されたp-グリーン関数pGの存在を

まず仮定する. 0-ポテンシャルはIpt-ポテンシャルだから, lFLトグリーン関数IpIG(･,y)で, A上

(-A+lFLL)E山G(･,y)-6yと正規化されたものが存在する｡各0<t<bに対してuL∈IPIH(A＼E2t)n C(A-＼nf)I

utI8A-l, u,帆-0をとると, (u,),wは有界(即ちu,≦1)な増加列であるからu:-1imt10u,∈lpP(A)n C(オ)

かつulaA-1となる｡明らかに各y∈Aに対して

(2.7) u(I)-6(.PEG(I,y))
(I-0)

となる｡ AXA上レゾルベント方程式

b.G(x･y). IAPG(x･z),p.G(a,y)d(lp[-p)(a)-pG(x･y)
の成り立つことは容易に示せるので,とくにすべてのx∈A＼(y)に対して

IAPG(x･z).PEG(a,y)d(lpト〝)(I)<-
となる｡ゆえに(2.7)により

J:pG(x･z)u(a)d(lpt-〟)(a)<-(x∈A)

となる｡そこでA上
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e:-u+ fA〟G(･,z)u(a)d(lFLトFL)(a)
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とおくと,これが求めるA上の〟一単位であることは直ちに示せる｡

逆にe-peAの存在を仮定するo任意のc∈(0,b)を固定して, E2c上ec…0と定めてs:-e-ecとおくと,これはA

上の正値p一優調和関数である｡ 0≦h≦sとなるA上の任意のFL一調和関数hをとる｡するとh16A-0となる｡各

0<t≦cにつきA＼n,上その境界値の比較からeE≦e-hとなり, t10によりe≦e-hとなってA上h≡0となる｡ゆ

えにsはA上の正億FL-ポテンシャルで,再びHerv6の定理よりA上FL-グリーン関数が存在する｡ □

2･8･主関数の方法.学術書[22]に述べられている主関数構成に関する線形作用素の方法は,シュワルツの交代法

の一形態である｡次の結果の証明にこの方法を使う([13],[12],[18]等参照)｡

2･9･補産･ 0<a<のとする.各0<t<aに対してinfnav,,s>0となるs∈pH(E2a)+の存在を仮定する(例えばE2a

がfL-グリーン関数をもつときはs-peOalことればよい).するとどんな0<b<aに対してもpH(E2a;∂S2a)+から

pH(恥;∂S2b)+への順序を保ち正価斉次加法的な全単射が存在する.とくにすべての0<b<aに対して
dim(fL,SL) -dim(fL,S2b).

証明:以下0<b<aとなるb,ついで0<c<bとなるcを任意に固定する.正数倍すればよいからE2a＼E?c上s>1と

仮定してよい｡各甲∈C(∂E2b)に対して∂E2b上¢t-甲, ∂E?E上pt-0とおき(0<t<c)･DLP-pHpQ,b＼ntとおくと,

(D,p)t10はE2b上局所一様収束することは容易にわかる｡そこでE2b上

D¢- 1LilTDtp (p∈C(8E?b))

とおくと, D甲∈pH(E2b)nC(Ob)I D甲I軌-pとなり, D: C(∂Ob)-pH(E2b)=C(E2b)は順序を保つ線形作用素であ

る｡そこで各u∈pH(E2a; ∂E2a)に対して

m-u-Du

とおくと, m∈pH(E2b; ∂E2b)であるo Tは順序を保つpH(Eta; ∂E?a)からpH(f2b;帆)への線形作用素となることも

見易い｡以下TはpH(E2a;∂E2a)+からpH(E2b;∂E2b)+-の全単射となることを示す;特にそれから

dim(FL,Eta) -dim(fL,Ob)が結論できる.

先ずTが単射であることをみるためにui∈pH(E2a;∂E2a)+ (i-1,2)をとりE2b上ml…n2であるとする｡ E2a上

ul≡u2を示したいが,背理法でE2a上u:-ul-u2≠0と仮定する. E】b上ではu-Duとなる.もし8S?b上u-0なら

ばE2b上u-Du-1imEJOD,u…0であるo又∂(E2a＼Ob)-80aU∂E2ト上u-0だからE2a＼n占上でもu-0となり, i?a上

u≡0と言う矛盾が出るoそれ故8E2b上でu≠0だから,必要ならu-u2-ulと定義しなおして, sup8Qbu>0と仮定

出来る｡順次

α:-inf(β∈R:βs>u (∂Ob上)) >0,

∂E2b上as-u≧0･ついであるro∈∂E2bがあってas(xo)-u(xo)-0となる｡ ∂(E2b＼nf)(0<t<c)上as≧D,uだか

ら･ ttOとして, E2b上αs≧Duとなる.明らかに∂E2b上as≧uでE2aの8f2aの近くではas>uとなる｡かくして

E2a%上αs≧uだからE2a上as-u≧0でαs(I.)-u(I.)-0となり, E2a上αs-u≡oとなる｡他方

1iminf=-∂Qa(αS-u)≧a>0となり矛盾である.

最後にTが全射となることを示す‥任意のv∈〟H(E2b;帆)+に対してm-v,又はE?b上

(2.10)
u-Du-v

となるu∈pH(Eta ; 8E2a)+が存在する.この為,各p∈C(∂E2c)に対してKp∈pH(E?a＼nc)nC(E2auc), Kq'I∂f?c-p,

K甲l∂E2a-0となるものをとり,

Tp :-D(Kpl∂E2b) l∂E2c,

又はもっと略式でTp-DKpとおくoするとTはC(∂E2c)からそれ自身への順序を保つ線形作用素である｡ここで
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c(∂E2c)はノルムIl釧-sup∂ocEp=こよるバナツハ空間と考えるo vE8E2cの意味でuとかき,ブレッドホルム方程式

(2.ll) p-Tp=v

を¢∈C(∂E2c)に対して解く,もし(2.ll)を満たす¢∈C(∂E2c)+が求まったら

Ft2 音l■■~(
K甲 (E2aV2c上)

DKp+v (Elb上)

によりE2a上の関数uを考える｡ (E2auc)nob-E2b＼E2c上Kp-DK¢+vであることを注意せねばならぬ｡その為には

∂(E?b＼nc)-∂E2bU∂E2cでこの等式を示せばよい｡ ∂E2b上ではDK甲+v-K¢+0-K¢; ∂Oc上では(2･11)を使って

DK甲+v-Tp+v-甲-K甲である｡次に甲≧0だからE2a上u≧0となりu∈pH(Eta;∂n｡)+となる｡このuが(2･10)

を満たすことは直ちにわかる｡こうして(2.ll)をあるq,∈(∂E2c)'で解けばすべてが完了する｡

Ksの定義から∂Ob上0<Ks<sとなるo Dの定義から∂S?c上Ts-DKs<Ds≦sとなる｡よって

q:-sup80c(Ts/s)とおくと0<q<1である｡ ∂E2c上0≦Ts≦qsから出発して･ ∂E2c上0≦rv≦llvllrs≦=vLIqns

又はHrvIE≦qn=sl川vll (n-1,2,･･･)となることがわかる｡すると∑冨=.rvはLIsl川v[l∑;-oqnを優級数にもち
⊂y〇

p:-∑ry
n-0

がC(∂E2c)に入ることがわかる｡ Tも,従ってr(n-1,2,-)も順序を保つので, v≧0よりq,≧0が出るo
このp

が(2.ll)の解となることは明白である｡ □

2.12.命盈2.2の証明. (a) : 2つの任意の0<b<a<∞を固定するとき, dim(p,E2b)≧dim(FL,n｡)を示したい｡も

しdim(FL,Eta)-0なら何も証明することはない｡次にdim(p,Oa)-1とする○ゆえにu∈pH(Eta; ∂E2a)+＼(0)がとれ

る｡各0<t<bに対してuの存在から, u,∈pH(E2b＼示E),uEL∂E2b-0･ u,l∂E2l-1となるものが作られる｡ y∈E2bを1

っ固定して, v,:-ut/ut(y)(0<t<lyE)とおく｡ハルナック不等式により(vt),10は局所一様有界だから,

o<tl< Eylかつ(tn)n≧1JOとなる数列で, wn:-vtnとおくとき(wn)n≧.がE2b上あるw∈pH(E2b)+に局所一様収束

するようなものがある｡ α-supn(su叫ylWn)<-である｡再びuの存在から,諒∈pH(E2b＼E2とy】)nC(E2blE2とy≡)I

諒L∂E2b-0,諒l∂E21y.-aとなる諒がとれるo E2b＼n.y.上wn≦諒だからw≦諒となるoよってw∈pH(E2b;∂E?b)十であ

ると共にw(y)-1よりw>0である｡こうして, dim(FL,E?b)≧1-dim(FL,Eta)によりdim(FL,E2b)≧dim(p,E2a)が出

る.最後にdim(FL,E2a)≧2とする｡補題2.5によりp-グリーン関数がE2a上にあり,ついで補遺2･6によりFL一単位

〟enaが存在するoこれにより,補選2･9が適用出来て･
dim(FL･E2b)が(0,a]上bの関数として一定値dim(JL,E2a)であ

ることがわかる｡よって特にdim(FL,E2b)≧dim(FL,E2a)は正しい｡

(b) : 0<c<b<aとなるbとcを任意にとる｡ dim(p,E?a)-1によりu∈pH(E2b;'8E2b)+＼(0)が存在し,

infQb＼扇.u>0がすべての0<t<bで言えるから,補選2･9によりdim(FL･E2b)-dim(FL･E2c)となるo

(c) : dim(FL,Eta)≧2により, (a)の証明の最後の所でみた通りdim(FL,Ob)は(0,a]上一定値dim(p,E?a)とな

る｡ ロ

3.相対ピカール次元の左連続性

3.1.第2の基本命蓮.ある0<a<-があって, (0,a)上dim(FL,n′)≧1であるとき, dim(FL,n｡)について何が言

えるか?実はdim(FL,Oa)≧1となることを本章で示す｡従って特に(0,a)上dim(FL,E21)-1であるならば

dim(FL,E?a)-1となると言う意味でのdim(FL,E2t)のtに関する左連続性が出る｡

3.2.命題.すべてのb∈(0,a)に対してdim(fL,S2b)≧lならば. dim(fL,E2a)≧lとなる.

o<c<aとr∈E2cを固定して,各b∈(c,a)に対してub∈pH(E?b;∂E2b)+I ub(r)-1,を1つづつ与えたら,適当

に部分列c<bn†aをとるとubnはあるu∈pH(Eta)'に収束するo これがu∈pH(E2a;80a)+に違いなくて,

dim(FL,E?a) ≧1が結論出来る筈であるが,証明は意外に難しい｡証明は本章末3.21節で与える.
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3･31 3G定数. g(I)はRd上の変形基本調和関数であった｡領域V⊂Rdはグリーン関数(即ち0-グリーン関数)

GV(･,･)-OGV(･,･)をもつとき,単にV (又は(0,V))は双曲型であると言う｡双曲型領域V⊂Rdの3G定数r(V)

とは,次の3G不等式を成立させる最小定数T(V)∈(0,-]である:すべての3つ揃(I,y,a)∈V3-vxvxvに対

して

(3.4)
GV(I,a) GV(a,y)

GV(I,y)
≦γ(V)(g(I-a)+g(a-y))

となる｡すべての有界リブシッツ領域V⊂Rdに対してはγ(V)<-であると言うのは, Cranston-Fabes-Zhao [8]

による深い結果である([6]参照)｡命題3.2の証明の為に特別のリブシッツ領域

(3･5) v(a,{,r)

-OanB(
1+4a2r2._ 4a2r

1-4α2r2
ゝ'

1-4α2γ2

を考える｡ここで0<a<-, (∈∂E2aである｡ここで球

･‥-β(
1+4α2r2._ 4α2γ

1-4α2γ2
ゝ'

1-4α2γ2

(0<γ<1/2α)

は行に関しても, ∂E2aに関しても対称となっていることは後程確認される.無論(はBの内点である｡領域

V(a,[,r)は, (中心の球帽Bn∂E2aと別の球帽E2an∂Bからなるジョルダン曲面∂V(a,(,r)により囲まれた位相球で

ある｡従って確かにV(a,(,r)はリブシッツ領域なのでCranston-Fabes-Zhaoの定理によりγ(V(a,(,r))<-は明

かであるが,命題3.2の証明の為には

(3.6)
r(V(a,(,r))-@(1) (r10)

が必要となる｡以下これを示す｡

まず準備的な議論をする｡有界リブシッツ領域V⊂Rdを固定しそのメビウス変換による像V′を考える｡
r(V)と

r(V′)の関係を調べるo V′としては,ベクトルE∈Rdだけの平行移動Vf-V+E,直交変換P∈0(d)による回転

PV,実数0<ス≦1だけの縮小スV,及び単位球Si~1に関してのVの反転V* (ただしOe:-v),即ち反転

I-x*-I/IxI2 (但し0*--, -I-0)によるVの像,を考える｡次の関数を示す:

(3.7)
γ(v+E)-r(V) (E∈ぱ);

(3.8)
r(pv)-r(v) (PEO(d));

(3.9)
γ(Åv)≦γ(v) (o<ス≦1);

(3.10)
r(v')≦6(V)γ(V) (0車Iv),

但し∂(Ⅴ)は次式で与えるⅤの別の固有量である:

Supx∈vEX

(3.ll) ∂(Ⅴ)
(d≧3);

し1+(2log(sup=EV(1/lxF)))ul (d-2).

等式(3.7)及び(3.8)は一つには

GV'E(I,y) -GV(I-E,y-i), g((I+i)-(y+E)) -g(I-y)

と,又同じ様な今一つの

GPV(I,y) -

GV(rlx,p～1y), g(pT一掬) -g(I-y)

とから直ちに導かれる｡ (3.9)を示すのに,まず第1にG^V(I,y)-ガ~dGV(ス~1x,ス~1y)に注意する｡他方d≧3なら

ばg(Å~1x-Ally)-ガ~dg(I-y)であるが, d-2なら0<ス≦1に対しlogÅ≦0であることにより

g(ス~1x-A-ly)-(log古十log^)ul≦(log誌)ul-g(I-y)
である｡それ放すべての3つ揃(I,y,a)∈(ÅV)3に対して
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GAY(I,a) GAY(a,y) GV(ス~1x,㌃1z)GV(ス~lz,㌃ly)

GAV(I,y)
′-

GV(㌃IX, Å~1y)

≦ガ-dγ(v)(g(㌃1x一入~1z)+g(㌃IE-Ally))≦r(v)(g(I-a)+g(a-y))

となって(3.9)が導かれる｡

等式(3.10)の証明はずっと面倒である｡まず対称補題

(3.12) tlxI-Ix-lxlyl-1Iyl~1y-‡ylrl((I,y)∈(Rd＼(o))2)

を想起する｡これから

(3.13)

が出る｡これにより

(3.14)

lx･-y*I~1-け=yl Lx-yl-1 ((I,y)∈(Rd＼(o))2)

GV'(I,y)- 1xL2~dly12~dGY(x*,y')

となることを示す｡ I--xに注意する｡ H(I,y)で上式の右辺を表すときGV'(I,y)-H(I,y)を言う｡ H(I,y)は

v.上対称である｡ xr--･H(I,y)は∂Ⅴで0となるV＼(y')上の調和関数E-lyl2~dGV(i,y')のケルビン変換なので,

xr-H(I,y)は∂V*-(∂V)*上0となるV*＼(y)上の調和関数である｡

GV(E,叩) - (
c言11E一叩l2-♂+h(E,77) (d≧3),

c211logほ-77l◆1+h(E,77) (d-2)

とかくと, h(･,77)はすべての77∈Vに対してV上調和である｡すると(3.13)により

H(I,y) (:三1l
lx-yI2~d+ Ixl2~dh(x*,y+)lyl2~d (d≧3),

loglx-yrl+(loglxI+h(x*,y')+ loglyI) (a-2)

となる｡ここで, Si~1の曲面積をodとするとき, c2:-27T,Cd:-Od(d-2)
(d≧3)である｡さて,調和関数

i-h(E,y･)lyI2-dのケルビン変換としてd>_3のときx- ‡xl2~dh(x*,y')lyl2~dはV'上の調和関数であり,

d-2のときx- loglxl+h(x*,y')+loglyIはV*上調和となる｡かくしてH(I,y)はV*上のグリーン関数とな

ることがわかり(3.14)は示された｡

再び(3.13)によれば

(3.15)

(3.16)

g(x'-y')- 1xld-21おId~2g(I-y)(d≧3);

g(I-y･)-(logLx-yt~1+
loglxt Iyl)ul

≦(1+(loglxHyl)ul)g(I-y)

(d-2)

となることがわかる｡

これで(3.10)の証明の準備は完了した｡ (3.14)によりすべての3つ揃(I,y,a)∈(V')3に対して

GV'(I,a) GV'(a,y)

= lZ

xl2~dlzI2-dGV(x*,z') tzl2~dlyl2-dGV(z*,y')

GV'(I,y)

4_2d GV(x*,z*)GV(z*,y')

GV(x*,y')

となる｡d≧3なら(3.15)により

GV'(I,a) GV'(a,y)

GV'(I,y)

d-2なら(3.16)により

Ixl2~dlyI2~dGV(x*,y')

≦ lzl4~2dγ(v)(g(x'-z')+g(zLy'))

･γ(v)(鰐g(I-a).解g(z一封))
≦6(V)γ(V)(g(I-a)+g(a-y));
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GV'(I,a)GV'(a,y)

GV●(I,y)

≦γ(V)(1+(log(xI Ill)ul)g(I-a)+(l+(loglzHyl)ul)g(a-y)

≦6(V)r(V)(g(I-a)+g(a-y)).

こうして(3.10)も示された.

本節の最後にいよいよ(3.6)を革明する｡ e-(1,0,･･･,0)とおく｡ (3.7)と(3.8)により

(3･17)
r(v(a,(,r)) -γ(v(a,ae,r)+a8)

となる. P(i):-(I-(xl,x')∈Rd:xl>i)とおく.球の*による不変性(超平面は∞を通る球と考えて)により

(3.18) v(a,a8,r)+ae - (P(I/2a) nB(e/2a,r))～

となる｡ 0<r<1/2aにより

6(P(1/2a) nB(8/2a,r)) ≦ (;.(2l｡g(2a,,ul'(dd≡32',;
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がわかる｡ C(α)-1+(2log(2α))ulとおく｡すると(3.10)により, (3.17)と(3.18)から

(3.19)
r(v(a,[,r)) ≦c(a)r(p(1/2a) nB(8/2a,r))

がわかる. P(1/2a)nB(E/2a,r)-e/2a-P(0)nB(0,r)だから(3.7)と(3.19)により

(3.20)
r(v(a,(,r)) <c(a)r(p(o) nB(0,r))

となる｡明らかにP(0)nB(0,r)-r(P(0)nB(0,1))である.
rを小さくとって0<r<(1/2a)nlとすると, (3.9)

によりr(P(0)nB(0,r))≦r(P(0)nB(0,1))-:KでKはrに依存せぬ定数である｡よって(3.20)により

r(V(a,ど,r))≦KC(a) (0<r<(1/2a)nl)となって, (3.6)が示された｡

3･21･命題3･2の証明. Rd＼(o)の球B(I,8)のpに関するカト一定数を〟(B(I,e))-a(B(I,e),FL)と記す‥

･(B(I,e)･p)
-

yESBu(PE,IB(I.E,
g(y-a)a Fp i(a)･

FLがカト一族の測度だから1imE1.a(B(I,E),FL)-0である｡ある0<a<-があって,すべてのb∈(0,a)に対して

(3.22) dim(FL,E2b) ≧ 1

と仮定するときdim(p,Eta)≧1を示したい｡
c∈(0,a)とE∈∂E2cを任意に固定する. (3.22)から各b∈(c,a)毎に

ub(E)-1となるub∈pH(E2b;∂E2b)+がとれる｡ (ub:C<b<a)は正規族をつくるから(c,a)内の増加列

(b(n))n≧1†aで(ub(～))n≧1があるu∈〟H(E2a)+にE?a上局所一様に収束するものがとれる.簡単の為各n-1,2,･･･に

ついて

vn :- (;b`n)
('oOab㍍b(I)上)

とおく｡ vn(E)-u(E)-1 (n-1,2,-)だからハルナック不等式によれば, ∂Oc上vn≦iuとなる定数Å>0がみつか

るo s-スuとおくと, E2a＼E?c上vn≦sとなることが最小値原理によりわかる｡

任意に(∈∂E?aを固定する｡ (3.5)の領域V-V(a,(,r)を十分小さな0<r<1/2aに対して考える｡最初, Vが

MP一集合(pH8こ関してV上最小値原理が成立するの意)でVnE2c-0となる位小さく0<r<1/2aをとる｡

･⊂β(
1+4a2r2ー. 4a2r

1-4a2r2
ゝ'

1-4a2r2 )⊂B({･
T%)

に注意する｡ (3･6)によ･りγ(V)-γ(V(a,(,r))-6(1) (rJO)であった.
a(B((,4a2r/(1-2ar)),FL)-0 (rJO)だか
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ら,任意に固定したq∈(0,1/2)に対して

(3.23) max(r(V(a,{,r)),I)a (B({,ヂ告),p)干号
となる様に更に小さく0<r<l/2aをとるo この様になっているV-V(a,(,r)を固定する｡ ∂Vは球帽

rl-(∂V)nE2aと(を中心とする球帽ro-(∂V)＼rlからなるo V上のグリーン関数GV(･,･)を使って

(Tf)(I) :- IvGV(x･y)I(y)dp(y) (f∈C(-v))

により定める有界線形作用素T: C(-v)-(f∈C(-v):fl∂V-0)を考える｡又

(I Tlf)(I) :- IvGV(I,y)I(y)dLpI(y) (f∈t(-v)､)

も同種の有界線形作用素tTIを与える｡ VはpH一正則で, H-oHとして･ -v上

(3･24 ) う箸HfV≦pHfV ≦士すHfV
がすべてのf∈C(∂V)+に対して成立することを言う｡実際(3.23)からIITH≦llJT川≦qである｡従って

Il(I+T)-11l≦1/(l-q)である｡簡単の為HfV-:h, (I+T)-1h-vとおくo VはMP一集合故v-pHfVである｡よっ

て

00

(3.25)
pHfV(∫)-

∑(-1r7n(I) (x∈ V)
n-0

となる｡以下の手続きは[3] (又は[16]も参照)に依るものである｡ (Vm)m≧1をVの滑らかな領域Vmによる近似

とし,

hm(I) :- (
h(I) (x∈ Vm),

HvVIV-(I) (x∈ v＼vm)

とおく,但し¢∈C(∂(V＼-vm))で∂V上申-0,∂Vm上q,-hとする｡ hmはV上ポテンシャル(即ち0-ポテンシャ

ル)だから,リースの定理によれば, ∂Vm上の正値ラドン測度レmで

hm(I)
- IvGV(I,y)dvm(y) (x∈ V)

となるものがとれる. (3.23)と3G不等式によれば,すべての組(I,y)∈V2に対して

IIvGV(I,a)GV(a,y)dp(a)i
≦ JTvGV(x･z)GV(a,y)dip I(a)

･γ(v)GV(x･y)Iv(g(I-a).g(a-y))dEp
l(a)

･2r(V)a(B({,蕊),p)GV(I,y)
≦qGV(I,y)

となる｡フビニの定理により,すべての∬∈Ⅴに対して

(l Tlhm)(I)- IvGY(r･z)(IvGV(z･y)dvm(y))dLpKz)

-

J;(IvGV(r･z)GV(z･y)dlp I
(a))dy-(y)

･IvqGV(I,y)dvm(y)
-

qhm(I)

となる. V上0≦hm†h(m†-)だからルペッグの収束定理より, -v上ITlh≦qhとなる｡帰納的に考えて

ITrh≦qnh(n-1,2,-)となる｡ (3.25)により
E司 【垂:

h(I)- ∑lT｢h(I)≦pHfV(I)≦ ∑lT｢h(I).
n-1 n-0

しかるに∑;主11Trh(I) ≦(∑==1qn)h(I)-(q/(トq))h(I), ∑;=oけ｢h(I) ≦ (∑==.qn)h(I)-(1/(卜q))h(I)だ
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から, (3.24)が出る｡

さて∂V上0≦fn≦fn.1 (n-1,2,･･･)でfnIE2b(n)nrl-S, fnlro-0 (n-1,2,-)となる(fn)n≧1⊂C(∂V)をとること

が出来る｡
sn-(I+T)~1H^:(n-1,2,-)とおく｡(3.24)より-v上

(3･26) う箸H^:≦sn

≦士すH^:
-

となる｡ 0≦sn≦sn.1≦sなので, (sn)n≧1はあるsv[r.-sとなるsv∈H(V)+nc(VUrl)に収束するo (3.26)と

sn≦svにより, (H^:)n≧1はあるhv∈H(V)+に収束するoH^:∈H(V)'nc(VUr.)でH^:Jr.-0であるから,境界
ハルナック原理によりhvはr.＼テ1で境界値0をもつ｡ (3.26)でn†-とするとV上

(3･27) う箸hv≦sv≦7吉hv
がえられる｡これはsv∈pH(V)十nc(vu(r.＼rl))かつsvf(r.＼r.)-oを意味する｡

s≧svでrl上s-svなので

s*:- (
s (E?a＼V上),

sv (V_i)

はE2a上FL一優調和である. ∂E?cではvn≦s-s'なので,最小値原理でE2a＼nc上vn≦s'となりu≦s*となる.

svl(ro＼rl)-0より

1im 〟(∫)-0.
エ∈叱,I--ど

(が∂E2aの任意の点であったことと, u(E)-1よりu∈pH(E2a; ∂E?a)＼(0)となりdim(FL,Eta)≧1が示された. 口

4.相対ピカール次元と双曲拡大

4.1.第3の基本命題. E2a上p-グリーン関数が存在するとき, (p,Eta)は双曲型であると言う｡このとき(p,E2a)は

非楕円型である｡非楕円型で双曲型でないとき(FL,Eta)は放物型であると言う.補選2.5によりdim(fL,Eta)≧2なら

(p,Eta)は双曲型で, (FL,Eta)が双曲型ならばdim(p,Eta)≧1となる｡本章では次の結果を証明する｡

4･2.定理.ある0<a<∞に対して(p,S2a)が双曲型ならば.あるb∈(a,∞)があって(p,E2b)も双曲型となる.

証明は本章末4.10節で与える｡ある0<a<∞に対してdim(FL,E2a)≧2とすると, (FL,E2a)は双曲型であるので,

上の定理からb∈(a,-)があって, (FL,E2b)も又双曲型である｡ゆえにdim(p,E2b)≧lとなる｡こうして主定理の証

明の為に必要な,次の第3の基本命題が得られた:

4･3･命畏.ある0<a<∞に対してdim(Fe,S2a)≧2ならば,あるb∈(a,榊)があってdim(p,(2b)≧lとなる.

4.4.球族の正則被7f性.中心a半径r>0の球B(a,r)を考える.その表面S(a,T)-∂B(a,r),は中心a半径r>0の

球面である. S(a,r)上の2点E,叩の測地距離をds(a,,)(E,q)と記すo S(a,r)の北極と南極の間の測地距離を6(a,r)

とかく｡ (∈S(a,r)と6∈(0,6(a,r))に対して, S(a,r)上の中心r半径6の球帽とは(E∈S(a,r):

ds(a.,)(E,()<6)のことで,これをβ((,6)-β(E,6; S(a,r))と記す.声((,6)- (E∈S(a,r): ds(占,,)(E,()≦61であ

る｡どんな符∈S(a,r)とどんな0<6<6(a,r)に対しても有限個の点E,･∈否(q,6)V(77,6)(1≦i≦m)をうまくえら

べば房(q,6)⊂∪.r=1声(Ei,6)と出来る.この様なmの最小値をm(q,6)とする.あらゆるa∈ぱ, r∈(o,∞),

q∈S(a,r)及び6∈(0,6(a,r))に対するm(符,6)の最大値をM-M(d)とすると, M(d)は2≦M(d)<-である

様な自然数で,これはRd固有の空間定数であるo今一つ, (I-sine)/(1+sineアー1≧1/2となる様な0∈(0,7T/2)

の最大なものを0(d)とする｡ 0(d)も0<0(d)<7r/4となるようなRd固有の空間定数である.

0<0<7T/2, 0<r<-に対して
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c((,a;o,r)-(x∈Rd: ((-I)･((-a)≦ほ-xll(-alcose, lr-x[≦r)

は頂点(,中心線a-(,開き角2eの錐と(中心,半径rの球との共通部分であるいわゆる切頭錐である｡これは

B(a,r)に頂点[∈S(a,r)-∂B(a,r)を除いて含まれている｡

rをRd内のC2超曲面とする.次の2条件がみたされるとき, rは球B(a,r)を正則分離すると言うことにする:

B(a,r)＼r及びB(a,r/2)＼rのいずれも丁度2つの成分からなる; S(a,r)nrはS(a,r)のC2閉超曲面である. rが

B(a,r)と正則交差するとは,以下の四性質をみたす様な[∈S(a,r)と2正数81,82<rが定まることである:

r+i((-a) (ltl<81)はB(a,r)を正則分離する; ltI≦81となる任意のtに対して, lt′l≦elかつt<t′となるす

べてのt′についてr′:-(r+t'((-a))nB(a,r)はB(a,r)＼rtの同一成分内にある;どのE∈I< (It[≦81)に対し

ても, Eを通り[-aに平行な直線はr<と点Eにおいてのみ交わる;

rn(豆(a,r)＼β(a,r-E2))⊂] c((,a;0(d),r)･
[ErnS(a,r)

最後に球族23-(B(a,.,r;.):i-1,･･･,n)がrを正則被稚するとは次の2条件が満たされることとする: rはB(at･,ri)

と正則交差する(1≦i≦n); ∪,P=1B(a,･,rj/2)⊃r ｡

4.5.調和関数の境界値. S(a,r)＼∑が2つの成分Sl,S2からなる様なS(a,r)上のC2閉超曲面∑をとる. ∑のRd内

の近傍となる領域Yをとる｡ YnB(a,r)上の有界調和(即ち0一調和)関数ui(i-1,2)で, uiはYn(S(a,r)＼∑)

で境界値をもち,それがYn(SiU∑)上∑で1となる様な連続拡張をもち,又Yn(S,･∪∑) (j∈(i,2)＼(i))上∑で0

となる様な連続拡張をもつものとする｡次の結果が得られる:

4.6.補遺.各e∈∑についてCe-C(手,a;0(a),T･)nYとするとき.各l-I,2について.

(4･7) 志≦.lid,nle叫(I)≦.liEnS,u.PeuL(I) ≦卜志･
ここに上式の上.下極限はe∈∑について一様である.

証明:最も左の不等式を示せば十分である.最も右の不等式は卜uiをu,･ (j≠i)と思ってu,･に最左辺を適用すると

ut.に対しての最右辺が出る｡そこでwiをB(a,r)上Siの調和測度とする(i-1,2),即ちw.･はSiで境界値

1, S,･(j∈(1,2)＼(i))で境界値0をもつB(a,r)上のただ1つの有界調和関数である(∑の2一客量は0であること

に注意). wiに対して(4.7)の最左辺が言えたとする. ui-WiのYn(S(a,r)＼∑)上の境界値は, ∑で0となる様な

YnS(a,r)-の連続拡張をもつから,再び2-cap(∑)-0に注意して,

=∈

ynB(a.,).I-i(ut･-
Wi) (I) - 0HR画]

となる｡ここで極限はE∈∑に関して一様であるoよってuI.-(urwi)+wiとみて, wiに対する(4.7)の最左辺の

成立からuiに対するものが出る｡故にwlに対して(4.7)の最左辺を示せばよい. ∑はC2級ゆえ各E∈∑によらぬ

6>0があって, Sl内の測地球β-β(77,6)で房∩∑-(E)となるものがとれる.βo-β(E,6)とする｡ β(E,6)の周上

符-171,叩2,･･･,nM (M-M(d))を適当にとるとβ(E,6)⊂ LH=1声(qi,6)となる｡β(77i.,6)のB(a,r)に関する調和測度を

vi (i-1,･･･,M), β.-β(i,6)のB(a,r)に関する調和測度をv.とする. B(a,r)上ET=1Vi≧v.であるから,特に
M

(4･8)
i!1

Vf.(I)≧vo(I) (x∈aTE)･

aを中心とする藷の周りのqlを恥に移す回転をTkとすると(k-1,･･･,M),vk(I)-V.(Tk-Ix)
(x∈B(a,r))であり,

r∈aTEならTk-1x-xだからvi(I)-Vl(I) (x∈壷, i-1,･-,M)となり, (4.8)によりMvl(I)≧v.(I) (x∈a-E)と

なる｡ voはEで境界値1をもつから

1im vl(I)≧1/M
J∈af.=ーE

となるo下極限はE∈∑に関して1一様である｡ B(a,r)上wl≧vlだから,上式より, E∈∑に関して一様の意味で

(4.9) 1im wl(I)≧1/M.
∫∈aE,3ーE
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x∈C＼(E)を十分Eに近くとると,適当なy-y(I)∈藷＼(E)があってx∈Bly,Jy-EIsinO(d)) (⊂C)となる.

wl∈H(B(y,fy一引))+とみてポアソンの積分表示を使うと

wl(I)≧
1+

sine(d)

(1- sin 0(d)yl-l
wl(y) >iwl(y)

となる(ハルナック不等式)｡これより, (4.9)を使って, E∈∑に関して一様の意味で

=1tTE,!n}E
Wl(I)

≧i
IIEfP,in}f

Wl (y(I))

･‡ZIETE,皇n}E
Wl(a) 辛1/2M [コ

4.10.定理4.2の証明.球B(a,e)のFLのカト一定数についてx(B(a,e),FL)Jo (e↓o)を想起する. S(0,1)⊂好の曲
面積をodとするとき, cd:-27T (d-2), cd:-Od (a-2) (d≧3)とおくと,領域Aがグリーン関数(即ち0-グリー

ン関数) GA(I,y)をもつときGA(I,y)-(1/cd)g(I-y) (I-y)である｡

ある0<ro<∞に対して(FL･E2竹)が双曲型ならば,ある正数叩が見つかって(FL･E2q.q)も又双曲型となることを以

下証明する｡先ずAl:-E2,b-B(0,,a)＼(0), rl:-6Al-S(0,ro)とおく.補題2.6により, Al上にFL一単位

w-1W(-〟eAl)が存在する○各a∈rlに対し, 8>0を十分小にとると,次の2条件がみたされる‥ rlはB(a,e)と

正則交差する;

(4･11) K(B(a,e)･p) (B(aS.P,RA.W)(BS(TP,pHF'a･e')
< 1/4M･

8>0を十分小さくとれば(4.ll)の左辺の最後の因子の存在と,そのa∈rlに関する一様有界性が成り立つことは

3G定数などを使ってすぐわかる｡この様な0<e<r.を1つ固定してr(a)と記す: 0<r(a)<rb. rlの完閉性によ

り有限個の点ai∈rl (i-1,･･･,n)があって

n

U B(ai,r(ai)/2) 3r.

t.-1

と出来る｡ r(ai)-r;A (i-1,-,n)とかく｡するとZ3-(B(a.I,1;I):1≦i≦n)はrlを正則被覆する｡そこでの定数

ei-E.I(B(al,rl),rl) (i-1,2)と(-[(B(al,rl),rl)∈∂B(al,rl)を固定する｡ 0<82<81としておく｡先ず

D:-Do:-B(al,rl)nAlとおく｡ Il-(rl+i((-al))nB(al,rl)とかくとき, 0<t<81に対してB(al,r.)＼rltのD

を含む成分をD,と記す(必要なら(を2a-(でおきかえる)0 ∂D,を3つの部分IlとAl:-(∂D,)nAlと
ど:-∂D八(テ1tU瓦E)に分解する｡

8DE上の境界関数f,をAE上^: -w,云tu〒;上f,:-0で定める｡ (4.ll)からcd-lK(Dt,FL)<1/4Mであることにより,

wt-pH^?tが求まり力の連続･5tz∈aDtに於いてはw,Eま境界値^(a)をとる有界p一調和関数である｡又wt:-.H^?t
も同様の性質をもつ｡そこで積分作用素

(TE甲)(I) - ID,GDE(x･y)¢(y)dp(y)
を考えると, β√上

wE(I) -WL(I)- (Ttw,)(I)

となるので, (4.ll)により, rP-r.nB(al,rl)として

(4･12)
s笥p

wt≦ suHp WL'1/4M

となる｡ De2＼βt上wt…0としておくoすると(wE)t10は減少列でDE2上0≦wt<we2-:W (0<1≦e2)となるo

CE:-C(E,al;0(d),rl) (E∈r.nS(al,rl))とおく｡補題4.6により

!iE%Sru_PfW(I) ≦ト1/2M

がすべてのE∈rlnS(al,rl)に対して一様上極限の意味で成立する｡従ってある83∈(D,E2)がみつかって

rn (B(al,rl)＼Bla.,rre3))上
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(4.13)

が成立する｡次に

(4.14)
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0<wt≦wE2≦l-1/3M (0<t<e2)

幣(rl｡BS(岩だ_E3)WL)
-0

を示す｡デイニイの定理を使えばよいから,任意のy∈rlnB-(al,rl-e3)をとめるごとにwE(y)↓0 (tiO)を言えばよ

い｡
yを通り(-alに平行な直線をAとし, 2への距離がrl/4より小である点からなる無限円柱のrPとrl-Cとの間の

部分をEとする,但しc>0は十分小にとって豆⊂B(al,rl)となる様にする｡

K :-

B(£TPnA.
W

とおく｡ Eの上底豆nrl-豆nrPで境界値0, ∂E＼(豆nrl)で境界値Kと定めた有界調和関数をhとする｡

Et-E+i((-al)とおくとき, 0<t<elを十分小にとって京口rl⊂Et⊂Et⊂B(al,rl)となるtばかりを考える｡

ht(I) :- h(I-i((-a.)) (x∈Et)

とおくと, htはEfnIllで境界値0, ∂E八(Elnll)で境界値Kとなる有界調和関数である｡境界値を較べてE,上

wE≦htとなるので

o<wt(y) ≦hl(y)-h(y-i((-al))

となる. y-i((-a.)∈E8ま正則境界点yにt-0のとき収束するのでh(y-i((-a.))-0
(tiO)となり,上式から

wt(y)-o (tio)となる｡よって(4.13),(4.14)よりあるi.∈(0,e2)があって, suprlW1.≦卜1/3Mとなる｡
(4･12)

からsupr7WE≦卜1/12Mが出る｡従ってr2上

0<wt5:1-I/12M<1-w

となる｡ゆえに(aD)＼rY上wtl-W, rP上wtl<wだからD上w,1<wとなる.そこで, Al＼βtlではs=w, DElでは

s-wtlとおくと,貼付補蓮でsはAIUDtl上のFL一優調和関数でそこでs>0であるoしかもAIUD,lで5はp-調

和でない｡しからざれば, A.上w, s共にFL一調和でwIS≧0でA.＼Dでwrs…0なので,ハルナックの不等式に

よりAl上w…sとなるが,これはD上s-wl<wに矛盾する｡ゆえにAIUDEl上正値p-ポテンシャルが存在する

ことになるから, AIUDtl及びそのどんな部分領域Q (但しある0<b<-があってE2b⊂Q⊂AIUD,lとする)上に

もp-グリーン関数が存在する｡ ∂Qを滑らかとすると,補選2.6によりQ上FL一単位が存在する｡

さてAlをAIUD,lの中で少しふくらませてC2境界をもつ穴空き位相球A2(Al⊂A2⊂AIUDtl)が次の3条件をみ

たす様にとることが出来る: E2∞⊃A2⊃A.∪(rlnBlal,rl/2)); r2:-6A2をZ3は正則被覆する; A2上p一単位2W

があり.すべてのB(a,e)∈Z3,w-2Wに対して(4.ll)が成り立つ｡ (Al,rl,1W,B(al,rl)nAl)の代わりに

(A2,r2,2W,B(a2,r2)nA2)に対して上と全く同様の議論をくりかえすことにより, C2級の境界をもつ穴空き位相球

A,を次の3条件を満たす様にとれる: E200⊃A3⊃A2∪(r2nB-(a2,r2/2)); r,:-∂A3を別ま正則被覆する; A3上FL一

単位3Wがあり,すべてのB(a,8)∈Z3, w-3Wに対して(4.ll)が成り立つ｡これをくりかえしてC2級の境界をも

つ穴空き位相球Ai (1≦i≦n+1)の有限列Al⊂A2⊂･･･⊂An.1を,一般に次の3条件をみたす様にとれる

(2≦i≦n+1):

(i) Ai⊃Ai_1∪(ri_1∩豆(ai_1,ri_1/2)) ;

(ii) rt･:-∂AiをZ3は正則被覆する;

.
(iii) A.上にp一単位iWがあり,すべてのB(a,8)∈Z3, w-.･wに対して(4.ll)が成り立つ｡

条件(i)から一般にrlnBlai_1,ri_1/2)⊂Ai(2≦i≦n+1)となるからAn+1⊃rlとなり, An.1⊃A-lとなる｡ゆえ

に適当な叩>0をとればAl⊂E2q.q⊂An.1である様に出来るo An.lはFL一単位をもつからp-グリーン関数をもち･

従ってE2q.qも双曲型となることがわかるo 口

5.相対ピカール次元の変動

5.1.主定理の証明(分類). ∑p-(dim(FL,E2,):0<t<-)とおくとき命題2.2の帰結として, ∑pは少なく共1つの濃
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度を含み,又高々3つの濃度を含むことがわかっている. ∑pが1元集合,即ち∑p-(E)であると, pはtypeIであ

る｡次に∑〟が2元集合の場合を考える｡∑pの2元E,町中大きい方をEとするとE≧1である｡もしE≧2ならば

T-(t∈(0,∞): dim(p,E2t)-E)とおくとき, ∑pが2元を含むことから,命題2.2によりT-(0,a)又はT-(0,a]

(0<a<-)となり, (0,-)＼T上dim(p,E2t)-叩である｡命題2.2により77≧1ではあり得ないから,符-0となる｡

命題3･2によればdim(FL,Eta)≧1であるが,もしdim(p,E2a)-1とすると∑pが0,1,Eの3元からなることになって矛

盾が出るゆえ, dim(FL,Eta)≧2である｡再び命題2.2によりdim(p,Eta)≧Eとなるo故にT-(0,a]でなければなら

ぬ｡すると命題4.3によりa<bであるようなあるbがあってdim(p,E2b)≧1となりdim(FL,E2,)-0 (t∈(0,-)＼T)

に反する｡以上によりE-1,叩-0であって, dim(p,E2t)-1 (0<t<a), dim(FL,f2,)-0 (a<t<-)となる.命題

3･2によればdim(FL,Eta)-1となり, FLはtypeIIであることがわかった｡最後に, ∑〟が3元からなるとすると,命題

2･2によれば, ∑〟-(0,I,E)(E≧2)である｡再び命題2.2によれば, FLがtypeIIIでなければならぬことがわかる｡
.ロ

5･2･主定理の証明(存在). typeIの〟もtypeIIの〟もtypeIIIの〝も,いずれも存在すること,更にtypeIの場

令,任意に与えたE∈=- (0,1,2,-,蛇.,拭)に対してdim(FL,E?i)…EとなるtypeIのpが存在することを,又type III

の場合の相対ピカール次元の値域として,任意に与えたE■∈=＼(0,1)に対して(0,1,E)となるtype IIIのFLが存在す

ることを以下例示するo スはRd上のルベーグ測度とする｡

5･3･例(typeI) :任意の正数aを固定するとき, dp(I)--lx｢(2+α)dス(r)によりpを与えると,これは

Rg-Rd＼(o)上のカト一族のラドン測度であるが,すべてのa∈(0,-)に対してdim(FL,E2a)≡0である([10]参照)0

5･4･例(typeI) :

FL-0である様なpに対しては,すべてのa∈(0,-)に対してdim(p,E2a)…1である([1],[20,

21]参照)｡これはしばしばピカール原理と呼ばれる古典的結果である｡

5･5･例(typI) :どんなE∈=＼(0,1)に対しても,すべてのa∈(0,-)でdim(FL,E2a)…Eとなるカト一族のラドン

測度FLでdp(I)-P(I)dÅ(I) (P∈C∞(Ri)+, -の近傍でP…0)の形のものが存在する([17]参照)0

5･6･例(typeII) :
p--Åである様なFLをとると,あるao∈(0,-)が存在して, dim(FL,Eta)…1 (a∈(0,a.]),

dim(FL,Eta)≡0 (a∈(a.,-))となる｡ここにao-j(a_2)/2.1は(d-2)/2次の第1種ベッセル関数の最小の正値零点で

あり,例えばjo.1-2･4048256, jlJ-3.8317060, j2.I-5.1356223等([23]参照)である｡

5･7･例(typeIII) :任意のE∈三＼(0,1)をとるとき, Eに対する例5.5の様なtypeIの測度poをとる｡ FL.は-の近傍

でFLo-0にとってあるからRd＼ncでp.-0とする(0<c<-)0 〔2c上p-FL.,Rd＼E2c上p--Åとおくと,これは明

らかにR言上のカト一族の一般符号ラドン測度である｡例5.6により,Rd＼E2c内に含まれる様な∞の近くの点中心,十

分大きな半径の球の内部には正値p一調和関数は存在せぬので, b∈(c,∞)をE2ゎが上の球を含むくらい大きくとる

と, dim(FL,E2b)-0となる｡他方dim(FL,E?c)- dim(〟.,n｡)-Eで_ある｡ゆえに∑〟が0とE≧2を含むからFLはtype

IでもtypeIIでもあり得ない｡こうして〟はtypeIIIであることがわかる｡

以上で存在部分の証明は完了である｡

付録:球の3G定数

⊂]

本文第3章で使った3G定数(3.3節) ((4.ll)も参照)に関連した所を述べる｡ Rd (d≧2)の変形基本調和関数をg

と記した,即ちd≧3ならば本来の基本調和関数g(I)-1/lrld~2そのものであるが, d-2のときは

g(I)-max(log(1/frl),1)の様に修整が施されていた｡ Vをグリーン関数(即ち0-グリーン関数) GV(･,･)を持

つRdの領域(即ち双曲領域)とする｡すべてのx,y,z∈Vについて

(1) GV(I,a) GV(a,y)

GV(I,y)
≦γ(V)(g(I-a)+g(a-y))

となる様な最小の定数r(V)∈(0,∞]が双曲領域Vの3G定数で不等式(1)をV上の3G不等式と言う｡ 2数
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a,b>0について

max(a,b)<a+b<2max(a,a)

であるから, r(V)と(1)の不等式を,すべてのx,y,z∈Vについて

(2)
GV(I,I)GY(a,y)

GV(I,y)
≦テ(v)max(g(I-a),g(I-y))

となる様な最小の定数をテ(v)∈(0,-]とすると言う形に定式化しても同値である,即ち, γ(V)<-と-r(V)<-

は同値である｡ Vが有界リブシッツ領域ならばr(V)<∞である(Cranston-Fabes-Zhaoの定理[8])と言うのが

既知の最良の結果であり,最近の学術書Chung-Zhao [6]に詳しい証明が述べられているが主張の深さの故引用が多

数必要で当然ながら完全に自己完結なものを与えることは無理である0

実はVが中心a半径0<r<-の球B(a,r)-(x∈Rd: l∬-aI<r)の場合γ(B(a,r))<-となることだけでも非

常に有用であるが,その証明にかぎれば,極めて初等的に出来るので,ここに記録しておきたいo d-2の場合と

d≧3の場合では証明が表面的にはすっかり異なるので別々に扱う｡

3.球の3G定数の一様性.応用上はγ(B(a,r))<∞だけでなく, γ(B(a,r))がaに依存せぬこと及びr(B(a,r))

-♂(1) (rJO)
,が極めて重要である｡これについて先ず注意する.

d≧3の場合状況は極めて明朗である:すべて

のa∈Rd,o<r<∞に関して

(4) γ(B(a,r))-γ(B(0,1))
(d≧3)

となる｡事実B(a,r)のグリーン関数GB(a･r)(I,y)について

GB(a･r'(x･y)

-≠{GB'0･1)(号旦,号旦)
(x･yEB(a,r))

となること及び

チ)-黄g(I-I)
I-a a-a

(ちg I+,

に注意すれば直ちにわかる｡ d-2の場合は相対的にすっきりしない結論である:すべてのa∈leに関して

(5) r(B(a,r))≦γ(B(0,1)) (d-2; 0<r≦1),

従って少なく共r(B(a,r))-♂(1) (rJo)は次元d≧2に関わらず常に正しい; 0<r≦1のときには(5)より弱い

形ながら,一般の0<r<-に対して,従って特にr>1に対して

(6) r(B(a,r))≦(1+ max(logr,1))r(B(0,1)) (d-2; 0<r<-)

の形のものが成り立つ｡実際d-2の故不変性 -

GB`a･,)(I,y)
- GB'0･1)(デ,旦ヂ)

が成り立つ｡それは良いけれど, max(α,β)-α∪βとかくことにして,

g(旦デーデ)-g(ヂ)-(log誌.logr)ul
により, 0<γ≦1ならlogγ≦0だから

g (デー3=) < 1U

logT妄㌔-g(XIZ)
により(5)が出る｡一般に0<r<∞のとき

(log誌+logr)ul≦1UlogT盲㌔+1U
logr

だからg(I-a)+g(a-y)≧2に注意すると
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g (旦㌢一旦ヂ)+g(ヱデー旦ヂ)≦g (I-a)+g(a-y)+2(1U logr)

- (g(I-a)+g(a-y)) (1+
2(1U logγ)

g(I-a)+g(a-y)

145

≦(g(XIZ)+g(a-y))(1+1U logr)

となることから(6)がわかる｡

いずれにしろ, γ(β(0,1))<∞を示しさえすれば, γ(β(α,㍗))-♂(1) (rJO)の意味での一様性もついでに導か

れる｡こうして以下γ(β(0,1))<∞の証明だけに集中する｡

7･ 2次元球(円板)の3G定数.以下単位球(円板) B:-B(0,1)かつB上のグリーン関数G(I,y):-GB(I,y)と

かく｡豆(a,r)⊂B(b,p)である任意の2つの有限球(円板) B(a,r)とB(b,p)をとるときGB(b･p)(I,y)

-G((I-b)/p,(y-b)/p)の具体的な形を使うと,ある定数K-K(a,r,b,p)≧1が存在して,すべての

I,z∈B(a,r)に対して

K-IGB(b･p)(I,a) ≦g(I-a) ≦ KGB(b･p)(I,a)

となることがわかる｡従ってγ(B(0,1))<∞は. (1),(2)の同値性と上の不等式により,次の結果と同値なことが

わかる｡

8.定乱空間の次元d-2とするとき,すべてのx,y,z∈Blこ対して

(9)
G(x,a)G(a,y)

G(I,y)

となる様な定数0<c<∞が定まる.

≦c･
max(GB`0･2'(x,a),GB`0･2'(a,y))

証明: 2次元ユークリッド空間R?を複素平面Cと同一視すると

27TG(I,y) -

logl
llXy

I-y l-flog(1･
(1-lx[2)(1-lyl2)

lx-yf2

の様に表現出来る｡さてx,y,zの内2つが一致すると(9)は自明に成り立つから, I,y,zは互いに異なるものと

仮定してよい.この様なx, y,zを任意に固定する｡ BからBへの等角写像g-glを

g(i) :-
i-_a

1-zt

で与えると,グリーン関数のg一不変性

(10) G(g(tl), g(t2))-G(tl, t2)

の成立は自明である｡ g(a)-0が要点である｡さて, Itl≦1に於いて

(ll) GB(0･2)(g(i),0)
_<c′GB(0･2)(i,a)

(c′:- (log 2)/ log(5/4))

が成立することをみたい｡この為には

(12)
logl

2(1-tz-)

i-a l一)'1)a12(i-a)l≦c′logf藷l(ltI<1)

を示すとよいo両辺とも(ItI<1)＼(a)で調和であり, i-zのとき, c′>1だから(右辺)-(左辺)-∞≧oである｡
lil-1のときt-eieとおいて

(左辺) -log2

である｡又1tf-1,即ちt-eieのとき

(右辺)
/c′-号log

4d'e-a l2

である｡さて
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14eiO-z l2 14eiO- lz=2
mln

∂

だから, lzl-aとして, 0<a<1だから

4♂β-αl2 16+α2-8αcosβ

eie-a I2 1+a2-2a cos 0

eiOIZ 12

=

mln
β leiO-lzI J2

12-3α2 .
12-3α2

≧4+

1+a2-2acosOL-
■

(1+a)2

25 5
(右辺)

/c′,‡log前-
log首

(右辺) >log2

･4･i-%
により

だからItl-1,即ちt-eieのとき

となり(12)の成立が示された｡

さて任意のx/,y′∈Bに対して

(13)
G(x′,0)G(0,y/)

G(x′,y/)
≦ c′′･ max (GB`0･2)(x′,o),GB(0,2)(o,y′))

が成り立つような定数c′/>0が求められたとする｡任意に定めてあったx,y,z∈Bに対してg(I)-I/,g(y)-y/,

g(a)-0であると見て, (13)から

G(g(I)i_ヲ!7)],Gn(,g.(守l)Ig(y)) ≦ c′′･ max (GB'0･.2'(g(I),o),GB(0･2'(o,g(y)))G(g(I), g(y))

となる｡ (10),(ll)を使えばc-c/･c′′とすると(9)の成り立つことが解る｡以上により(13)を示せばよい｡文

字を変えて,全てのx,y∈B (x≠y,I,y≠0)に対して

(14)
G(I,0)G(0,y)

G(I,y)
≦c･ max (GB(0･2)(I,o),GB(0･2)(o,y))

となる様な定数c>0が選べることを示しさえすれば良い｡上の(14)を示すのにx,yについての対称性があるので,

以下

0<Lrl≦lyI<1

の時のみ考察すれば良い｡以下この仮定のもとで(14)を3つの場合i),ii),iii)に別けて示す｡

場合i). lyl2_<3/4とする｡

次の不等式を使う: a≧1とすると,すべてのE≧0に対して

log(I+aE) 5;a log(1+E).

2方G(x･ 0)
-

logiT-号log(1.ユ詳)
4(1-lrl2)≧4(l-lyl2)≧4-4･(3/4)-1

lx-yl2/[yl2≦(Ixl+lyl)2/1yl2≦(2lyl)2/lyl2-4

等の形に留意する｡更に

及び

に注意して

となり(15)を使って

-in(干洋･ユ詳)≦i#≦4(1-.I,2,
･上迎･吐出Iyl2 lx-yl2

-4
(1-lxl2)(1-Iyl2) lx-y

lx-yL2 yI2
≦16

l2ノ.∩(1-lxl2)(1-lyl2)

lx-yl2
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min(2方G(x･ 0),2方G(0･y))

-号log(1.min(

･‡log(1+16

･16･‡log(1+

(1-lxl2)(1-ly12)

(1-IxF2)(1-ly12

lx-y12

となる｡よって

G(I, 0)G(0, y)- min(G(I, 0), G(0, y))･ max(G(I, 0), G(0, y))

≦ 16G(I,y)max(GB(0･2'(I,o), GB(0･2'(o,y)).

場合ii). Eyl2>3/4とし,更にIxI≦1/2とする｡

この時は,ハルナック不等式により,定数さがあって

G(y,0)≦云G(y,I) (lxl≦1/2)

となる｡よって

G(I, 0)G(0, y)≦さ(G(I, y))G(I, 0)

≦云G(I,y)max(GB(0･2'(I,o), GB(0･2'(o,y)).
場合iii).依然Iy‡2>3/4であるが,残る所のIxI>1/2とする｡

次の2つの不等式を使う:

(16) log(1+E)≦E (E主o)I

log(1.E)≧‡E
(0-<E≦1)I

さて1/2<‡r!≦Iylに注意する｡

･ogTi-log(1+⊥諜1)≦⊥謡1≦2(1-
lxl)

等に依れば

1
4方2G(I, 0)G(0,y)-

logl訂logiT≦4(1-lxO(1-lyl)
である｡他方(1-lxI)(l-lyl)/(lyI+lxl)≦(1/2)(1/2)/(1/2+1/2)-1/4<1だから

2方G(x･y)

-号log(1+
(1-txl2)(1-ly‡2)

･‡log(1+

となる｡ゆえに

により

となり証明は完了する｡

(llxl)(I+IyJ) (1-lxl)(1-ryI)

xI+Fyf JxI+ly

(I-lxl)(1-lyJ)

xI+‡y

(1-Ixl)(lllyl

xl+ly

･‡(1-I)(トーyL)

4q2G(I,y)max(GB(0･2'(I,o),GB'0･2'(o,y))

-2wG(r･y)-ax(logTfT･log古)
≧ 2方G(x･y),og 2

･竿(1-I)(1-lyl)≧晋4方2G(x･0)G(8,y)

G(I,0)G(0,y)ノ 32
≦

G(I,y) 上log2 max(GB(0･2)(I,o),GB(0･2)(o.y))
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17･ d次元球(d≧3)の3G定数.前と同様にしてd次元(d≧3)単位球B(0,1)-:Bとし,そのグリーン関数を
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GB(I,y)-:G(I,y)とする. γ(B(0,1))<-を示すのに(1)でなく(2)の形を使うo

18.定理.空間の次元d≧3とするとき.すべての∬,y,z∈Btこ対して

(19)
G(I,a)G(a,y)

G(I,y)
≦c･ max(g(I-a), g(a-y))

となる様な定数0<C<cx,が定まる.

証明:記号cdはcd-27T (d-2), (d-2)od (d≧3; qdは単位球の表面積)を意味した｡今はd≧3のみに注目する｡

又x･は∂Bに関するr∈B＼(0)の反転とする,即ちx'-I/lxP.o'--,-I-oとする｡さてg(I-y)を

Gl(I,y)と看倣したいのでcd-1gを改めてgとかくことにしても(19)に本質的変更はない.そうした上で

cdg(I-y)- lx-yP~d

及び

cdG(I,y)- lx-yF~d-lxP~dly-x'P~d

であることをまず確認する｡

先駆的な不等式として,全てのx,y,z∈Rdに対して

(20) ㌔空㍗)≦cl･ -aX(g(I-a)I g(a-y)) (Cl-〆~2)

となることを示す｡ 2点x,yといま1つの点zとみてIx-yI≦lx-zl+ly-zlだから, lx-yl≦2L=-zI又は

Ix-yl≦2ly-zIのいずれかが成立すると言うことが重要な着眼点である｡ (20)におけるx,yの対称性により

Ix-yl≦2lx-zlが成立するとして良い.すると順次

Ix-yP~2≦2d-2lx-aド-2,lx-a L2-d≦2d-2Ix-yF-a,g(I-a) ≦2d-2g(I-y)

により

g(I-a)g(a-y)
≦ 2d-2g(I-y)g(a-y) ≦ 2d~2g(I-y)max(g(I-I),g(a-y))

となって(20)が示された｡

次に(20)から(19)へ移行する所が,いま1つの要所である｡その為G(I,y)/g(I-y)を計算する.単に内積

の計算で

G(I,y)
-1-

IxI2-d暮y-x* I2-a

g(I-y)
▲

lx-yl21d

Ix(2ly-x*l2

Lx-yl2

-1-(1+帥)figlx-yI2

-1-(1+

(1-lxl)(1-lyl)

となる｡ここで

を使えば

(21)
1-(1.

lx-yl2

(1-lxl)(lllyl)

Ix-yl2

(1-Ixl2)(1-lyl2)

lx-y12

(1-lxl2)(1-lyl2) (1-txl)(1-Lyl)
lx-yl2

(1-lxl)(lllyl)

lx-yl2

となる｡

こうして関数1-(I+r)(2~d)/2 (o≦r<∞)の研究が必要である｡明らかに0≦卜(1+r)(2~d)/2≦1 (0≦r<-)で

ある｡ Rを任意に固定すると

(22)

min(11R3i4･連子R一号r)
≦ 1-(1+r)3f≦ min(I,連子r)

(r≧o)
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となる｡これを示すには微分法による｡

f(r)-苧r-(卜(1+r)3?)
とおくと′(0)-0で

f′(r)-4手(1-(1･r)-号)≧o
だからf(r)≧0 (r≧0)となり右辺の不等式は示された｡左辺を示すのに0≦r≦R-1に於いて,再び

f(r)
- 1-

(1･r)3f-4手R-号r
とおく｡f(0)-0であり, 0≦r≦R-1なら

f′(r)

-4手((1+r)~i-R-i)
≧o

であるので[0,R-1]上f(r)≧0,従って(22)の左辺の不等式は[0,R-1]で正しい｡ R-l≦r≦∞ならば

1-(1+r)(2~d)/2は増加関数だから

トR3ii- (ド(1･r)3#),=R_1≦1-(1+r)3f

となってやはり(22)の左辺は正しい｡

もう1つの初歩的な不等式を用いる｡もしa≦Ca′,b≦Cb′ならば

(23) min(a,b)
i Cmin(a/,b/)

となる(関係量の正負にかかわらぬ所が要点ながら下で使うのは皆正である)｡ (min(a,b), min(a′,b′))が(a,a′)

又は(b,b′)なら勿論正しい｡ (a,b′)又は(b,a′)ならば

min(a,b)-a≦b≦Cb′-Cmin(a′,b′)

又は

min(a,b)-b≦a≦Ca′-Cmin(a′,b′)

だからである｡

さて(21) -帰る｡ (1-Fxl)(1-lyJ)/lx-yl2-rと記そう. (22)を使うが決まりを付けるため, R-4にとっ

ておく｡(21)と(22)から

-in(1-22~d･2~d-I(a-2)r)≦若君≦
-in(1･2(d-2)r)

となる｡ここ-(23)を使う｡

c.-
max(1,2(d-2),1/(1-22-a),I/21d-1(d-2))

にとっておくと,結局

co-1-in(1･ r)

≦砦患≦co-in(1･r)
となる｡ゆえに

a(I,y)-
min(1,

(1-rx[)(1-lyL)
lx-yl2

とおけば

(24) Co-1a(I,y)g(I-y) ≦ G(I,y) ≦ Cp(I,y)g(I-y) (I,y∈B)

となる｡これにより(20)から(19)へ持って行く｡

最後の-頑張りとして,任意のx,y,z∈Bについて
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(25) a(I,a)a(a,y)
≦ 12a(I,y)

となることを示そう｡ I,yの対称性により,
tx-yE≦2lxIZlの仮定のもとに(25)を示すとよい｡更に

1-1zl≦3(llIyL)とするならば, a(I,y)≦1だから,

a(I,a)a(I, y)≦a(I,a)≦

(1-Ill)･3(1-tyI)

(2~1lx-y()2

(1-Irl)(1-Izl)

lx-zl2

(lllxl)(1-Iyl)

Ix-yl2

で(25)が成立する｡逆に1-lzl>3(1-lyI)とすると

11Izl≦lz-yト+(1-lyl)≦lz-yl+(トーIzl)/3

となり, 2(1-Jzl)≦引z-ylから

(謀計)2≦昔
となる｡そこで

a(I, a)a(a, y)≦
(1-lxl)(1-lzl) (1-lzl)(l-Iyl)

lx-zl2

(1-lxl)(1-Lyl)

lx-zl2

(1-lxI)(1-lyl) 9

(2~1‡x-yly

lz-y暮2

･

(謀計)2
(1-Ixl)(1-lyI)

lx-yJ2

となり,やはり(25)が成り立つ｡

いよいよ締めくくる｡ (20),(24),(25)によると

G(I, a)G(a, y) ≦C2.a(I, a)a(a, y)g(I-a)g(a-y)

≦12C2.a(I, y)
･

clg(I-y)max(g(I-a), g(a-y))

≦ 12C?.CIG(I, y)max(g(I-a), g(a-y))

だから(19)のCとしてはC-12C?oc.に取れば良い｡
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