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We first deduce the fundamental properties of the L♪ spaces (1 ≦ p ≦∞) of vector fields
on

a Riemannian manifold Mof dimension
a ≧ 2･ Making use of these Lp spaces we introduce the

Royden space on M and the Royden compactification of M with exponent
l<p< ∞･ We then

discuss the theory of ,41harmonic functions of exponent
1 < p <∞ on Mrelated to the Royden

space on M. Here, especially, we generalize the Virtanen-Royden theorem in the classical

harmonic function theory to the general case or 〟 -harmonic
functions. The main purpose of

this paper is to prove the followlng two fundamental theorems on the 描
-harmonic

Diricblet

problem on 〟 with the boundary data on the Royden boundary of
〟:
every real valued

continuous function on the Royden boundary of M is resolutive･, the totality of regular points

in the Royden boundary of M coincides with the Royden harmonic boundary of M･
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n次元(n≧2)リーマン多様体M上のベクトル場の作るL♪空間(1≦p≦…)の基本的性質を導く｡それを利

用してM上の指数p (1<p<∞)のロイデン空間とロイデン完開化の基礎理論を導く｡さらにロイデン空間と関

連して指数1<p<-の,4調和関数論を論ずる｡こゝで特に古典調和関数論のビルタネン･ロイデンの定理を一般

のβ調和関数の場合へ拡張する｡本論文の主目標はロイデン境界上の境界値に対するβ調和デイリクレ問題に関す

る次の2つの基本定理を証明することである:ロイデン境界上の実数倍達続関数は可解である;ロイデン境界上の正

則点の全体は丁度ロイデン調和境界と一致する｡

1.ベクトル場のLp空間

1.i. Mをn次元(n≧2) .)-マン多様体とする｡つまりMは可符号,連結,可算なC∞多様体でC∞のリーマ

ン計量が与えられているものとする｡ Mの各座標近傍Uとしては相対コムパクトなものを考えることにし, Uには

一つの局所座標r-(xl,-, xn)を固定する｡リーマン計量テンソル(gij)は各Uでds2-gi](I)dxidrjの形で線要素

dsを与える｡こ､で,又以下に於て,特に断らぬかぎり,アインシュタインの規約に従う:示数iが上下の位置に硯

らわれるときは, i-1,･-,nに関しての和がとられるものと解するc (gij)-(gi]) 1,g-det(gi])とおくとMの体積

要素dVは各UでdV-イ`gdxl-drnの形となる｡ MはdVを測度とする測度空間と考える｡ x∈MにおけるMの接

空間をTI(M)と記すD Tr(M)はn次元ベクトル空間で,その各ベクトルhの反変成分を(hl,-,hn)とすると,

h-hl-(∂/art)rの表示をもち, k-kz~(∂/axl)Iとの内積h･k-(h, k)-gi](I)hikj, ((∂/axl)I, (∂/ar7)I)-gil(I)とな

る｡ h,hの共変成分を, (hl,･,･,h"), (kl,-,kn)とするとh･k-gij(I)hikjである〇反変成分と共変成分の間には

hi-gij(I)h]およびhi-gij(I)hjの関係があるからである｡ Mの接バンドルをT(M)エリrt-MTr(M)と記す｡

M__i-_のベクトル場Xの各Uでの反変成分を(XZ,-,xn),共変成分を(X-,-,Xn)とする｡各i-1,.･･,nにつき各

u上r--X71(I) (同じことであるがr-X[(I) )が可測のとき, XはM上の可測ベクト)i,場と言い,その全体を
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L(M)-L(M;T(M))と記す｡実関数のL(M)-L(M;R)との区別は文脈による｡ Y∈L(M)の反変成分,共変成分

を(Yl,-,yn), (y,･･･,yn)とするときXとYの点内積を

x･ y- (x, y) -gi]Xixj-gi'xiX]

で定める, X･Y- (X,Y)はM上の可測関数となる｡ X∈L(M)の点ノルムは

FXF - (X, X)1/2- (gi]X21xj)1/2-(gi'xiX,.)l'2

で与えるo IXIもM上の可測関数であるo そこでX∈L(M)のpノルム(1≦p≦∞)をEXEのpノルム即ち

ZIXIFp-lF割p.M-(/MIxEPdV)1/p (1≦p<-), irXIL,-llXJicw-supMJXIで定める○ベクトル場の線形空間

Lp(M)-Lp(M;T(M))-(X∈L(M;T(M)): ‡lx=p<∞) (1≦p≦-)

を考える｡実関数のLp(M)-Lp(M;R)との区別は文脈によるo Lp(M;T(M))はII･‖♪-壬i･;Lp(M洲-

ll･;Lp(M; T(M))Ilをノルムとするノルム空間となることは,ミンコウスキーの不等式を使って直ちにわかる｡

112.空間Lp(M;T(M))に関するいくつかの基本的性質として,完備性,双対性,一様凸性について述べる｡最

初に次の性質から始める｡

定理1･1.空間Lp(M;T(M))は完鳳即ちバナッハ空間である｡

証明.相対コムパクト座標近傍Uで,計量(･,･)の一様楕円性により,ある定数cuが存在して,ベクトル場X

∈L(M)の反変成分を(Xl,-,xn)とすると, U上LXiF≦cuJX=i-1,-,n)となる｡これよりL♪(U)-Lp(U;

R,dV)として

ILXT';Lp(U)Fl≦cullXl事♪(i-1,-,n)

となる｡ 1≦p<∞のとき, Lp(M)のコ-シー列(Xk)拒】に対して部分列(Yk)k:_:1を

IJYkll-Yk=<2
k

(k-1,2,-)

となるように選び,これに対してY∈L,p(M)が存在してIIYk-Yilp-0(k--)を言えばよい｡各UでのYkの反変

成分を(Ykl,･･･,ykn)とすると

JIYkl+I-Ykl;Lp(U)lL≦cu2
k

(k-1,2,-;i-1,-,n)

となるo Yt+∑kW-:1(Ykltl-Ykl)をUで考える標準的な方法で, Yi∈Lp(U)が存在してU上a･e･にYkl-yiとなり

(i-1,-,n)Uで(Yl,-,yn)を反変成分とするM上のベクトル場Y∈L(M)が定まり, U上a.e.にYk-Yとなる

ことからM上a.e.にIYk-YF-0となる｡ファトウの補題により

llYk-Ylrp- (IM(..*,まnfYkl

Yk十mlp)dV)l'p≦lim-,碧f(j:MIYk-YkJpdV)I/p≦2･2
A

となる｡p--のときも同様の考え方で,上よりずっと容易に示される｡

1･3.次にL♪(M;T(M)) (1≦p<-)の共役空間を決定する｡一般に1≦p≦-に対して1/p+1/q-1となる

1≦q≦-をpの共役指数と言う｡

定理1･2･ 1≦p<…の共御旨数をqとするとき, Lp(M;T(M))の共役空間Lp(M;T(M))'-Lq(M;T(M))とな

ーる｡即ち各Y'∈Lp(M)◆に対して唯一つのY∈Lq(M)が定まり.すべてのX∈Lp(M)に対して

Y'(X) - IM(X, Y)dV,

lfY'[l:-sup(lY*(X)l ‥X∈Lp(M), llXll≦l)-rlYl[q･
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証明. Mの単体分割(Mp) (p-1,2,-)で各Mpはある座標近傍Upに含まれるものとするc Mpの特性関数をep

とおき, Ei-(6i.,-,6in)とおくo epEi8まM上の一つのベクトル場を定める‥ epEi∈L(M)〇 さて任意の

y事∈Lp(M)I (1≦p<-)を固定し,任意のX∈Lp(M)をとるc Lp(M)内の収束の意味でX-∑〟>1epXとなるか

ら,

Y'(X)- ∑ Y'(epX)
..,.,

I

となる〇 Lp(Mp)-Lp(Mp;R, dV)とする〇さてf-Y･(eJEi)はL,D(Mp)･の元を定める｡事実C〟i-SuPMpgili'2とお

くと

･Ie/JEiIIp-(IMp･f･PglS/2dV)I/P≦cpi･tf;Lp(Mp'tI

だから, !Y'(e〟fEi)l≦(C〟i[lY'11)lLf;Lp(Mp)11となるからである｡ゆえに実関数空間の場合の結果エp(Mp)*-

Lq(Mp)によれば, fpi∈L,I(Mp)が定まって

Y'(e〃fEi)
- fMpjfpidV

がすべてのf∈Lp(Mp)で成り立つ○ただしM＼Mp上fpi-0としてfpiはM全体で定義しておく〇 Ypl-gl'fM,(Mp上),

ypl-o (M＼呪上)として, Yp∈LJ(M)を, Mp上のYpの反変成分が(yLl,･･･,ypn)で〃＼Mp上Yp-0として定めるo

するとYp-e〟Ypであって,更にYp∈Lq(M)である｡実際, gl'EiE,.≦K2∑;.(Ei)2がすべてのベクトル(E"-,En)に

対して成り立つとき

事Ypr2-gi,Yplyp'-gi'fpz･fpj≦K2
2:-fp冒
l

によりIYp‡≦K∑㌘
11fpilよりIEYpl】q≦K∑;--1=fpi;L(I(Mp)H<-だからである｡そこでY-∑〟>】Ypとおくと,

Y∈L(M)でe〟Y-Ypである｡すると

y事(e〃x)
- fMp〈X,Y'dV- fMe〃〈g,Y'dV

がすべてのX∈Lp(M)で成り立つ○さて[albi]とかいたときはalbl+-+anbnではなく単独の積aixbiを表すとす

るとき,上式の成り立つ理由は, XのMpでの反変成分を(Xl,-,xn)とすると

y･(ep x)
-

yt･Z.[epxl-Ei])
-

i去1
Y'([epxiEi])

-

iuWp[xlfpi]dV
-

flu(iZl[xlfpi])dV-IMpgitXiypjdV- fMp〈X,Yp'dV- IMp〈X,Y'dV.

さて,こ､ですべてのX∈LIp(M)についてIXltYE∈L,1(M)となることをみる〇 なぜなら,

z(I)-lY(I)I ly(I) (y(I)≠oのとき), Z(I)-0 (Y(I)-0のとき)として, epEXiZ∈L(M)となる｡こゝ

で

(1･1) j:1iXIIYLdV≦iiY'l=lXItp

を示せばよい｡ IelLIXtZl-e〟lXllZi≦e〟lXIで, (e〟lXIZ･Y)-epIXI(Z,Y)-e〟lXllYlに注意して

IM･XHY･dV-〟uMp･X･'YldV-p亨l七e〃EXE
I

Y■dV-p写1上〈e〟-ズーz,y'dV
- ∑ y'(e〃lX!Z)-Y'(p!.epIXIZ)-Y'(IX;Z)≦lrY'l川IX事ZIIp≦tlY暮州Xl!♪/Lンー1

だからであるc

E(X,Y)L≦EXllYIだから(X,Y)∈Ll(M)である｡よって

(1.2) Y+(X)- IM(X,Y)dV (X∈L♪(M)〕

となる｡事実, Y'(X)- ∑pニ,-Y事(epx)-∑〟レl/wp(X,Y)dV-/M(X,Y)dVとなるoさて次に

(1.3) rlY書El-llY】lq
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を示す｡p-1とするときq--で, (1.2)より EY事(x)Z≦/MIXIIY‡dV≦llYI事∞FIXHlだからilY*jl≦llYILAであ

るo逆にFIy事il≧llYll∽をみる為に, IiY'=+E<HYII∞となる正数Eがあったとすると,あるMpとJ;,dV>0である

集合A⊂Mpがあって, A上iLY'lI+e<けlとなる｡ Aの特性関数をrAとし, X!1-lxAepEIF J(r^epE.) (A上),

XA-0 (M＼』上)でXA∈L(M)を定めると, IXAF-xAとなり, (1.1)により/MIX^iiYldV≦FiY'EllEX.川tであ

るo他方/MiXA‡FYldV≧/A(llY'=+e)】XAldV-(EIY'll+e)〉lX^ll.>0で,結局

(llY'=+E)lrx:11ll≦HY'=lxAHl

と言う矛盾が出て(1･3)がp-1のとき示された｡次にp>1とする｡ Wm∈L(M)(m-1,2,-)を, r∈up･､mMp

でIY(I)E≦mのときWm(I)-Y(I),そうでないときWm(I)-0とすると, Wm∈L,(M)(1≦r≦-)で

FWml≦fYtである｡そこでZm∈L(M)を, Zm(I)-lWm(I)i lwm(I) (wm(I)≠o),zm(I)-o(wm(I)-o)と

定める｡そしてX-fWmlq/pzmとおくと, IXt-Wmfq/pjZmi-Wm】q′′pであるのでX∈Lp(M)で, (1･1)により,

ZIWmlF冨-/MIWmtq'♪】WmidV≦/M】giFY】dV≦llY■ilEIXIEp-‡EY'I川Wmil冨/pだから,lJWmI事｡引Y'l‡となる｡ファトウ

の定理により

≠EYfI冨-j:4(1im-,.yIWm

1)qdV≦.im-,#Mf
Wm lqd-l Y･-lq

だからIFYilq≦=Y事‡iとなる｡ (1･2)によりヘルダーの不等式によってIY+(X)r≦liX=DllY事Iqとなるから

FIy事II≦lfYl壬｡となって,p>1の場合にも(1.3)が示された｡

最後にYに一意性は,すべてのX∈Lp(M)とすべてのY∈Lq(M)に対して/M(X,Y)dV-0からY-0が出る

ことを言えばよい｡ x∈UpくmMpでIY(I)l≦mのとき, Ym(I)-Y(I)とし,それ以外ではYm(I)-0とするとき,

Ym∈L,(M) (1≦r≦-)である｡そのとき, (Ym,Y)-(Ym,Ym)-lYmi2であるが, /MIYml2dV-/M(Ym,Y)dV-0

により事YmI-oからY-0となる｡ □

1･4･双対性定理(定理1･2)は様々の応用をもつが,次の結果はよく使われる｡ F⊂L,p(M;T(M))とする｡ F内

のどんな点列(j;)i…>.をとっても必ず部分列(gi)i≧-でM上弱収束する,即ち各h∈Lq(M;T(M))に対して

(/MgihdV)i;_,1が収束する,様なものがとれるとき, Fは弱点列コムパクトであると言う｡

弱点列コムパクト性定理. Lp(M;T(M)) (l<p<-)の部分集合が石弓点列コムパクトとなるための必要十分条件

は,それが有界となることである｡

証明･ L♪(M)*♯-(Lp(M)I)*-Lq(M)'-Lp(M)であるから, Lp(M)は反射的なバナッハ空間である｡こ､で周

知の次の定理を想起する([3 ;
p.68]) :反射的なバナッハ空間の部分集合が弱点列コムパクトとなる為の必要十分条

件は,それが有界となることである｡これより上の主張が従う｡ □

1.5. Lp(M;T(M))の点列(Xi)iノーがXに弱収束する為の一つの十分条件を与える次の定理はしばしば有用である｡

ルレイ･リオンヅの補題･ (XL)i≧.はFIXilfp≦c<- (i-I,2,-)をみたすLp(M;T(M)) (1<p<-)内の点列で.

又X∈Lp(M;T(M))とする｡もしM上a.e.にX,･-XならばLp(M;T(M))内の弱収束の意味でXL-Xとなる｡

証明.実関数空間でV(〟)<-の場合がルレイ･リオンズ[6]の原定理であるが上ではV(〟)-∞であってもよ

い｡ HXH♪≦1iminfi,∽=Xi=D≦cゆえIiXi-X=p≦2c(i-1,2,-)である｡ ∑i二>】ei<-,ei>0とし, h(I)-

∑lh.EIFXl(I)-X(I)1♪とおくと

fMlh(I)ldV-
i云.
E川Xi-XEIS≦(2c)Pi去,

ei<
-

だからh∈L.(M)-L.(M;R)となる｡ h(x)-0とJXi(I)-X(I)I-0(i-1,2,-)の同値性に注意すると,

M(N)-(x∈M: lxi(I)-X(I)I≦h(I)】/♪ (i≧N))

は可測で･ M(N)はNと共に増加し, V(M＼limN･∽M(N))-0である｡任意のY∈Lq(M)に対して
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ai= IM(Xi-X,Y)dV-0 (i--)
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を示せばよい｡

FaiE≦IM.M(N,IYl lXi-XldV･IM(N,LYl lXi-WdV

の右辺第1項をⅠ,第2項をⅢとする｡ヘルダーの不等式により

･≦ (fM､M(N,,YlqdV)l'q(IM㌔M(N)
IXz--X
lpdV)1/p≦2c(IMIM(N,-dV)I/q-‥E(N)

となる｡ Y∈Lq(M)によりE(N)-0(N--)である｡再びヘルダーの不等式により

･I≦ (L｡N)】YiqdV)1/q(fM(N)lXi-XlpdV)1'p≦lげIlq(fM(N)FXi-XIpdV)1′p-:6(N･i)

となる｡ Nを固定するとき, lXi-XIp≦h∈Ll(M(N))であって, M(N)上a.e.に1Xi-XIp-0であるから,ルペッ

グの収束定理によって, 6(N,i)-0(i--)となるo よって

1imsuplail≦E(N)+ lima(N,i)-E(N) (N-1,2,･･･)
i ･co i ･…

より, N--としてai-0(i--)をうる｡

1･6･空間Lp(M;T(M)) (1<p<-)が様々な問題に使われるとき有力な道具として機能する理由を与える

Lp(M;T(M)) (1<p<-)の重要な諸性質の一つに一様凸性があるoこれは最初実関数空間L♪(M;R) (1<P<∞)

に対してクラークソン[2]によって示されたが,その証明は本質的にはL♪(M;T(M))に対しても有効であるが,

全く直接的と言う訳ではない,即ち完全には自明でない修正が必要である｡以下どの様にするかを述べる｡

1.6.1.よく使われる,クラークソンの不等式群の中の代表的な2つは次のものである｡

(1.4) IIX+YII芸+llX-Y"芸≦2(IIXII:+IIYIl;)q/p(1<p≦2)

がLp(M;T(M))に入るすべてのベクトル場XとYについて成り立つ,たゞしq-p/(p-1)はpの共役指数であ

る;同様に

(1.5) "X+Yllpp+llX-YII芸≦2(lIX"Z+"YII芸)p'q(2≦p<-)

が成り立つ｡ p-2ならヒルベルト空間L2(M;T(M))における平行四辺形法則から両不等式共等式で成り立つ｡

上の2つの不等式は対応する次の2つの不等式から導かれる:

(1.6) [X+Ylq+lX-Ylq≦2(lXFp+I YID)q/P (1<P≦2)

がX(E)とY(E)が共に定まるMのすべての点Eで成り立つ;同様にして

(1.7) lX+YIP+[xIYEp≦2(lXlq+i Ylq)P/q (2≦p<-).

1.6.2. (1.6)(又は(1.7))から(1.4) (又は(1.5))を導く方法は実関数空間の場合(例えば[1]参照)と比べて

特に新しい所はないが,後で(1.6)を証明するときの参考となるので,こ､で導びいておく｡ (1.4)の左辺は

(f4(lX･Ylq)p'qdV)q'p･(IM(
IX-

Yげ/q)q'p
とみられる｡ 0<p/q≦1であるので逆向きミンコウスキーの不等式(例えば[1;p.25]参照)によると上の量は高々

(IM(事X･Ylq･ lX-)P/qdV)q'p
である｡上の被積分関数に(1.6)を使うと,上の量は高々

2 (Iw((さXlp+l

YFp)q'p)dqdV)q/P-2(fMlxIPdV･IMIYIPdV)q'♪
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で,これは(1.4)の右辺に他ならない｡

同様に(1.5)は(1.7)から次の様に導びかれる｡ (1.5)の左辺は/M(Fx+ylp+JX-YZp)dVで,この被積分関

数に(1.7)を使うと,これは高々

2IM(ZXlq･
lYlq)p'qdV-2 ((IM(fXlq+lYlq)p'qdV)q/P)♪/q

である｡ p/q≧1であるから通常のミンコウスキーの不等式によると,上式の右辺は高々

2 ((fM(Fxlq)p'qdV)q'p+(IM(iYlq)dqdV)q/P)P'q-2((IMIXPdV)q/P･(IMFYlpdV)q/♪)♪/′′q
で,これは(1.5)の右辺そのものである｡

1.6.3.この様に見てくると,我々の本質的な仕事は(1.6)と(1.7)を示すことである｡こゝで(1.7)は実質的

には(1.6)と同じである:単にpとqの役割を入れかえて一方から他方にうつる｡よってX(E)とY(E)の定まる

Mの点Eに於て(1.6)を示せばよい｡言に於てx(E)-0となるq'中心の座標近傍(B,x)をとり, BLこおけるXと

Yの反変成分を(Xl,-,xn)および(Yl,･･･,yn)とする｡すると(1.6)は次の形となる:

(gij(0)(Xi(o)+ yi(o))(xj(o) + yj(o)))q'/2+(gij(0)(Xi(o)- yi(o))(xj(o) -1j(o)))q'2
≦ 2 ((gij(0)Xi(o)xj(o))P'2+(gi,(0)Yi(o) yj(o))♪/′2)q'♪.

しかしながら(B,x)としてはgi](0)-6i]となる様にえらぶ事も出来たので, (1.6)を言で示すには, Xj(o)-zjぉ

よびYj(o)-wjとおいて,

(1･8) (卦zj+w,I12)q'2･(,flizj- wj z2)q'2≦2 ((jZIizj F2)♪/2+(,i.rwj F2)P'2)q'♪
を示せばよい｡本来zjやwjは実数であるが,

zjやwjを複素数としても(1.8)が示される｡ a-1とすると(1.8)

は

(1.9) Fz+wlq+lz-wlq≦2(1zJp+lwlp)q/♪ (1<P≦2)

となる｡上の不等式はクラークソンの仕事の心臓部分で,証明はとても簡単とは言えないので,こゝでは例えば[1;

p.36]を参照する｡

こゝで(1.9)を仮定して(1.8)を導く｡ (1.8)の左辺を

(j!.(Zzj･wj Jq)2′q)q'2+(jf.(lzj-wj lq)2'q)q/2
とみる｡0<2/q≦1により,逆向きミンコウスキー不等式によると,上の量は高々

(,f=.(lzj･wjlq+‡zj-wjlq)2′q)q/2
である｡この式の各項に(1.9)を適用すると,上の量は高々

2 (,i.((IzjJP･bjlp)q'p)2'q)q'2-2(j考(1zjlp+F
wjzP)2/p)q/2-2((j草,(事zjlp･ bj Fp)2/p)〆2)q'p

である｡ 2/β≧1であるから通常のミンコウスキーの不等式により,上式の最右辺は高々

2((j!l(Izj lp)2/プ′2+(jf.( rwj lP)2/p)P/2)q'♪-2 ((jf.Izj z2)P'2+(j去IIwj l2)b/2)q/D
となって(1.8)の証明は完了である｡

1･6･4･もしもIIXllp≦1かつ11Y(lp≦1であると, (1.4)と(1.5)を使って,次の2不等式が出る‥

IIX-YIIp≦2(トIL(x+y)/2Ir芸)1/q(1<P≦2) ;

iEX-YIF♪≦2(111(X+Y)/2Il£)I/'p(2≦p<-).

これからH(x+y)/2‖p-1ならばHxIYJip-oとなる○この性質をもって, LD(M;T(M))は一様凸であると言う｡
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1.7.クラークソンの不等式(1.4)と(1.5)の今一つの応用例として,後程の我々の目的にとって重要な役割を果

す次の結果を述べる:

コーシ-列補題. (Xa)a∈AをLp(M;T(M))内の有向列であって, (IIXall)a∈Aが収束し.更に任意のa,β∈Aに

対して

(1.10) l[(Xa+Xp)/2IJp≧"X,Ilo, r-T(α,β)≧α,β

となるr∈Aが定まるとする｡すると(Xa)a∈^はコーシー列となる:

1ai,T"Xa-Xpllp
= 0･

証明. (1.4)と(1.5)に(1.10)を適用すると

(1.10.1) llXa-XBL[p≦(2(HXa=S+llXpll芸)q'p-2qlLXTH冨)1/q(1<p≦2) ;

(1.10.2) 1LXa-lBILp≦(2(lLXaHZ+LIXBllZ)p'q-2PllXrlLS)1'p(2≦p< -).

こ､でγ-γ(α,β)≧α,βである｡ (llXallp)a∈Aの極限をdとすると

1im‖Xallp- liemLIXBLIp=1ai,TllX,(a,β)[l=d
α

となるから, (1.10.1),(1.10.2)においてα, Pに関する極限をとると,それぞれの右辺の極限値が(2(dP+dP)q/P

12qdq)I/q-o
(1<P≦2)および(2(dq+dq)♪/q-2PdP)l/p-o (2≦p<-)となるので, lima.βEIXa-XpIE♪-0となる｡

⊂]

2. β調和関数

2.1.
,4がリーマン多様体M上の指数1<p<-の強単調楕円型作用素であるとは74が接バンドルT(M)から

T(M)への写像であって,ある定数0<α≦β<-に対して,次の5性質をもつものであるとする:

･可測連続性.殆んどすべてのx ∈MLこ対して,4r‥ -,4qI(M)は接空間Tx(M)からTI(M)への連続写像であり,

又全てのM上の可測ベクトル場Xに対してxr-,4=(X(I))で定まるベクトル場がM上可測である;

楕円性.殆んど全てのx∈Mと全てのh∈Tr(M)に対して

,4r(h)･h≧αlhlp;

有界性.殆んど全てのx∈Mと全てのh∈TI(M)に対して

1,4I(h)l≧創hlp-~1;

強単調性.殆んど全てのx∈Mとh.≠h2であるすべてのh.,h2∈Tr(M)に対して

(,4x(hl)-,4x(h2))･(hl-h2) >0 ;

擬音次性.零でないすべての実数人に対して

,4I(Åh)
- l入Ip~~2ス,4I(h).

1 <p<…を固定するとき, M上の指数pの強単調楕円型作用素74の全体を74p(M)で表す｡一つの74∈74♪(M)

を使って次の仮似線形楕円型偏微分方程式を考える:

(2.1) -div,4x(▽u(I))
-0･

上の方程式の解を考える為に次の関数空間を考える｡ Mの開集合Gをとるoまずベクトル場X∈locLl(G)が関

数u∈locL,I(G)の超関数勾配であるとは

fGudivYdV- JG(X,Y)dV

がすべてのベクトル場Y∈C占(G)について成り立つことである｡X-▽uと記す｡さてデイリクレ空間上去(G)とは
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▽u∈L♪(M)となるu∈locLl(G)の全体とするoもう一つの空間はソボレフ空間Wpl(G)で,それはL去(G)n
Lp(G)のことゝする｡ Wpl(G)はノルム

Flu; wpl(G)1I‥-Flu;L♪(G)=+Fl▽u;Lp(G)Zl

によってバナッハ空間を作る｡ポアンカレーの不等式により

Wpl(G)⊂L去(G)⊂locWpl(G)

である｡さてCom(G)のWpl(G)内の閉包をWp.1｡(G)と記す｡通常L去,.(G)は,ある列(¢i)i≧-⊂C.w(G)があって
If▽甲i-VflJp-0となるf∈L去(G)の全体と定義するが,本論文では更にG上a.e.に¢i-I(i--)となることも要

求することにする｡つまりエ去(G)で関数列(j;)i≧.が/に収束することをG上a･e･にj;-′で11▽j;-▽f;Lp(G)Fl

→0となることで与える位相によって考える｡一般に2つの関数f, gに対して束算法fUg, fngを

(fug)(I) -

max(I(I), g(I)), (fng)(I)
-

min(I(I), g(I))

で定める｡ 3がL去(M), Wpl(M), Li..(M),Wp.1o(M)のどれであっても, f,g∈3ならば′ug,fng∈3となるo し

かも3内でj;-I,gi-gならばJ～内でメリgi-fug,j;ngi-fngとなる｡これらについては[4 ; 1章]を参照する｡
さてG上の関数uが(2･1)の弱解であるとは,

u∈locWpl(G)であって

(2･2) IG74=(▽u)･▽¢dV-0

がすべての甲∈Com(G)で成り立つことゝする｡もしu∈L去(G)ならば,4の有界性とヘルダーの不等式から

74r(▽u)∈Lq(G)
(1/p+1/q-1)であり,そのときuが(2.1)の弱解となる必要十分条件は(2.2)がすべての

¢∈L去,.(G)で成り立つことである｡(2.1)の弱解は測度零の集合上での修正を前提として連続となる([4 ;6章]

参照)｡

そこでuがG上(2･1)の連続弱解となるときt
uをG上の,4調和関数と言って,その全体をH,4(G)と記す｡そ

れ自身も重要な74♪(M)の元の典型例はpラブラシアン,4ェ(h)-Fhlp12hである｡そのときの(2.1)はpラプラス

方程式

-△♪uニーdiv(l▽ul♪一2▽u)-o

の形となるoこのときの74調和を特にp調和と言い,その全体をH,4(G)の代りにHp(G)と記すo

74調和関数の基本的な性質,とくにRn上のそれから([4;6章]参照)いかにしてM上のそれを導くかについ

ては[5]を参照する｡こ､では次の2性質を特記する｡第一はハルナックの不等式で次の形に述べられる‥任意の

コムパクトK⊂Gに対して, (2.1)の構造とGとKの幾何学的形状にのみ依存する定数C>0があって

max u_<Cminu
K K

がすべてのu∈H,4(G)+に対して成立する.第二はヘルダ-連続性である:任意のコムパクトK⊂Gと正数LLこ対

して, (2.1)の構造とGとKの幾何学的形状にのみ依存する2定数C>0と人>0があって

Ju(I)-u(y)f≦CLJr-yJス(I,y∈K)

がすべてのG上Iul≦Lとなるu∈H4(G)に対して成立する｡

2･2･とくにGはM内相対コムパクトとする｡すべてのf∈Wp1(G)とすべての,4∈,4♪(M)に対して,

u-f∈Wp:o(G)となるたゞ 1つのu∈H4(G)nWpl(G)が存在すると言うマズヤの定理がすべての基本となる(例え
ば[4;p･59]参照)｡この様なuを記号7T,4G′で表すo

,4が自明のときは7rG, Gが自明のときは7TA,いずれも自明

のときは打とかくoとくに74I(h)-lhlp-2h (pラプラシアン)の場合には7TBfの代りに7TpGf-7Tpf-7TGf-7Tfとか
く｡

掛ま2種類の単調性をもつ([8]参照) ‥第1は′,g∈Wpl(G)としてf≦gならばn4Gf≦q4Ggとなる;第2は
f∈Wpl(G)かつh∈H,4(G)とするときf≦hならば7T,4Gf≦hとなる｡

y∈∂Gが4正則であるとは,すべてのf∈C(否)nwpl(G)に対して
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1im
7TBf(I)-I(y)r∈G,=>y

となることであるとする｡f∈C(否)nwpl(G)のときは,
7EBfはペロン･ウイナー･ブルローの意味のG上境界値f

の74調和に関しての一般化デイリクレ問題の一般化解と一致し,その意味でのy∈∂Gの,4正則性と上の,4正則性･

は全く一致する([4;6,9章]参照)｡すべてのy∈∂Gが,4正則のときGは,4正則と言う｡ Gが滑めらかな境界

∂Gで囲まれている様な場合Gは正則となる([4;6,9章参照)｡

2.3.今後はMは非コムパクトであるとする｡ Mの領域Rが滑めらかであるとは, RはM内相対完閉であって,

aRが互に交らぬ有限個の滑めらかな閉超曲面からなることである｡滑めらかな領域Rの全体1Riは包含三有向列
となりR†Mである｡ 1RiをMの近似と言うことにする｡ 1Riの可算部分列(Ri)i≧1で, Ri⊂Ri.1(i-1,2,･･･),

Mエリi≧1RiとなるものをMの可算近似と言うことにする｡

1∈L去,.(M)(又は帽L去,.(M))のとき, Mはp放物型(又はp双曲型)と言う｡更に別の定式化については後

出の補題3.3をみよ｡

3.調和化可能関数族

3･1･ Np(M)‥ -LL(M)nC(M)をM上のロイデン空間とよぶ｡空間Np..(M)‥-L去,.(M)nC(M)はロイデン零空
間である｡従ってf∈Np,o(M)となる為の必要十分条件は, f∈Np(M)であって,かつある(pi)i≧1⊂C.w(M)でM

上a･e･に甲i-′であると共に11▽pi-▽fEIp-0となることであるo従ってMのp双曲性は柁Np,0(M)で特徴づけ

られる｡以後簡単の為′∈Li(M)に対して

D♪,M(I)
- ll▽f;Lp(M)Flo

と記してfのM上のpデイリクレ積分とよぶ｡ Mが自明のときは単にD♪(f),更にpも自明ならD(I)と略記する｡

さてG⊂Mを相対コムパクト開集合とするとき,任意のf∈Npl(G)に対して

Dp.G(7{Bf)≦ (β/α)♪Dp.G(I)

となることをデイリクレ原理と言う｡p調和の場合はα-βにとれるから,デイリクレ原理は

Dp.G(7TpGf)≦ Dp.G(I)

の形をとる｡証明には/G(,4ェ(▽u), ▽u-▽f)dV-0から出発して,

･Dp,G(u)
≦ IG(74I(▽u),▽u)dV- IG(74r(▽u)I▽f)dV

･ IGI74=(▽u)=

VfldV≦βIG-▽u
fp-.I▽ffdV≦ (fGI▽u-(♪--･1)qdV)l'q(IGt▽fJPdV)1′♪

となる｡最後の不等式はヘルダーのそれから,
qをpの共役指数として,導くoこれによりαDp,G(u)≦βDp.G(u)I/q

xDp.G(I)I/♪となって,上の不等式が出る｡

補題3･1 (完備性補題). u).･21をNp(M) (1<p<-)内の関数列で次の条件をみたすとする: u)ほ1はM上局

所有界; (Dp,NLf))l≧1は有界;あるJ-∈C(M)に対してM上zL･e･に^-f｡すると′∈N.(M)であって.

Lp(M;T(M))内▽Jは▽′に弱収束する.

証明. 1.4の弱点列コムパクト性定理により, (▽f)i≧.は弱点列コムパクトである｡その任意の弱収束部分列

(▽gi)i≧1とその弱極限Y∈L(M)をとるとき,ルペッグの収束定理により,任意のX∈C.a(M)に対して

fM(Y,X)dV-
lli,JM(▽gi･
X)dV-無(-/MgidivXdV)

-

- IMfdivXdV- IM(▽f,X)dV
となるからY-▽fとなり, ▽′∈L♪(M)であって,弱収束の意味で▽f-▽fとなることがわかる｡ [コ
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3･2･
,4∈,4♪(M)

(1<p<-)を固定する｡ iRiをMの近似とする｡

補題3.2 (一様有界性補題). Mをp双曲型とする｡ M内の任意のコムパクト集合Kと相対コムパクト開集合

G⊃Kについて,有向列(2rBj?R｡GはK上一様有界となる｡

証明.各R∈1R‡, R⊃G,に対してuR-7T芸f(R上), uR-I(M＼兄上)でuRを完める｡最初M上f≧0の場

合について考える｡任意にa∈Kを固定する｡ R⊃GのときuR∈HA(R)十だから,ハルナックの不等式により,あ

る定数C-C(G,K)≧1が存在して

ILuRIJ-･K- SuKp uR≦C iKnfuR≦Cu(a)

となる｡故にsupR｡GuR(a)<-を示せばよい｡主張に反してsupR｡GuR(a)--とする｡するとMの可算近似

(Ri)i≧.で, Rl⊃否かつuRi(a)-- (i--)となるものがとれる｡ ci-1/upi(a)→0 (i-∞)である｡そこで

vi:-CiuRiとおくとvi∈HA(Ri)+nNp(M)+である｡各k-1,2･-に対してvi∈H4(Rk･2)
(i>k+1)で,

Rk+2⊃Rk.1だから,ハルナックの不等式によりt ある定数Bk-Bk(Rk+2,Rk+1)≧1が存在して

HvilF00･元kll=
SiPvi≦BkRTvi≦Bkui(a)=Bk

(i'k+1)

となる｡従ってヘルダー連続性により

Ivi(I)-〃i(y)F≦BkCkix-ylスk (I,y∈Rk.. ; i>k+1)

となる｡こゝに正数CkとスkはRk.2とRk.1の形状のみで定まる｡よってアスコリ･アルツェラの定理により

(vi)i,kはRk上一様収束部分列を含む｡故に対角線論法により,必要なら番号をつけかえて, (vz･)i≧1はM上局所一

様収束すると仮定出来る｡ (vi)i≧.のM上の極限をuとすると, v∈C(M) (実はu∈H,4(M) )である｡ vi∈Np(M)

であるからデイリクレ原理を使うと

r[▽villp,M-CirI▽uRil[p,M≦ci(β/α)ll▽f[ip.M

であるので,完備性補題により〃∈Np(M)で, Lp(M)内の弱収束の意味で▽vi-▽vとなる｡しかし上の不等式に

よりLp(M)内の強収束の意味で▽ui-0となり▽u-0がわかるo 1-ui(a)-u(a)-lによりM上v≡1となる｡

さてM＼Ri上

申i:
-

-(cif-ui)ニーCi(I-upi)-0

であるから,甲i∈Np,0(M)となり,更にM上局所一様収束の意味で¢i-,1となり

Il▽pi-▽11Ep.M-Cill▽f-▽uRiFIp,M≦ci(FZ▽f11♪,M十Il▽uRillp,M)≦2cill▽fllp,M-0 (i-∞)

だから1∈Np,0(M)となっ七Mのp双曲性に反する｡

次に一般のf∈Np(M)の場合を考えるo f+-fUO,′~ニーfnOとおくと′-+∈Np(M)十となる｡ M上j~≦f

≦f十だから,比較原理により各R∈jRtに対しR上

一7TSf ≦7TSf≦7TEf+

となる｡上に見た様にf±に対して(7TBf十)R-)GはK上一様有界だから(7T芸f)R
)Gについても同じ結論がえられる｡

[コ

3･3･任意の74∈74p(M) (1<p<-)をとるo f∈Np(M)に対してu-f∈Np.o(M)となるu∈H,4(M)nNp(M)

L(即ちfの調和化)を求めることを論ずる｡この様なuが求まるときは,唯一つであることが, Mのp双曲型の仮定

から従う｡事実, urf∈ND,0(M)でv∈HA(M)nNp(M)となるものが.u以外にあったとする｡ u--u-(u-f卜

(u-f)∈Np,0(M)である｡すると

(,4x(▽u(I))-,4=(▽v(I)), ▽u(I)-▽u(I))dV(I) -0
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となる｡被積分関数は非負だから, 脚上a,e.に0となり, βの強単調性により, 〟上a.e.に▽(〟-〟)-▽〟-

▽u-oとなる｡これによりM上u-v-c(定数)となる｡ゆえにcENp,0(M)よりc-0となる｡次のこともつい

でに示されている‥ j;L∈Np(M) (i-1,2)でムーf2∈Np,0(M)ならば対応するui(i-1,2)についてul=u2;ui

∈H,3(M)nNp(M) (i-1,2), u.1u2∈Np.0(M)ならばu.-u20

最初に,4I(h)-Lhlp 2h (即ちp調和)の場合を考える｡このときはuの構成法が,一般の74の場合より,より

鮮明にわかる｡p-2のときはロイデン分解と呼ばれる([10]参照)o

定理3.1 (p調和分解定理). Mをp双曲型とする｡任意のf∈Np(M)に対してu-f∈Np,.(M)となる唯一つの

u∈Hp(M)nNp(M)が存在して. 1RiをMの近似とするとき(7EpRf)RはuにM上局所一様収束し,更に

Dp,M(7rpRf-u)-0 (R-M)となる○たゞしM＼R上では方pRf-fとおくとする｡

証明. u]1-7TpRf (R上), uH-f (M＼R上)とullを定めるoデイリクレ原理によりDp(uR)≦Dp(uH′)≦Dp(i)

(R′⊂R⊂M)となるから(D♪(uR))Rは収束するo 任意のR･R′に対してRUR′⊂R′′をとるとき,

HpR′′((uR+uR′)/2)-uR′′だから,再びデイリクレ原理によりDp((uH+uH,)/2)≧Dp(uR′′)となる｡よって1･7のコ-

シー列補選によれば,あるベクトル場X∈Lp(M)があって, Lp(M)内の強収束の意味で▽uH-X (R-M)となる｡

一様有界補題によると(uR)[IはM上局所一様有界となるから,このどんな部分列も局所一様収束部分列(vi)i≧1を

含む｡そのM上の極限をu∈Hp(M)とする｡すべてのベクトル場Y∈C.LC(M)に対して

fM(△vi,Y)dV-- fMVidivYdV

である｡ i--とすると

fM(X,Y)dV-JMVdivYdV

となるo これはX-▽vであることを示し,強収束の意味で▽uR-▽u(R-M)となる｡ f-vi∈Np.0(M)で,

(rwi)iノ､はf-uに局所一様収束するのでf-u∈Np,0(M)となり, Np(M)の完備性と合わせて

u∈Hp(M)nNp(M)となる｡ゆえにuは(ui)i≧,に依存せぬから,定理の主張が従う｡
口

3.4. iR‡をMの近似とし,座標球B∈1Rとを一つ固定する｡BL⊂RとするとR＼云はp正則な領域であるので,

w[I-0 (BA上), wR∈Hp(R＼B-)nC(RIB), wR-1 (M＼月上)と定めた関数wR∈Np(M)となり, M上0≦wR≦1

となる｡ Rが増加するときwRは減少するのでハルナックの原理により, BL上0, M＼万上p調札M上連続となる

w-w(･,B,M)があって, wRJwとなり, M上0≦w≦1である｡ wをM＼B-に関するMの理想境界のp調和測度と

言う｡ M＼B-上w…0又はw>0となる.デイリクレ原理によりDD.M(wR)≦Dp,M(wR′)(R′⊂R),Dp.M((wR

+u,H′)/2)≧D♪,M(wR′′)(RUR′⊂R′′)であるから, 1･7のコ-シー列補選により(▽wR)Rは強収束し又(▽wR)Rは

▽wに弱収束するから,結局(▽u)H)Rは▽wに強収束する.

補題3.3. Mがp放物型となる為の必要十分条件はMの理想境界のp調和測度が零となることである｡

証明.卜wR∈Np,0(M)でM上局所一様に1-u,R-1-w (R-M)かつ強収束の意味で▽(1-wR)→▽(1-w)

(R-M)により1-w∈Np,0(M)となる｡故にw-0なら1∈ND,0(M)となる｡逆に1∈Np,0(M)なら卜(ド

u,)-w∈Np,0(M)となる｡局所有界列(甲i)iモ1⊂C.w(M)でM上a･e･に¢i-1 (i-∞)かつDp,M(甲i)-0 (i-∞)

となるものがとれるo ¢i-¢i((wl/i)uO)はM＼面内にコムパクト台をもつから¢i∈Np.0(M＼云)となる｡しかし

(¢i)i,.は局所有界で〟＼面上a.e.に¢i-W(i--)かつDp.J帆頁(¢i-u,)-0となるのでw∈Np,0(M＼BA)である｡し

かもw∈Hp(M＼B-)だからw-0となる｡ □

3.5. Np(M)に関しての完備性補選に対応してNp,0(M)についても同様の性質の成り立つことをみる｡

補題314 (完備性補題). (J;)i≧1をNp,.(M) (l<p<∞)内の関数列で次の条件をみたすとする: (I).･≧.はM上局

所有界; (Dp,M(J;))i≧1は有界列,'あるJ'∈C(M)に対してM上a･e･に^-j'｡するとf∈Np,0(M)であって
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Lp(M;T(M))内▽式は▽J'に弱収束する｡

証取 Np(M)に関する完備性補題によりf∈Np(M)で, ▽j;.は▽fに弱収束する｡ 1∈Np,0(M)ならば,

(¢i)i≧.⊂C.'1つ(M)でDp,〟(pi)-0 (i-cx,)かつM上a･e.に¢i-1となるものがとれる｡ (¢i)汁.を一様有界にとり直

すことは容易である｡各m-1,2,･･･に対しgm-(fnm)∪(-m)とおく｡ gm∈Np(M)である｡ gm¢iはコムパクト台

でM上a･e･にgmq,i-gmかつDp.M(gm¢i-gm)-0 (i-∞)となるのでgm∈Np,0(M)となるo M上a･e.にgm-fかつ

DD.M(gm-f)-0 (m-∞)となるので′∈ND,0(M)がわかる｡

次に1g:Np,0(M)とする｡ u-f∈Np..(M)かつu∈Hp(M)となるuをとるときu-0と言えばよい｡
u-

(u-f)+fとみてvi-(u-f)+j;とおくとui∈Np,0(M)であって, (ui)i,1は局所有界でM上a･e.にui-uで

(Dp,M(ui))i≧1は有界となる｡従って弱収束の意味で▽ui-▽uとなるので,

f4(I▽u‡♪2▽u)･▽uidV-0

でi-∞として/MI▽ulpdV-0となり, M上w-c (定数)となる｡主張に反してc≠0ならばc .fを考えてc-1

としてよい｡ hi-(uinl)uO∈ND,.(M)とするとM上0≦hi≦lであって, M上a･e･にhi-1である｡

(DD,M(hi))i≧1は(Dp.M(ui))i,lと共に有界列なので, ▽hiは▽1-0に弱収束するGさて補選3.3によりp調和測度

w-w(･,B-,M)は正である｡他方hiW∈Np,0(M＼B1に注意して

o-fM､云(t▽w-♪
2▽w, ▽(hiW))dV- i:1(Z▽wl♪2▽w, ▽(hiW))dV

-

IMhi!▽wIpdV･J:4(w‡▽wIp2▽w, ▽hi)dV

の最右辺の第1項にルペッグの収束定理を,第2項には▽hiの0-の弱収束性を使って, i--とすると

JTMI▽wl♪dV-0が出てw-0となることがわかる｡これは矛盾である｡ □

3･6･
74∈74p(M)

(l<P<∞)を1つ固定する｡従前通りにIRLをMの近似とする｡ f∈Np(M)に対して, M＼月

上7TSf-fとおくことにする｡

定理3･2 (調和化可能性定理)･ Mをp双曲型とする｡任意のj.∈Np(M)に対して, u-f∈Np,o(M)となる唯-つ

のuEH,1(M)nNp(M)が存在して. (2rBf)RはM上uに局所一様収束し.又上p(M;T(M))内(▽(2EBf))Rは▽u

に弓削文京し,

(3･1) Dp,M(u), Dp.M(7E芸f)≦ (β/α)pDp,〟(I)

がすべてのR∈iRiについて成立する｡

証明.
7TSf-uRとおく｡一様有界性補選により,

(uR)]Zのどんな部分列もM上局所一様収束する部分列(ui)i_,.

を含む｡その極限をuとするとu∈H,)(M)である｡デイリクレ原理により(3.1)のII-部分Dp,M(uI<)≦

(β/α)pDp.M(f)は直ちにわかる｡故にとくにI!▽uillp.M≦(β/α)II▽fIIp.M(i≧1)となる｡完備性補題により,

u∈Np(M)で, L♪(M)内の弱収束の意味で▽ui-▽uとなる｡故にu∈H,4(M)nNp(M)となるc vi-f∈Np.0(M)

であって, (▽(ui-f))i:).ち(▽ui)i｡､,と共に有界であり, (ui-I)iI,.はu-fに局所一様収束する｡故に今一つの完

備性補選によりu-f∈Np.0(M)となる｡これによりuはfのみによって一意に定まるものである｡つまり(ulI)[Iの

どんな部分列のどんな収束部分列も同一のuに収束するので, (uH)HがM上uに局所一様収束することがわかるo

よって完備性補題からLp(M)の弱収束の意味で▽uH-▽u (R-M)となることが出るoこれにより(3.1)がすべ

て従う｡ □

3･7･ Mをp双曲型とすると各f∈Np(M)に対して掛一つのu∈H,i(M)nNp(M)でu-j∈Np.o(M)となるものが

定まった｡ GをMの相対コムパクト開集合とするとき, f∈Np(G)に対して唯一つのu∈H,i(G)nNp(G)が定まり,

uj∈Np,o(G)となる〇ところでもし上のf∈Wpl(G)なら7TSf-f∈Wp,l｡(G)であるo Wp,.o(G)nC(G)⊂Np.0(M)

だから方A?f-′∈ND,0(G)となり,
7TSf-uとなることがわかる｡この理由で′∈Np(G)に対してuj∈Np.0(M)に

より定まる唯一つのu∈HA(M)nNp(M)を, u-7T,4Mfとかくことは合理的である｡以後この様にかくと, 7TiMも
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NI,(M)の上で単調性をもつことが極限移行ですぐわかる: f,g∈Np(M)で/≦gとすると7TA"f≦wAMg;f∈Np(M)か

つh∈HjM)で′≦hとすると7T,3Mf≦ho

4.ビルタネン･ロイデンの定理

4.l.以降本節ではMはp双曲型とするo 1<p,q<-は互いに共役な指数とする｡次の結果は,マズヤ[7]が,

MがRnの有界開集合のとき導いた｡

補題4.1 (マズヤの補題).
u,uiELゝ(M)

(i-1,2,-)に対して

(4･1) IM(74ェ(▽u.･)-74x(▽u),
▽u･･-▽u)dV-0 (i--)

となるならば. Lp(M;T(M)) (又はLq(M;T(M)) )内の弱収束の意味で▽ul-▽u (又は74x(▽u.I)-74x(▽u) )

となる｡

証明. (u,-)i/,.の適当な部分列(vi)i,1があって,殆んどすべてのr∈Mに対して

(4.2) (,4x(▽vi(I)ド,4x(▽u(I)), ▽vi(I)-▽u(I))-0 (i-∞)

となる｡∬∈〟で(4.2)が成り立つとして

E-▽u(I)-(El,-,En)

とおく｡ワを(▽vi(I))i≧.の任意の集積点とするとき, l77l<-であることを示す｡事実,ある定数Cがあって

(,4r(▽ui(I)ド,4I(▽u(I)), ▽ui(I)-▽u(I))≧創▽vi(I) lp-C(l▽vi(I)P~l+ l▽vi(I)E +1)

となるc もし[符l--ならば,上式の右辺,従って左辺は-に発散し, (4.2)に反する｡よってl7l<∞である｡

写像h-I?I(h)の連続性を使うと, (4.2)より

(,4r(77)-,4r(E),〟-E) -0

となり77-Eとなる｡従って殆んどすべてのr∈Mに対して

▽ui(I)-▽u(I),
,4r(▽vi(I))-→74r(▽u(I))

(i-∞)

となることがわかるo (4.1)の積分をA(ui)と記すとすると,ヘルダーの不等式を使って

A(ui) ≧α(Dp(ui) +Dp(u)卜β(Dp(ui)I/qD♪(u)1/P+Dp(u)1/qDp(vi)1/p)

となることがわかる｡これから(DD(ui))iと,が有界列となることが結論されるo 1･5のルレイ･リオンヅの補題から

弱収束の意味で, ▽ui-▽uかつ,4I(▽ui)-,4I(▽u)となって, (▽vi)i≧1,(74r(▽vi))i≧1の弱極限が,それぞれの

えらび方によらぬことから結論がでる｡ □

4.2. H,4(M)の2つの関数u, uに対して,次の2性質をもつw∈H,4(M)が定まるとき, w-u>uと記す:
M

上w≧uかつu)≧v.,もしあるh∈H,i(M)がM上h≧uかつh≧uとなるならばh≧w｡ u>uをuとuの最小74

調和優関数, u<uニー(-u)>(-u)を最大,4調和劣関数と言う｡記号uUu-max(u,v), unu-min(u,v)と混

同してはいけない｡.

補題4.2 (束算法補題). jiとj;がNp(M)の元であるとき, M上

(4.3) 7E君(jiUf2)
-

(7rEF.)> (7rEf2)

となり,又上式で∪と>を∩と<で置き換えた式も成立する｡
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証明. Mの可算近似蝿)i,lをとり, ukiをRi上ubL-7TSlfk,M＼月i上uh･-fkとおいてukiを定める(k-1,2)｡

f.Uf2-uliUu2iはコムパクト台だからNp,0(M)に入る｡調和化可能性定理によれば(▽(f.Uf2-ul∠Uu2i))i,,-は有界

で, M上局所一様に(flUf2-uliUu2i)i≧1はflUf21u.Uu2に収束する｡完備性補題によりf.Uf2-ulUu2∈ND,0(M)

となる｡ゆえに

7T,4M(flUf2)
-

7{AM(ul
U
u2)

となる｡ M上uk≦u-Uu2(k-1,2)だから7T-7T,4Mの単調性によりuk≦7T(u】Uu2) (k-1,2)となる｡次にu., u2≦

h∈HA(M)とする｡ ul,u2≦u.Uu2≦hだから, 7rの単調性によりul,u2≦7T(u.uu2)≦hとなる｡よって

7T(flUf2)-ul>u2となる｡ □

4･3･こ､で74デイリクレ積分D,4,M(i)-D,4(f)を導入する: f∈L去(M)に対して

D4,M(I)
- fM74ェ(▽u(I)) ･▽u(I)dV(I).

αDD.M(f)≦D4,M(f)≦βDp,M(I)だから,有限であるか無限であるかに関しては,4デイリクレ積分もpデイ1)クレ積

分も互に同等である｡とくに74I(h)-lhlp 2h (pラプラシアン)のときD,),M(f)-Dp,M(f)である○

定理4･1 (ビルタネン･ロイデンの定理).任意のu∈H,4(M)nL三(M)に対して

um: -

(u^m)>(-m)∈HA(M)nLL(M)nLm(M)

である(m-1,2,-) ｡ (um)m≧.はM上uに一様収束し. Lp(M;T(M))内弱収束の意味で▽um-▽uで,更に

D,4,M(um)-D,4,M(u) (m-∞).

4.4.注意. p-2で,4I(h)-hの場合(つまり古典調和の場合)に最初ビルタネンが,

H,4(M)nL去(M)≠R ⇒HA(M) nL去(M)nL砧(M) ≠R

であることを示した｡古典調和のときD4,M(um)-Fl▽um略Mなので上の定理の言う所は(▽um)m≧.はヒルベルト空
間L2(M;T(M))内で(▽um)mき,が▽uに弱収束し, Jl▽umlr2,M-Ii▽uli2,Mなので, rl▽um-▽uI-2,M-0となること

がでる｡この形が本来のロイデンの定理で,上の定理4.1は本来のロイデンの定理の真の拡張である｡古典的ビルタ

ネン･ロイデンの定理については[9]を参照する｡

4･5･定理4･1の証明･ fm-(unm)∪(-m)とおくとfm∈Np(M)であり,

Dp,M(fm)-D州u:くーm)(u)≦Dp,M(u) (m-1,2,-)

であり,又D♪,M(u-fm)-D♪,i,u[,m1(u)-0 (m--)となる｡次に(4.3)によりum-7T4Mfmであるのでデイリクレ

原理により

Dp,M(um) ≦ (β/α)PDp,M(fm) ≦ (β/α)PDp.M(u) (m- 1,2,-)

となる｡さて

A(um):
- fM(74r(▽u)-,4r(▽um), ▽u-▽um)dV

- fM(74r(▽uト74=(▽um)I▽u一▽fm)dV+ IM(74I(▽u)-74r(▽um), ▽fm-▽um)dV

を考える｡ fm-um∈Np,o(M)でu,
um∈H,1(M)nL去(M)なので右辺第2項は0となる｡ゆえにヘルダーの不等式に

より, pとqを互に共役な指数として
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A(um)≦ fME74r(▽u)Il▽u-▽fmW･ fMF74I(▽um)([▽u-▽f-ldV

･βfMl▽uP~l(▽u-m-dV･βIMl▽umLp~
1l▽u-▽fmldV

≦β(Dp,M(u)1/q+Dp,M(um)I/q)Dp,M(u-fm)l'p≦β(1+ (β/a)P'q)Dp.M(u)1'qDp,M(u-fm)1/p-o (m--)

となる｡よってマズヤの補題によりLp(M) (又はLq(M))内弱収束の意味で▽um-▽u (又は

,4ェ(▽um)-,4r(▽u)
)となる｡そこで

DA･M(u-)
- fM〈4r(▽u-)I▽um-▽fm'dV･ fM〈74ェ(▽u-),?f-_-▽〟'dV･fM〈4I(▽u-),▽u'dV

を考える｡右辺第1項は0となる｡右辺第2項は

･β IMF▽um Fp ll▽fm-▽u rdV≦ββp,M(u-)I/qDp,M(u-I-)lip

≦β(β/a)p/qDD,M(u)1/qDp,M(u-fm)I/P-o (m--)

となる｡第3項は/M(74x(▽u), ▽u)dV-D4,M(u)に収束する｡よってD4.M(um)-D4,M(u) (m-∞)となる｡

u+-7T,iM(uuo),u~-7T,1M(uno)とおく｡ M上-uA≦u≦u+なのでIu~~≦fm≦u+となり,これから

-u十≦um≦u+となる｡よって(um)m≧lは局所一様有界なので,
(um)m≧1の任意の部分列SはM上一様収束部分列

(umi)i≧lを含む｡その極限usとするとき, Dp.M(umi)≦Dp,M(u)なので完備性補選によりus∈Np(M)で(▽umz･)i≧l

は▽usに弱収束する｡ fmi-umi∈Np,o(M)で, (fmi-umi)i≧1はM上u-usに局所一様収束する｡又

Dp(fmi-umi)1/p≦Dp(fmi)I/p+Dp(umi)i/♪≦ (1 +β/α)Dp(u)1/p

でもあるから完備性補題により, u-us∈Np,0(M)となりus-uとなる｡よってM上局所一様にum-uとなる｡ □

5.ロイデン調和境界

511. M上のロイデン空間Np(M)に加えて

Mp(M)主Np(M) nL∞(M)

をM上のロイデン代数と言う｡ Mp(M)はIEf[F∞.M+[l▽f-lp,Mをノルムとして可換バナッハ代数となる｡ Mp(M)の極

大イデヤル空間をMp'と記す｡これは次の性質をもつ(例えば[9;3章]参照): Mp'はコムパクトハウスドルフ

空間;MlまM;の開かつ桐密な部分空間; Np(M)の各関数はMp'迄ト∞, -]倍達続関数として一意的に拡張出

来て, Np(M)⊂C(Mp';ト-, -])と考えるとき, Np(M)はMp'の任意の2点を分離する｡ f∈Np(M)のMp'への

拡張も同じ文字/で表す｡ワイエルシュトラス･ストーンの近似定理により, Mp(M)はC(Mp';R)の中で(一様収

束について)桐密である｡ Mp'をMの指数1<p<-のロイデン･コムパクト化(完閉化), rp(M)-Mp'＼MをM

の指数pのロイデン境界と言う｡さらに

△♪(M)- (E∈Mp':すべてのf∈Np,0(M)についてf(E)-0)

をMのロイデンp調和境界又は指数pのロイデン調和境界と呼ぶo △p(M)に関して基本的であるのは次の性質であ

る:

朗寸定理. Np,.(M)がAp(M)を定めることに双対的にAp(M)がNp,.(M)を次の如く定める:

Np,.(M)- (J'∈Np(M) :すべての書∈Ap(M)についてf(E)-0)･

証明.最初にfがM上げI≦c (有限定数)をみたすときに示すo任意に正数Eをとると, △p(M)のMp'内での

間近傍UでU上Ifi<Eとなるものがとれる. △p(M)の定義から各E∈Mp'＼打に対してfE(E)≠0となる

fE∈Np,0(M)がとれる｡ ffをその2/fE(E)倍でおきかえ,更にfEUOでおきかえて, fE(E)-2かつMp'上fE≧0と仮定

してよいことになる｡さて集合〈fE>1)はfEのえらび方により, Eを含むMp'の開集合で,
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E∈MU;＼u(fE>
1) ⊃Mp'＼U

であり,しかもMp'＼Uはコムパクト故Mp'内の有限個の点El,･･･,Emを適当にとると

ujA

191
(ffl.>1) ⊃Mp'＼ぴ

となるように出来る｡そこでh-∑?--1ffiとおけば, h∈Np,o(M)で,
｣略＼び上h>1となる｡ゆえにg-hnlとする

とg∈Np,0(M)となり, Mp'上0≦g≦lであって,しかもgE(Mp'＼U)-1となる｡ゆえに｣略上

-E-Cg<f<E+cg

となるo
7{pM(e+cg)-EによりM上従ってMp'上-e≦7TpMf≦eとなり, eJOとして7TpMf-0がわかる｡ゆえに

f∈Np,o(M)となる｡

次に必ずしも/が有界でないとき,

fm-(fnm)∪(一m) (m-1,2,･･･)

とおくと, △♪(M)上fと共にfm-0だから,最初に示したことからfm∈Np.o(M)となる｡ (fm)m≧1はM上局所一様

に/に収束し

Dp.M(fm-I) -D州fH,m)(I)-0 (m-∞)

となるから,完備性補選によりf∈Np,o(M)となる.

5.2.
74劣(又は優)調和性については[4;7章]を参照する｡

△p(M)の果たす役割の一つとして次の重要な結

果をのべる｡

命題5･1 (一般比較原理). sはM上上方有界74劣調和関弓臥SはM上下方有界74優調和関数で.各e∈△p(M)

に対して

(5.1) 1im sups(I)≦ 1iminfS(I)
=∈M, 1-E =∈M,エーf

が成り立つと, M上s≦Sとなる.

証PB. (5･1)の左辺でs(E),石辺でS(i)としてs, SをMp'-MUrp(M)迄拡張すると, s (又はS)は

M'-Mp'の上で上(又は下)半連続となる｡よって,とくに各E∈M事に対して

S(E)- sup(¢(E): p∈C(M')かつM上p≦S)

となるから,各E∈△-△p(M)に対して, s(E)≦S(E)により任意の正数Eに対して,
M'上申E<Sかつ

甲E(E)>s(E)-eとなる¢f∈C(M')がみつかる｡ UE-(叩∈M':¢E(叩)>s(叩)-E)はEを含む開集合で,

UEEAUE⊃Aだから, △のコムパクト性により,有限個のEi∈△(i-1,-,m)が求まりU:-∪㌘-.UE,.⊃△となるo

¢: -PEIU-UpEm

とおくと, Uは△の開近傍で,甲∈C(M')かつU上s-e<¢<S+Eとなる. Mp(M)はC(M')内桐密だから,

f∈Mp(M)であってU上

s-e<f<S+e

となるものがみつかる｡ gl(M.＼U)-1, g仏-0となるg∈Np,0(M)+をとる｡ Sの下方有限性と上の不等式により,

fs:-I-jgでjを十分大きな番号にとるとき, M上fs≦S+eとなる｡同様にfs:-I+jgで番号jを十分大きくとると

M上fs≧s-8となる｡ △上fs-fsだから

7T4Mfs
-

7T4Mfs
-

:u

となる｡ 1Rf をMの近似とするとき, R上s-E (又はS+E)の劣(又は優)調和性より
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7TSfs<S+E, 7TSfs>s-e

となりR†MとすることによりM上s-e≦u≦S+e,特にM上s-e≦S+eとなりeJOと′して結論に到る｡ □

5.3. u,
u∈HA(M)nL去(M)はMp'上連続であるから,

Ap(M)における境界値が比較できる｡

命題5.2 (比較原理).
uとvをH,4(M)nLi(M)内の関数として,

Ap(M)の上でu≦vであるならば, Mの上で

u≦vとなる｡掛こAp(M)上u-vならば. M上u-vとなる｡

■
･●
l■

証明･ u,-(u<j)>(-j), v]-(v<j)>(-i) (i-1,2,-)とおくならば,任意のE∈Ap(M)において

u](E)-(u(E)nj)∪(-j)≦(v(E)nj)∪(-i)-v,･(E)

だから,命題5.1によりM上u,.≦v]となる｡ j-∞として, M上u≦uがわかる｡ □

5.4.上の比較原理をt 次の如くに一般にする｡

命題5.3 (相対境界付比較原理). UをMの開集合とし. uとvをH4(U)nL三(u)内の関数とする｡もしすべて
のe∈(∂U)∪(-unA) (-uはMp'での閉被)に対して

(5･2) !iEmU,stu_Pfu (I) ≦

=Ii琶空!
u(I)

とすると. U上u≦vとなる｡

証明.命題5.2の証明におけると同様のu,･とv,をUで作るとき, u]とvjに対して(5･2)が成り立つ｡もしU上

これからu,.≦u,.が示されたら, j†-としてU上u≦uが出る｡従ってu, uは有界として証明すれば十分である｡

又任意の正数Eをとり, uをu+Eでおきかえると, (5.2)の≦は<で成り立つ｡これでU上u≦u+eが示された

ら亡↓0としてu≦uが出るから, (5.2)の≦は<であると仮''Eしてよいo

V-(x∈U:u(I)>v(I))

とおき, V-8を示せばよいから,背理法でV≠0とする｡ VU∂V⊂Uで-vnAp(M)-8である｡そこで一様有界な

(pi)i≧.⊂C.a(M)と¢∈Np.0(M)でM上a.e･にpi-甲かつDp.M(¢i-q,)-0 (i--)でしかもVU∂V上¢-1とな

るものがとれる｡ w-u-vとおくとwl∂V-0である｡各自然数jに対して¢i((w-1/j)uO)はU内コムパクト台

をもつ｡そこでβ-〟又はuとおくと

0- Iv(,4=(▽0), ▽(¢i((w-1/j) uO)))dV
-

Iw21,,.}Pi(74r(▽0), ▽w)dV･ Iw2.,,.,(w-I/i)(74I(▽0),▽pi)dV･

こゝでノ--,ついでi--とすると

Iv(,4ェ(▽0),▽w)dV-0
となるo この式の0-uのものと0-vのものとの差を作ると

Iv(,4=(▽u) -,4r(▽v), ▽u-▽v)dV-0

となり,順次V上▽(〟-〟)-0,よってV上α-u-定数,ついで∂Ⅴ上α-u-0だからV上㍑-u…0となり,

vの定義に反する｡ □
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6.デイリクレ問題

6.1. Mは本節ではp双曲型とする｡ロイデン調和境界△p(M)の定義と双対定理により, Mがp双曲型である必

要十分条件は△p(M)≠0である｡さてMp'に関する74デイリクレ問題(74∈74p(M), 1<P<… )は次の様に定式

化される‥任意に与えたf∈C(Ilo(M)), rp(M)はMのロイデン境界｣略＼M,に対して, u∈H,4(M)nC(Mp')で
あって, rp(M)上u-fとなる関数uを求めよ｡この間題をペロン･ウィーナー･ブルローの方法に依って論ずる

([4;9章]参照)｡

Mの開集合Gで,各E∈∂Gに対して, E中心のCl級の座標近傍(B,I),I-(xl,-,xn)を,うまくとって

BnG-(x∈B: lxl<1,xn>0),Bn∂G-(x∈B: FxF<1,rn-0)となるときGをMの滑めらかな開集合と言う｡

Mp'のコムパクト集合Xをとる｡Mp'内Xの滑めらかな近傍Uとは, UがMp'の開集合で, U⊃X,でしかもUnM

が〟の滑めらかな開集合となっていることであるとする｡

補遺6･1 (滑めらかな近傍の存在補題). Mp'の任意のコムパクト集合Xと任意の開集合V⊃Xに対して,

x⊂u⊂-u⊂vとなるXの滑めらかな近傍Uが存在するo

証明･甲EX-4,甲J(Mp'＼V)-1,かつMp'上1≦¢≦4となる甲∈Mp(M)がとれる｡ Mp(M)nC∞(M)はバナッ

ハ代数Mp(M)の中でそのノルムで桐密であるから, flX>3, fl(Mp'＼V)<2となるf∈Mp(M)nC∞(M)がとれる｡

サードの定理によって, 2<c<3となる甲のある非特異値をとるときU-(E∈Mp':f(E)>c)にとればよい｡ □

6.2.更に技術的な補選を追加する｡後での使用のみを考えて,ぎりぎりの一般化は追求しない｡

補題6･2 (相対境界付境界値問題). J'∈Mp(M), Ap(M)の滑めらかな近傍tJ'.及び定数cの三つを任意に与える｡

すると次の様なu∈Mp(M)が唯-つ存在する: u∈H4(U);Ap(M)上u-I;Mp'＼U上u-c｡

証明･最初c-0の場合を考える｡ K:-supMFfJとおく｡ Uに閉包共含まれるような△♪(M)の小近傍の上で1,

Mp'＼打の小近傍で0となり,値域が[0,1]に含まれるような¢∈Mp(M)をとり, fの代わりにq?fに対して求め`るu

は/に対して求めるものと同じものとなるから,

fl(｣略＼U)-0
と仮定してよい｡

Mの可算近似(Ri)z･≧1をとる｡ RlnU≠8とする｡さらに各iにつきRinUは,4正則である様にもとれるo RinU

上ui-7TBinUf,M＼(RinU)ではui-fとおく｡命題5.3によりM上Iuil≦K, RinU上でデイリクレ原理を使って

Dp,M(ui) ≦ (β/α)PDp,M(f)

がでるo (ui)i≧1のUnM上の局所一様収束部分列(ui)i≧1をとり,その~unM上の極限をuとする｡ M＼U上u…0

としてuはM全体で定義する｡とにかくu∈HA(U)で｣略＼U上u-0となる｡

u∈C(M)を示す｡その為にはuが任意のE∈∂(UnM)で極限0となることを言えばよい｡ EのCl級の座標近

傍(B,I), r-(xl,-,xn)で,rlコ:
=

UnB-(x∈B: lrF<1,xn>0), (∂U)nB-(x∈B: lxl<1,xn-0)

となるものをとるとき,次の様なg∈Mp(M)がつくられる: (∂U)nBに含まれる相対閉なEの近傍で

g-0; (∂B)nU上g-K;∂(UnB)上0≦g≦K;g⊂H,4(UnB)｡するとUnB上-g≦ui≦gであるから,極限で,

UnB上-g≦u≦gとなるので

1im
u(I)-0-u(E)

r∈M,エー,E

となる｡ゆえにu∈C(M)nL∞(M)がわかった｡

以上から完備性補題によりu∈Mp(M)となる｡
uij∈Np,0(M)から,再び完備性補選でu-f∈Np,0(M)となる｡

これにより△♪(〟)上〟-′となる｡
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一般の場合には, I-c, 0に対して上の様なuを求め, u+cを考えると,これがf, cに対する答となる｡一意

性は命題5.3によりわかる｡ □

6.3.補題6.2の直接の応用として,後で我々の目的にとって重要な次の結果をのべる｡

補題6.3 (上方優調和関数の存在). f∈Mp(M)と正数8の両者を任意に与える｡そのとき次の様なs∈Mp(M)が

存在する: sはM上74優調和･'Ap(M)の上ではs-/;Ilo(M)の上ではs+E>f｡

証明. H,4(M)nMp(M)の関数h-7T4Mfを考える｡ △p(M)上h-I.ゆえ,補題6･1により, △p(M)の滑めらかな

近傍UでU上Ih-fl<eとなるものがとれる｡ c-supMhUfとおく｡補題6.2により次の様なs∈Mp(M)を作る:

s∈HA(U); △p(M)上s-f;Mp'＼打上s-c｡

sがM上,4優調和になることをみる｡任意のE∈∂(UnM)をとる｡ E中心のCl級の座標近傍

(B,I),I-(xl,-,xn),で

BnU-(x∈B: lxl<1,rn>0),Bn∂U-(r∈B: lxl<1,xn-0)

となるものをとる｡ Bの同心球V-(r∈B:1xl-r) (o<r<1)を任意にとる｡命題5.3とcの定義からM上s≦c

である｡したがって7T4Vs≦cであるので,

v'-(x∈B: !rl<r,In≧o)

の境界上7TAVs≦sなのでV十上7T,4Vs≦sとなる｡ V＼Ⅴ+では7TAVs≦c-sなので結局V上7T4Vs≦sとなる｡これはsが

〟上β優調和となることを示す｡

u上では∂(UnR)∪(△p(M)nU)における境界値を較らべてs≧hなので命題5･3によりU上s≧hとなる｡ま

たUnrD(M)ではs≧h≧′-eである｡ rD(M)＼打ではs-c≧′≧f-Eで, rp(M)上s+E≧′となるo □

6.4. fをrp(M)上の有界関数とするo fに対して次の性質をもつM上の関数sをfの上方関数と言う: sはM上

74優調和;すべてのE∈rp(M)に対して

(6.1) 1im inr
s(I) ≧′(i).

=∈M, I--,E

-sが-fの上方関数となるときsをfの下方関数と言う｡
fの上方関数の全体をSf,下方関数の全体を!fと記す｡

supMf∈Sf, infMf∈S_fなので, Sf も墨fも共に空集合ではないo各x∈Mに対し

(6.2) Hf(I)- inf(s(I) : s∈Sf)

を境界値fに対する,4調和デイリクレ問題の上方一般化解(又は簡単に上方解)と言う｡空間MやトポロジーMp'

や調和性74も明示したければHf-HfM･Mp'･74などと記す｡ペロンの定理でHfはM上74調和となる([4;9章]参照)｡

ftf:--H--fは下方解と呼ぶ｡ M上ftf≦Hfであるが,これが一致するときHf‥-Hf-Hf七かき･ fはrp(M)上

,4可解であると言う｡そのときHfを境界値/の74調和デイリクレ問題の一般化解(又は単に解),時にはペロン解,

又時にはPWB解(ペロン･ウィーナー･ブルロー解)と言う｡ E∈rp(M)に対して

(6･3)

r∈ll竺→E
Hf(I) =f(E)

がすべてのf∈C(rp(M))で成り立つことが理想である｡この様なEをrD(M)上の74正則点と言う｡ C(rp(M))の

各関数は可解となるか否か, ㌔(〟)内の正則点はどれか,の2問題がPWB法によるデイリクレ問題を論ずるとき

の中心的なテーマである｡

6.5. Mlまp双曲型であるとし, ,4∈,4p(M)
(1<P<-)を一つ任意に固定する｡可解性については次の結果が出

る(β調和の場合[11]参照)｡

定理6.1 (可解性定理). ㌔(〟)上の実数俺達続関数はβ可解である｡
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証明.最初f∈Mp(M)となるfのrp(M)への制限を同じ/で示すとき, fは可解となることを示す｡ M上

7T4Mf-uとおくとu∈Mp(M)⊂C(Mp')である｡ fと任意の正数Eに対して補選6･3のsをとるとs+e∈Sfである○

命題5･1からM上u≦s+eとなり, M上u≦Hf+eとなる｡ e>0は任意だからu≦Hfとなる｡他方すべての

E∈△p(M)に対して

!iEmM.SIuj?EHf(I)≦ 1im sup s(I) =f(E)
- 1im imf

u(I)
x∈M, =･-E =∈M, I-→E

であるから,再び命題5･1によりM上Hf≦uとなる｡故にHf-uである｡ -fから出発して同じことを考えると,

Hィニーuとなりu-Hfがでる｡以上によりM上Hf-Hf-uとなってfは可解である｡

次に一般のf∈C(rp(M))をとる｡ fはMp'迄実数値連続に拡張できるめで,それを同じ文字fで表して

f∈C(Mp')と考える｡ Mp(M)はC(Mp')内桐密であるから,任意の正数Eに対してMp'上g-e≦f≦g+Eとなる

g∈Mp(M)がとれる｡特にIIp(M)上g-e≦f≦g+eなので,明らかにM上

qg---i≦Hf≦Hf≦Hg十e

となる｡ ftg-e-Hg-E,Hg.E-Hg+8だから,上の不等式より, M上0≦Hf-Hf≦2eとなる｡ ∈の任意性から

Hf-Hfとなる｡ □

系･ f∈Mp(M)のときH/-7r4Mfであるo

6･6･ f∈C(rp(M))はすべて74可解だから(6.3)のE∈rp(M)の74正則性の定義は次のように述べられる‥す

べての′∈C(㌔(〟))に対して

(6･4)

r∈liT→EH/(I)
-I(E)･

そこで最後にrp(M)内の4正則点を次のように決定する｡ (p調和の場合は[11]参照)｡

定理6･2 (正則点集合定理)･ rp(M)内の74正則点の全体はロイデンp調和境界Ap(M)である｡

証明･任意にE∈△p(M)をとる｡任意のf∈C(rp(M))に対して(6.4)を示したい｡任意の正数Eをとるとき

g∈Mp(M)で㌔(M)上g-E≦′≦g+eとなるものがとれる｡ u-7T4Mgとするとu(E)-g(E)でHg-uであるoゆえ

に〟上

u-e≦H/≦u+e

となるから

f(E) ~E ≦盟主nj;Hf(I) ≦ tiEmM,SIu_.PEH/(I) ≦f(E) +e

となり,
Eの任意性によりHf(I)-I(i)

(r∈M,I-E)がわかる｡ゆえにAp(M)の点はすべて,4正則点である｡

次にE∈rp(M)＼A♪(M)を任意にとるとき. Eは74正則でないことを言う｡ f∈Mp(M)であってf(E)-lで

flAp(M)-0となるものをとる｡すると双対性定理により′∈Np,.(M)で,それゆえHf-7T4Mf≡0となる｡よって

I∈艶_,EHf(I)
-0≠ I -I(E)

となって(6･4)の成り立たぬf∈C(rp(M))があるので吉は,4正則でない｡
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