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we
study surfaces of small class with respect to the degree･ We show that smooth

complex pro]ective surfaces of degree d and class m, satisfying m-d ≦ 19, are ruled･ We also

show that the smallest value of m-d of a non-ruled surface
is 20 and

in fact there are only

two families of smooth surfaces with m-d
- 20, namely the abelian surfaces of Horrocks-

Mumford and some of the bielliptlC Surfaces iⅢP4.

1.序

sをN次元複素射影空間P"に含まれる非特異射影代

数曲面とする｡但し, SはPNの超平面に含まれないと

する｡ S⊂PNと書く｡ PNの超平面全体は,双対射影空間

(p")*をなす｡ PNの超平面のうちSに接するもの全体

s*は(PN)*の部分多様体である｡ Sが曲面であるとき,

s*が余次元1であることが知られている｡この超曲面

s*の次数をmで表し, Sのクラスと言う｡ dをSの次

数とする｡次数dに比較してクラスmが小さい曲面を

研究する｡ 1955年Marchionnaは,常にm-d≧ -1が

成立することを示した｡

m-d--1
<=> P2三S⊂P5 Veronese曲面

(1955* Marchionna)

m-d-0 <=> Sはscrollである｡

(1956年Gallarati)

m-d-1,2 存在しない｡ (1957年Gallarati)

m-d-3-10 1957年Gallaratiが分類したが,完

全でなかった｡ 1985年Lanteri4)によって,不十分であっ

た所が埋められた｡

m-d-ll,12の場合の完全な分類,およびm-d-

13-16の場合の分類が1993年Turrini and Vederio7一に

よってなされた｡後者の場合,いくつかの曲面の存在が

不明である故,完全な分類ではない｡以上の分類にあげ

られたいずれの曲面もruledである｡本論文において,

m-d≦19の場合,必ずruled曲面であることを分類論
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に依らずに証明する｡この19がある意味で最良の結果で

あることは, P4に含まれるア-ベル曲面が, m-d-20

を満たす事からわかる｡実は, m-d-20ならば,曲面

sはruled曲面か, P4のア-ベル曲面か, P4の超惰円

曲面のいずれかである事も証明する｡

2.準 備

定理の証明に必要な記号,事実について述べる｡

Os : Sのstructure shear

K : Sのcanonical sheaf

H : Sの非特異超平面切断である曲線

g :Hの種数

a :sの位相的オイラー数

b :Osのオイラー･ポアンカレ数

hi(F) :コホモロジー群Hl(S,F)の次元

このとき, Hの次数はdで, H2-dである｡また,

b-1-hl(Os)+hO(K),

b(H)-ho(Os(H))-hl (Os(H))+h2(Os(H))o

簡単のために, invertible sheafとdivisorを同じ記

号で表す｡ SがPlxCに双有理的に同値であるとき, S

をruled曲面と言う｡以下,必要な事実を述べる｡

(1) Sがnon-ruledならば, a≧0かつb≧0である｡

更に, Sが一般型ならば, b>0である｡

(2)
a-4(トg)+m-d

[Landmanの公式]

(3) 12b-K2+a [Noetherの公式]
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(4) 2g-2-H2+K.H-d+K月

(5)2) H⊂PN~1 :

non-degenerate非特異曲線, Hの

次数をd,種数をgとする｡このとき,

N≦1naX(1+d/2, d-g+1)

が成り立つ｡またd-2(N-1)ならば, g≦Nが成り

立つ｡ [Cliffordの定理]

(6)3) N-4つまりS⊂p4のとき,

d2 -10d-5H.K-2K2+12b-0

が成り立つ｡

3.定理の証明

はじめに,定理の証明に必要となる補題1,補題2を

証明する｡

補題1. Sがnon-ruled曲面で, d-2g-2を満たす

ならば, N-d/2+b-1,かつKは数値的に0に同値

である｡

証明(4)によりH.K-0｡ Sがnon-ruled曲面だから,

ある自然数nについてbo(nK)≧1｡つまりnK-Os(D),

D≧0と表せる｡ D.H-ⅢK.H-0｡ Hはampleである

のでD-0｡ Kが数値的に0に同値になるので, H-K

はampleになる｡小平の消滅定理に依ればhl(-H+K)-

0(i-0,1)｡双対定理により, hl(H)-0 (i-1,2)｡

リーマン･ロッホの定理を用いれば, N+1-ho(H)-

b(H)-(H,H-K)/2+b-d/2+b｡ 終

補題2. H.K-1, H2-d≧2ならば, K2≦0であ

る｡

証明(H-dK, H)-0 従って H≡dK(数値的

同値),または(班-dK)2≦0｡ H≡dKの場合K2-

1/d｡ K2は整数であるから,この場合は起らない｡ (H-

dK)2≦0の場合K2≦1/d≦1/2｡ K2は整数だから,

K2≦0となる｡ 終

定理. 1) m-d≦19ならば, Sはruled曲面である｡

2) m-d-20ならば, Sはruled曲面,またはP4に含

まれるア-ベル曲面,またはP4に含まれる超惰円曲面

である｡

超惰円曲面とは,古典的にはhyperelliptic surfaceと

言われた曲面である｡最近では, bielliptic
surfaceと呼

ばれる事が多い｡

定理の証明
m-d≦20を満たすnon-ruled曲面は,

m-d-20かつN-4のときのみ存在し,それらはア-

ベル曲面または超惰円曲面であることを示せば良い｡以

下, Sは常にnon-ruled曲面とする｡従ってH.K≧0で

ある｡(4)より2g-2≧d≧3つまりg≧3として良い｡

また(1)と(2)により20≧m-d≧4(g-1)つまりg≦6

として良い｡定理の証明はg-3,4,5,6の各々の場合詳

しく調べる事に依って行われる｡

g-3の場合 s⊂p" (N≧3)

(4)により4-d+K.H≧dだからd-3または4であ

る｡するとd/2+1≦3, d-g+1≦2であるから(5)

によるとN-3かつd-4である｡つまりSはP3の4

次曲面である｡よってb-2またK-Osがわかる｡ (3)に

よりa-24｡(2)によりm-d-32｡仮定はm-d≦20

だから,この様なnon-ruled曲面は存在しか､｡

g-4の場合(4)により6-d+K.H≧d｡すると

d/2+1≦4, d-g+1≦3であるから, (5)によると

N-4かつd-6,またはN-3である｡まずNは3で

ないことを示す｡もしNが3ならば, H⊂p2｡平面の

種数公式により4-g-(d-1)(d-2)/2｡これを満

たす自然数dは存在しない｡従ってN-4かつd-6

としてよい｡このとき, d-2g-2が成り立つので補

題1によりb-2である｡(3)により24-K2+a,従っ

てa-24がわかる(K≡Os)
o故に(2)によりm-d-

36｡仮定はm-d≦20であるので,この場合もnon-

ruled曲面は存在しない｡

g-5の場合(4)により8-d+H.K≧d｡すると

d/2+1≦5, d-g+1≦4であるから(5)によるとN-

5かつd-8,またはN-4かつd-6-8,またはN-

3かつd-3-8である｡まずNは3でない事を示す｡

もしNが3とすると,前と同じ議論で5-g-(d-1)

(d-2)/2｡これを満たす自然数dは存在しないからN

は4以上としてよい｡

g=5, d-8の場合(N-4または5) d-2g-2

を満たすから補題1によりN-3+b｡従ってb-1,2

である｡(3)によると12b-a(K2-0)｡ (2)により, m-

d-a+16≧28｡この場合もnon-ruled曲面は存在し

ない｡

g-5, d-7, N-4の場合(4)によりK.H-1｡ま

たH2-d-7なので,補題2によりK2≦0である｡

所が(2)により20≧m-d-a+16だからa≦4であ

る｡(3)によると12b-K2+a≦4｡つまりb≦1/3で

ある｡ bは整数であることと(1)によるとbは0でなけれ
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ばならない｡ここで(6)を用いるとK2ニー13がわかる｡

(3)によればK2ニーa≧-4｡これは矛盾である｡故に

この場合もこの様な曲面は存在しない｡

g-5, d-6, N-4の場合 d-2(N-1)が成立

するから, (5)によるとg≦4｡これは矛盾である｡この

場合もこの様な曲面は存在しない｡これでg-5の場合

は,全て調べた事になる｡

g-6の場合(4)により20≧m-d-a+20である

からa≦0である｡所で(1)を考えればa-0でなければ

ならない｡また(4)によると10-K.H+d≧d｡まず,

｢(*)d-10とすると, N-4である｡｣を示す｡ (*)

の証明:d-10とするとd-2g-2が成り立つので補

題1によりN-4+b, K≡Osである｡(3)より12b-

K2+a-0｡故にN-4である｡ (*)の証明終｡ d/2

+1≦6, d-g+1≦5であるから(5)によるとN-6

かつd-10,またはN≦5である｡(*)によりN≦5

である｡以下N-5,4,3の場合に分けて調べる｡

g-6, N-5の場合(5)によると5-N≦max(1+

d/2,d-5)であるから, dは8以上でなければならな

い｡ (*)を考慮に入れれば, dは8または9である｡

g-6, N-5, d-8の場合 d-2(N-1)が成り

立つので(5)によるとg≦N-5でなければならない｡

これは矛盾である｡故に,この場合は起らない｡

g-6, N-5, d-9の場合(4)によりK.H-1｡ま

たH2-9なので補選2によりK2≦0｡ (1)と(3)による

と, 0≦12b-K2≦0｡ (今, a-0である｡ )

従ってb-0, K2-0である｡次の命題により,こ

の様な曲面は存在しない｡この命題の証明は次節で行う｡

命題 N-5, K2-0,b-0,g-6,d-9を満た

すnon-ruled曲面は存在しない｡

g-6, N-4の場合(5)によると4-N≦max(1+

d/2,d-5)であるから, dは6以上でなければならな

い｡

g-6, N-4, d-6の場合 d-2(N-1)が成り

立つので, (5)によるとg≦N-4でなければならない｡

g-6に反する｡故に,この場合は起らない｡

g-6, N-4, d-7-10の場合(4)によると10-

H.K+d｡ (3)によると12b-K2｡これらを(6)-代人す
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るとd2-10d-5(10-d)-2K2+K2-0,つまり

K2-d2-5d-50である｡この式によりd-7,8,9の

場合K2は負となる｡またd-10の場合K2-0となる｡

所で(1)と(3)によればK2-12b≧0である｡従ってd-

7,8,9の場合は起らない｡

g-6, N-4, d-10, K2-0, b-0｡ (4)により,

K.H-0｡ Sはnon-ruled曲面だから, K.H-0を考慮

すれば, Sの小平次元は0であることがわかZ,.｡また,

K2
-0からSは極小曲面でなければならない｡ /ト平次

元が0になる極小曲面は, 4種類あるがそのうちbが0

となるのは,ア-ベル曲面と超惰円曲面である｡

g-6, N-3の場合 前と同様の議論により6-g-

(d-1)(d-2)/2である｡従ってd-5,つまりSは

P3の5次曲面である｡ K2-d(d-4)2-5｡ (3)により

12b-5(今a-0である) ｡ bは整数であるから,こ

れは成立しない｡この場合もnon-ruled曲面は存在しな

い｡命題を証明すれば,定理の証明が終る｡

4.命題の証明

b-0かつSはnon-ruled曲面だから, Sの小平次元

は, 0または1である｡また, K2-0であるからSは

極小曲面でなければならない｡ (4)によりK.H-1とな

るので, Sの小平次元は1でなければならない｡まとめ

ると, Sは小平次元1の極小曲面である｡まず, ho(K)-

0を示す｡もしho(K)≧1ならば, K.H-1を考慮に入

れれば, K-Os(D)と表せる｡ここでDはeffective

divisorである｡ 1-K.H-D.H,またHはveryample

であるから, Dは既約で直線でなければならない｡

-2-2g(D)-2-D2+D.K-2K2-0｡これは矛盾

である｡依ってho(K)-0が証明された｡ Osのオイラー･

ポアンカレ数bは0であるからbl(Os)-1がわかる｡

(3)により0-K2+a｡従って,位相的オイラー数aも

0である｡

a-2-4bl(Os)+b2(S)

であるから, b2(S)-2になる｡ここで, b2(S)はSの

2次元ベッチ数を表す｡

完全列 0-Z-Os--Os'--0 から

完全列 Hl(S,Os') - H2(S,Z)
-

H2(S,Os)

を得る｡ h2(Os)-ho(K)-0つまり, H2(S,Os)-0｡

従って, Nun(S)⑪Q⊇H2(S,Q)が成り立つ｡ここ

でNum(S)は, S上divisor群の数値的同値関係によ

る商群とする｡b2(S)-2により,

Q-dim(Nun(S)@Q) -2o

H.K-1,K2-0によりHとKはQ一独立だから,
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Nun(S)⑪Qの基底としてjH,Kiをとることが出来

る｡次に｢(**) H-Kは, ampleである｡ ｣を証明

する｡ (**)の証明(H-冗)2-7｡ ampleについての

中井の判定法に依れば, S上の任意の既約曲線Dに対し

て, (H-K,D)が正になることを示せば良い｡ D…αH

+13K(α,/3:有理数)と表せる｡ …は数値的同値を

表す｡ Sは小平次元1の極小曲面であるから,ある自然

数nについてnKはglobalsectionで生成される｡従っ

て,
nK.D_≧0｡K.D-αであるからα≧0｡またαは

整数である｡まずa-0の場合, D≡/3K｡ (H-K,D)-

H.D-K.D-H.D-/3K2 -H.D>0｡ a>0の場合

α≧1であるから,

-2α≦-2≦2g(D)-2-D2+D.K-9α2+

2α/3+α 従って/3≧-4.5α-1.5｡

(H-K,D)-8α+/ヲ≧3.5α11.5>0｡ (**)の証

明終｡小平の消滅定理によるとhl(-H+K)-0 (i-

0,1)｡双対定理を用いるとhi(H)-0 (i-1,2)｡リー

マン･ロツホの定理によりhO(H)-b(H) -(H2-

H.K)/2+b-4｡所でS⊂P5だからho(H)-6｡矛

盾｡ 終

5.補 足

定理2)におけるP;に含まれるア-ベル曲面および

超惰円曲面は存在する｡勿論これらがm-d-20を満

たす事は容易にわかる｡ア-ベル曲面についてはHor-

rockesとMumrord (1973)により,超惰円曲面につい

てはSerrano (1990)6)により存在が確定した｡これら

の曲面の幾何について,最近多くの論文が発表されてい

る｡

TurriniとVerderioの論文7一において, mが29以下

ならば, Sはruled曲面である事が証明された｡ m-30

となるnon-ruled曲面が存在するので, 29はこの意味で

最良の結果である｡ m
- 30となるnon-ruled曲面の例

は,上記の2種類の曲面である｡これら以外に存在する

かどうかは現在の所まだわかっていない｡
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