
名古屋工業大学紀要 第46巻(1994)

正型ポテンシャルのピカール次元
t

中井 三留,多田 俊政*

数学教室

(1994年8月25日受理)

Picard Dimensions for Potentials of Positive Type

Mitsuru NAKAI and Toshimasa TADA*

Department
of

MatheTnatics

(Received August 25, 1994)

The Picard dimension dim(FL
,n)

of a signed radial Radon measure FL On d-dimensional

Euclidean space punctured at the origin (d ≧ 2) relative to the origin of the punctured unit

ball □ is the cardinal number of the set of extreme polntS Of the space of normalized positive

solutions of the Schr6dinger equation (-△ +FL )u - 0 on n with vanishing boundary values

on the unit sphere. We stress that no additional conditions on the regularlty Or the slgn Orthe

potential FL Of the above equation are imposed upon. The fundamental theorem on the Picard

dimensions of radial Radon measures that the range of the mapping FL ･-dim(FL ,n)
is the

three element set jO,1,ilL where蛇is the cardinal number of continua, is established.
Next

the monotoneity of Picard dimensions, i.e. FL ≦レimplies dim(FL
,n)≦

dim(レ,n), and the

homogeneity inequality dim(CFL
,n)≧dim(FL ,n)(0

< c ≦ 1) are proven.
Two new notions for

a radial measure FL tO be of strongly positive type as a generalization of positiveness and to

be of positive type as a generalization or strongly positive type are introduced. The homoge-

neity equality dim(CFL
,0)-dim(FL,n)(0

< c≦ 1) as a precise form of the homogeneity

inequality lS Shown for measures FL Of strongly positive type as an application of the identlty

dim(FL',n)-dim(FL
,n),

where FL+is the positive part of FL , Valid for measures FL Of strongl-y

positive type. The identity dim(FL +(c2/ lx l2)A
,n)-dim(FL ,n),where

cis any real number

and A is d-dimensional Lebesgue measure, is also deduced for measures FL Of positive type･

Finally, as Appendix, FL
IMartin

kernels on the upper half unit ball over the orlgln are COn-

cretely determined.

139

d次元ユークリッド空間(d≧2)上の一般符号回転不変ラドン測度Flの穴あき単位球上の中心におけるピカール

次元dim(FL,0)とは,シュレ-デインガ一方程式

(-△+p)u-o (△-孟+-+孟)
の単位球面上零境界値をもつn上の正規化正解空間の端点集合の濃度である｡上の方程式のポテンシャルFLについて

は正則性や符号等に関する何等の付帯条件を課さない点を強調するo写像FL ･-dim(FL ,n)の値域が3元集合
jO,1,

蛇を(Hは連続体濃度)であるという回転不変ラドン測度のピカール次元に関する基本定理を示す｡ついでピカール次

元の単調性: FL≦レならばdim(FL,fl)≦dim(ン,n),及び斉次不等式dim(cJu,n)≧dim(FL,n)
(0<c≦1)を

示す｡正測度の一般化としての強正型性及びその一般化としての正型性という2つの新しい概念を導入する｡強正型
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なFLに対しては斉次不等式の精密化としての斉次等式dim(CFL,n)-dim(FL,n) (0<c≦ 1)が強正型なFLに対し

て成立する等式dim(FL+,n)-dim(FL,n) (FL'はFLの正部分)の応用として導かれる｡又正型なFLに対して等式

dim(FL+(c2/lxl2)A,n).-dim(FL,n) (cは実数,人はd次元ルペッグ測度)が成り立つことが示される｡最後に

付録として単位上半球の中心上の〃マルチン核を具体的に決定する｡

1.回転不変測度のブルロー空間

1.1. d次元ユークリッド空間Rd(d≧2)のベクトルx-(xl,-,Xd)の長さをIxl-(x芋+-+x5)1/2と記す｡

Rdの単位球をBd-jx∈Rd: Ixl<1i,単位球面をSd-1-jx∈Rd: lxl-1ト, Sd-l上の固有曲面測度を6,単位球

面積を6d-6(Sd-1)とかく｡ d次直交群,即ちd次直交行列全体にRd2の位相を与えた位相群,を0(d)と記す｡

0(d)の各元gは各x∈Rdに対してg･x-亡(gtx) (tは転置)と定めてRdに作用するものと考える｡すると0(d)

は,特にSd11に推移的かつ効果的に作用するコンパクト位相変換群となり, Sd~1は0(d)のコンパクト等質空間で

ある｡

Rdのボレル部分集合X上のボレル測度の差としてあらわされる一般符号測度/JをX上のラドン測度という｡従っ

てFLの全変分測度FFLlはX上のボレル測度であって, FL-FL'-i( (FL+-(lFLI+FL)/2, FL--( FFL l-FL)/2)は

FLのジョルダン分解となる｡特に本論文では, n-Bd＼jOL Il-Sd-1と記し,主としてnUrl上のラドン測度FLを

考える｡これが回転不変であるとは,すべてのnUIlのボレル部分集合Eとすべてのg∈0(d)に対して

(1.1) FL (g･E)-FL (E)

となることであるとする｡ここにg･E-ig･x:x∈Et を意味するとする｡すると, nUI'上の任意の回転不変ラ

ドン測度FLに対して,常に(0,1]上のラドン測度オが唯一定まって

(1.2) dFL(rE)-rd-ldオ(r)d6(i) (r∈(0,1],E∈I").

の形の表示をもつ([12,定理1.1]参照)｡才をILEの半径成分と呼び,記号節約の為, FLと同じ記号FLであらわす:

(1.3) dFL(rE)-rd-ldFL(r)d6(i) (r∈(0,1],E∈I').

Rd上の回転不変正ラドン測度の典型例はd次元ルペッグ測度人である:

(1.4) d人(rE)-rd-1d人(r)dcT(i)-rd~1drdcT(i).

又d人(x)-dx(x∈Rd)とかd6(i)-dE (E∈r)と略記することも多い｡

1.2. Rdの開集合U上のラドン測度FLがカト-族であるとは,次の条件がすべてのx∈Uに対して満たされる

ことであるとする:

(1･5) lEiiT(
,sE望(Px,E,/B(",N(y,I)d

Ip I
(I))-

0,

ここでB(x,ど)はx中心半径Eの球であり, N(y,I)はニュートン核,即ちIy-z[2-d(d≧3)又はlogly-zF~1

(d-2)であるo ∫)UIl上のラドン測度FLを本論文では主として考えるが, Rd＼jOiの任意のボレル集合ELこ対して

は,例えばFL(E)-FL(En(nuIl))と定めて, Rd＼10i上のラドン測度と考えることができる｡以下nUIl上のラ

ドン測度FLは常にRd＼jOi上のラドン測度に拡張して考える｡しかもnUI.上回転不変ならばRd＼iOF -の拡張も回

転不変なもので考えるものとする｡

Rd＼10を上のラドン測度FLをポテンシャルにもつ定常シュレ-デインガ一方程式
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(1.6) (-A+p)u-o (△-孟+-+孟)
を考える｡ Rd＼jOtの開集合U上の関数uがU上(1.6)の解であるとは, uが(1.6)の超関数解である,つまり,

u∈Ll,loc(U;A+lFLl)で,しかもすべてのテスト関数p∈C.w(U)に対して

-IOU(x)Ap(紬.IOU(x)p(x)dp(x)-0
となることであるとする｡解uは必ずしも連続な代表をもたない([8]参照)ので,特にu∈C(U)で, uがU上

(1.6)の解であるとき,
uをy調和であると言う｡ U上のFL調和関数全体をHp(U)と記すことにすれば, Rd＼10主

上の各開集合UにHp(U)を対応させる写像Hy : U･-HFL(U)が定義できて,これは次の層の公理と称する3条件

を満足するので, HpはRd＼jO至上の関数の層である:

(a) Rd＼iOiの各開集合Uに対してHp(U)はU上の関数族である;

(b) u,VがRd＼iOiの開集合でU⊂Vならば, u∈H,I(V)に対してuEU∈H.a(U)となる;

(c) (UE)∠∈IがRd＼jOiの開集合族で, uが∪,∈IU(上の関数であって, ulU,∈H/,(U`) (E∈I)ならば

u∈Hp(∪,∈IU∠を
となる｡

さて,空間Rd＼jO皇とその上の関数の層Hpの組(Rd＼iOLH,,)を考える｡ Rd＼jOiの領域VがHpに関して正

則であるとは, Vが相対コンパクトで, ∂V≠0で,各p∈C(∂V)について,唯一のu∈C(∇)で, uI∂V-p,

ulV∈Hp(V)で, p≧0ならu≧0となるものが定まることである｡ (Rd＼iOi,H,,)が次の3公理を満たすとき,

(Rd＼jOi,臥)をブルロー調和空間,又は簡単に,ブルロー空間であるという:

公理1 (線形性). Rd＼iOiの各開集合Uに対して, Hp(U)はC(U)の線形部分空間である;

公理2 (デイリクレ問題の局所可解性). Hpについての正則領域がRd＼10tの位相の底である;

公理3 (ハルナック原理). UがRd＼10との領域で, H/I(U)の列(un)が単調増加で(un(x｡))があるx｡∈U

で有界ならば, 1imnー∞un∈H,u(U)となる｡

Rd＼jOi上の任意のラドン測度FLに対しては, FLに何らかの条件を課さぬかぎりt仲々(Rd＼jOt,Hp)はブルロー

空間とはならない｡その意味で,カト一族のラドン測度が重要であるのは､次の事実の成立することにある([1], [2],

[10]参照) :

FLをRd＼jOi上のカト一族のラドン測度とすると, (Rd＼iO【,Hβ)はブルロー空間となる｡

ここで大切な認識は, Rd＼jOf上の回転不変ラドン測度FLはRd＼jOi上のカト一族となることが示されることに

ある([12,定理1.2]参照)｡これは大変なことで,例えば,回転不変のFLが人について絶対連続,即ちdFL(rE)-

rd-1f(r)drdEの形をしている場合でも,多くの著者はブルロー空間を得る目的でf∈Lp,わc(0,-) (p>d/2)の様

な仮定を置いて議論している(例えば[5])｡実は単にFLがラドン測度であればよいので,その条件はf∈Ll,bc(0,-)

の如く極度にゆるい｡この故にyがRd＼川‡上の回転不変ラドン測度とすると(Rd＼iOl,H,)はブルロー空間となる

([12,定理1.3]参照)｡以下では,断らぬかぎり, (1.6)のポテンシャルFLとしてはRd＼iOi上の回転不変ラドン測

度を主として考えるので(Rd＼iOt,H(I)がブルロー空間となる｡ rlUIl上の回転不変ラドン測度を考えるときも,前

述の如くRd＼iOi迄回転不変ラドン測度にのばして考えるので(Rd＼jO【,H/Jがブルロー空間となる｡

1.3.以下ではFLはRd＼jOt上の回転不変ラドン測度であるとする｡ FLの回転不変性を最大限に利用して, (1.6)

を変数分離法で扱う｡その為に対応する常微分方程式

(1.7) (rd~1y')′- rd~1yFL

を考える｡ここでiLはRd＼jO‡上の回転不変測度〃の半径成分としての(0,-)上の任意のラドン測度であり,又1

変数rの関数pに対して, p'-dp/dr, p"-d2p/dr2を意味する｡ (0,-)の部分区間(a,b)において, yが

(1.7)の解であるとは,
y∈C(a,b)であって, (1.7)を超関数の意味で満足すること,即ち,すべての p∈C『(a,b)

に対して



142 Bulletin of Nagoya IⅢstitute of Technology Vol･ 46 (1994)

Iab,(r)(rd-1〆(r))′dr-Iabrd-1,
(r) p(仙(r)

を満たすこととするo偏微分と常微分の大きな違いとして,上のy∈C(a,b)は単にy∈Ll,bc(a,b)と仮定するだけ

でy∈C(a,b)となってしまうことがわかることを注意しておく｡簡単の為(1･7)の解のことをy解と呼ぶことに

する｡

Rd＼jOt (又はn)上の関数u(x)が回転不変であるとはu(g･x)-u(x) (すべてのx∈Rd＼jOi (又はn)とすべ

てのg∈0(d))となることとする｡このときu(x)はIxlのみの関数なので, u(-xI):-u(x)によりuを又(0,∞)

(又は(0,1))上の関数とみなす｡逆に(0,-) (又は(0,1))上の関数uがあるとき, u(x):-u(ExE)と定めて, uを

Rd＼jOf (又はn)上の回転不変関数とみなすことができる｡すると(0,∞) (又は(0,1))上の関数u(r)がRd＼jOi

(又はn)上の回転不変FL調和関数となることと, a(r)が(0,∞)
(又は(0,1))上FL解となることとは同等であるこ

とが示される([12,定理1.4]参照)｡

次にI.上のn位球関数Snを任意にとる([6], [14], [9]等参照)｡ Rd＼iOi上の関数u(rE)に対してそのフー

リエ係数

(118)

un(r)-Ir
u(rE)Sn(i)dE

を作る｡ Rd＼jOi上の回転不変ラドン測度FLに対して新たな回転不変ラドン測度

(1.9) FLn-FL +
n(a+d-2)

A (a-0,1,･･･)

を定める｡するとu(rE)がn上FL調和関数であると,そのn位フーリエ係数un(r)は(0,1)上のfLn解となること

が示される([12,定理1.5])｡こうしてu(T･E)を

u(rEトn!.
(i,:;nl)unj(r,S"･(i ))

の様に変数を分離して考えるのであるoここでjSnj
: 1≦j≦N(a)iはn位球関数の一つの正規直交基底である｡

以上とは逆にun(r)が(0,1)上のFLn解であると, u-unSnはn上FL調和関数となる｡事実, A,u(r)-

rl-d去(rd-1去u(r))とし,
△Eをr-Sd-l上の自然なリーマン計量に関するラプラス･ベルトラミー作用素とす

ると△-A,,-A-△,+r-2△Eとかける｡任意のp∈C細)をとるとき,
x-rEとして,IOU(x)△p(x)dxは

および
･l-/ド(I三un(r)△rp(rE)rd-1dr)sn(E)dE

･2-I三un(r)(Irsn(E)△EP(r言)dE)r-2rd-1dr
の2項の和に分解される｡ Ilの内側の積分は, Eを固定してrのみの関数と考えてp(rE)∈C『(0,1)であるから,

p′(rE)-∂p(rf)/∂rとかくと

となるので,結局

I三un(r)(rd-1〆(r吉))′dr-Iこrd-1un(r)p(r紬n(r)

･l-II,(I三un(r)sn(
i ) pH )rd-1dpn(r))dE-II,u(x)

p(-～(x)

となる｡次にI2の内側の積分は, rをとめてp(rE)をEのみの関数と考えてp(rE)∈C『(Il)-C∞(r)であり,

グリーンの公式と △fSnニーn(a+d-2)Snにより

Irp(rE)△ESn(i)dE-/rn(n･d-2)Sn(i)p(rE)dE
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･2--I.1(II.un(r)Sn(E)p(r言)

--IOU(x)p(x)

a(a+d-2)

a(a+d12)
dl(x)

rd-ldr

143

となるので

となる｡以上により, fin-FL+a(a+d-2)r--2人に注意して,

lnu(x)Ap(x)dx-IOU(x)p(x)dpn(x)-Jnu(x)p(x)

-lou(x)p(∫)d(〃n-
となり, u-unSnがFL調和となることがわかる｡

a(a+d-2)

a(a+d-2)
dl(x)

A)(x)-lou(x)p(x)dp(∫)

2.
′解の正則性

2.1. 0≦a<b≦∞とする｡区間(a,b)上の関数uが,次の4条件を満足するとき,
uは(a,b)上可成り滑ら

かであるという: (i)
uは(a,b)上絶対連続である; (ii) (a,b)の各点で有限な左及び右微分係数u'_とulが存在

して,それらは(a,b)上局所有界である; (iii) E-ix∈(a,b) :u'-(x)≠ut(州は可算集合である; (iv) u′-u'_-

ul ∈C((a,b)＼且)であって, (a,b)上u二及びulは左及び右連続である｡ E-Euをuの(a,b)上の角点集合と言

う｡ FLを(0,-)上のラドン測度とするとき, (a,b)上の関数uがy可成り滑らかとは,
uが(a,b)上可成り滑らか

で,その角点集Eu⊂1x∈(a,b): lFLl(x)>Oiとなることである｡但しIFLl(x)はIFLJ(jxi)の略記である｡ (0,-)

の点xでIFLf(x)-0となるときxをy通常点, IFLl(x)>0となるときパ寺異点と呼ぶ｡ゆえにFL可成り滑らかな

関数uの角点集合は〃特異点(の一部)からなると言える｡

FL解はFL可成り滑らかであることがわかっている([12,定理2.1]参照)｡ (0,-)の点c,rに対して記号IIc,ri

でr≧cなら閉区間[c,r],r<cなら符号付開区間-(r,c)をあらわす,即ちl-(,,c)--I(,,c)を意味する｡ (0,-)上

のFL解は次の様な表示をもつこともわかっている([12,定理2.1]):任意に(0,-)の点c,モを固定するとき,す

べてのr∈(0,…)に対して

(2.1)

とあらわされ,しかも

(2.2)

であり,その上

(2.3)

y(r)-y(盲).J二sl-a(cd-1,,-(c)+Inc,s【亡d-1,(i)dp(i))ds

rd-1y'･(r)-
cd-1パc)+Inc,,fly(i)dp

(i)

y'+(c)-y'-(c)-y(c)FL (c)

となる｡この最後の式からcが〃通常点であるか,又はy(c)-0ならばy'(c)が存在することがわかる｡

逆に初期値を与えて〃解が唯一決定されることも示されている([12,定理2.2])｡つまり任意の開区間(α,β)⊂

(0,…)と任意のc∈(α,/9)における初期値

(2.4) (y(c),y'-(c))-(yo,cl~dz.)

を任意に与えたとき,これを満たす(α,P)上の(そして実は(0,-)上の) FL解が唯一存在するのである｡ (2.4)

をyl(c)で与えたいなら, (2.3)によりy'.(c)-cl~dz｡+y.FL(c)で与えるわけで,もしcがFL通常点であるか,又
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はy(c)-0なら, y'(c)-cトdz｡と本来の形で与えることが出来る｡
(y(c),y'(c))-(0,-1)となるFL解yなら常に

求まる訳である｡

(a,/3)上の一LL解uが,そこでu≠0となっておれば,任意にa∈(a,P)をとるとき, uから作る(α,/9)上

の新しい関数

u(㍗)･･-"(㍗)∫
dt

td~1u(i)2
(rE(a,P))

をuのダランベール変換と言う｡これが又(α,P)上のFL解となる([12,補題2.2]参照)｡

2.2.
FL,レを(0,-)上のラドン測度とし, (0,∞)上でuをFL解, uをレ解とし,更に部分区間(a,b)上では

u≠oとする｡そのときw-u/uは(a,b)上可成り滑らかで,方程式

(2.5) (rd~1u2w′)′-rd~1u2w(リー/I )

の解となることが知られている([12,命題2.1]),即ちすべてのテスト関数p∈C『(a,b)に対して

(2･6) Iabw(rd-1u2p, )′dr- Iabrd-1u2wpd(レ-1)(r)

となる｡逆に(2.5)の可成り滑らかな解wと(0,∞)の任意の点cと7をとるとき, cd~1u(c)2w'-(c)-z｡, w(古)-

∽｡とおくと,次の様な表示がえられる([12,定理2.3]):

(2.7) I(r)-zo+II｡｡,,.Ltd-1u(i)2w(i)d(レ-〟
)(i),

w(r)-wo･rcr
s-du(s)-2z(s)ds･

そこで上の関係(2.7)のwの式にzを代入すれば,表示公式

(2･8)

w(r)-w(ち)+J三sl-du(s卜2(cd-lu(c)2wl(c)+II.c,s,td-1u(i)2w(t)d(レ-P)(i))ds

がえられ, ∽の角点集合(可算集合)以外のrにおいて上式を微分して

(2.9) rd-1u(r)2w′(r)-
cd-1"(c)2w'-(c)+IIk,ted-lu(i)2w(i)d(レ-

)(i)

がえられる｡

2.3.
JLL,レ,Wを(0,-)上のラドン測度とし,

(0,∞)上でuをFL解, uをレ解, wをw解とし,更に部分区間

(a,b)上ではu,u,w≠0とする｡

命題2.1.次の公式が超関数の意味で(a,b)上成立する:

(2･10) (rd-.(貰)′)I-rd-1割yI--y)･2 (普-i)(普-;I))l･

この計算には,次の補題を使うと便利である([12,補選2.1]に証明がある) :

補題2.1. yが(0,-)上のy解であるとき. (0,∞)上の可成り滑らかなコンパクト台の関数fに対して.次

の等式が成り立つ:
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(2.ll)

-J言y′(r)(rd-lf'(r))dr-J言rd1'y(r)f(r)dy(r)･
命題2.1の証明.任意にp∈C『(a,b)をとるとき, uw/uは絶対連続だから部分積分を行って

Iab芝(rdllp,)′drニーIab(芝)′(rd-tp, )dr

となる｡右辺の被積分関数は

u′rd-1(言p,)･w′rd-1(号p,)-u′rd-1(器p')

となる｡例えば第1項について言えば,号pを補題2･1のfと思って(2･11)を使うと,

Jabu′rd-1(言p,)dr--Iabu′rd-1(号p)′dr･Iabu′rd-1(号)′
pdr

-Jabrd-1u号pdリ(r)-Iabrd-1u′

′
′

W u- Wu

u:

pdr

-Iabrd-1器pidレ(r)+吾(:'一書)d人(r)i
となる｡各項について同様の計算をして整理すると,

-Iab器(rd-1p,)′dr-Iabrd-l器pid(レ+w-〟)･2(普+吾)(普-:I)d^
i

となって(2.10)が導かれた｡

2.4. (a,b)上uが可成り滑らかで, (a,b)上超関数の意味で

145

(2.12) (rd-1u′)′≧ rd~1uFL

となるとき, uは(a,b)上y劣解であると言う○ここに(2･12)は,すべてのp∈C㌻(α,b)+
(C㌻(a,b)内の非負の

関数全体)に対して

(2.13) Iabu(rd-1p, )′dr
≧Iabrd-1updp

が成立することであるとする｡ (2.12), (2.13)の不等号を逆にした場合uは(a･b)上のy優解であると言う｡ uが

〃劣解なことと-αが〃優解なこととは同じなので,一方の性質から双対的に他方の性質が導かれるので,以下で

は〃劣解についてのみ研究する｡先ず,補題2･1の拡張である次の結果から出発する:

補題2.2, yが(a,b)上のy劣解であるとき,
(a,b)上の可成り滑らかなコンパクト台の非負債関数fに対し

て,次の不等式が成り立つ:

(2.14)

-Jaby.
(r)(rd-. f.

(r))dr≧J三rd1,y(r)f(r)dy(r)･

証取fの正則化fe∈C『(a,b)+(E>0)であるから, (2･13)により

-lab,′
(r)(rd-1f,E(r))dr

-Iaby(r)(rd-1f,E(r))′dr≧Iabrd~1y'r'fE(r)dp
(r'
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となる｡この第1項と第3項の間に成り立つ不等式においてE iOとすることにより(2.14)が導かれる｡ □

命題2.2 (比較定理).閉区間[a,b]上真に正値であるy解sがあるとする｡開区間(a,b)上uがy劣解で

[a,b]上連続であるとする｡ (u(a),a(b))-(h(a),h(b))となるy解hをとると, [a,b]上u≦hとなる｡

証明. u-hは又FL劣解となるから, a(a)-u(b)-0のとき(a,b)上u≦0となることを示せば十分である｡も
し(a,b)のどれかの点cでu(c)>0となるとすれば, a≦a<c<J9≦bとなる区間(α,β)でu>0かつu(α)-

u(P)-0となるものがとれる｡ w-u/sは可成り滑らかであり,任意のp∈C.-(a,β)+に対して

-I:w′rd-Is2pb---I;rd-1(u′s
-

us′)〆dr--/:rill(u′sp′
-

s′up′)dr

ニーI;u′(rd-1(sp)′)dr･I;s,(rd-I(up)′)dr
となる｡

spは補選2.2のfにとれるし, upは補題2.1のfにとれるから,

ニーI:u′(rd-1(sp)′)dr≧I:rd-luspdp
(r)

および

I:s,(rd-1(up)′)dr--I;rd-1uspdp
(r)

となるから,結局

(2.15) w′T･d~1s2 p′dT･≧ 0

となる｡ (α,β)の任意の点盲,育(盲<亨)をu'の角点集合(可算集合)以外からとり,ワを0<27<ず-盲に
とり, (α,P)上の連続関数fを[J&,了]以外では0, [盲+7,才･-ワ]上1,残りでは線形となるように作る｡E>0
を十分小にとり, fEをfの正則化とすると, fE∈Com(α,β)+なので(2.15)がp-I.で成立する｡ E JOとする

ことにより

-I:(rd-Is(r)2w′(r))f′(r)dr≧
0

となる｡
w′はJ&,了で連続で,

(J&,J&+ワ)
, (育-ワ,育)で/′は夫々1/ワ,-1/ワ,それ以外(a,β)上0なの

で,上式でヴJOとすることにより

一言d~1s(盲)2w′(盲)+ずd-1s(育)2w′(育)
≧o

となる｡ここでと言上aすると

了d11s(了)2w′(甘)≧αd-Is(α)2wl(a)

となる｡ (α,P)上w≧0でw(α)-0であるからw'.(a)≧0である｡故に上の不等式から才d-1s(育)2w′(巧)≧

0となり,結局(α,β)上可算個の点を除き∽′≧0となる,ゆえに

w(p)-w(c)･I:w,(r)dr->
w(c),0

となってw(P)-0に反する｡よって(a,b)上w≧0となり,勿論u≧0となる｡ [コ
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3.陪単位と特異性指数

3.1. Rd＼iOi上の回転不変ラドン測度FLをとり,その(0,-)上の半径成分も又FLとかいた｡だからdFL(rE)-

rd-1dFL(r)dE(r∈(0,…),i ∈I.)｡ iL解f,Jで(fp(1),fp'(1))-(0,-1)となるものが唯一存在する｡ fp(1)- 0だか

ら必然的に/∫(1)が存在した((2.3)参照)｡/βを(0,1]で考えて′陪単位と呼ぶ｡ (0,1)上/〟 ≧0で,あるc∈

(o,1)で/p(c)-0となるとすると, (2.3)によりfp′(c)が存在し,必然的にfp'(c)-0でなければならず,初期値

間題の解の一意性から/〃…0と言う矛盾がでる｡ゆえに/〃は(0,1)上負の値をとらぬかぎり/〝>0である｡ /〃が

(o,1)上負の値をとるときFLは楕円型,そうでないときFLを非楕円型という｡定数0はRd＼iOt上の回転不変ラドン

測度と考える,例えば, 0人とみる｡ 0陪単位f.は0解(回転不変0調和関数,即ち古典調和関数)だから,

(rd~1f.I)′-0を解いて

(3.1) /o(㍗)-
詰盲(吉-1)(d≧3),

log 1 (d-2)
r

となることがわかるので, 0は非楕円型である｡色々の〃に対する/."を互いに比較する必要がしばしば起きる｡そ

の時有用なのが,比較原理([12,定理3.1]参照)である: (0,1]上FL≦レ(又はFL<レ)で(0,1)上fp>0と

する｡ (0,1)上fJfyは減少関数(又は真に減少関数)で/｡(r)/fp(r)Jl(r†1)である,とくに(0,1)上fレ≧fp

(又はf｡>f〃)となる.従ってFLが非楕円型でFL≦レならばレも非楕円型である｡

FLを非楕円型とし, FL≦レとするとりも非楕円型で, fレ/fpは(0,1]上減少関数で/F(r)/fp(r)Jl(r†1)であ

るので,逆に1im,↓.fレ(r)/fp(r)∈[1,∞]が定まる｡この値が有限となる条件を与えるものが同位定理([12,定理

3.2])である:次の2条件は同値である:

(3.2)

(3.3)

1im
fレ(r)

:ro-fp(r)
<…,

∬｡<s<t<1(i)a-1(吾e,)2dsd(レ--P,(i)<-･
3.2. Rd＼jO‡上の回転不変ラドン測度FLに対して,新しい同種のラドン測度

(3.4) FLn-FL + a(a+d12) A (a-0,1,･･･)

を考えた,ただし人はRd＼iOi上のルペッグ測度であった｡すると

FL -FLo<FLl<･･･<FLn<FLn'1<･･･

であるので, FLを非楕円型と仮定すると各FLnも非楕円型であって,
(0,1)上

(3.5) 0<fy-fp. <fp. <-<f〃n<fpn-1<-

となり,更にfpn/fpは(0,1)上減少で, f〟n(r)/fu(r)Jl(r†1)なので

･3･6)

1/αn(p,:-I,i認諾∈(1,-]
(a-1･2,･･･)

が定義できる｡ただし1/αn(FL)-∞はαn(FL)-0と同値と定める｡ αn(FL)をFLのn位特異性指数(a-1,2,･･･),

とくにα(〟):-α1(〟)を〃の特異性指数と呼ぶ｡
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命題3.1 (単調性). ′≦〝で′を非楕円型とすると,

(3.7)

となり,従って特に,上式でrlOとして

(3.8)

諾≧諾(o<r<1,

qn(I() ≦qn(y)

がすべてのn-1,2,･･･について成立する｡

この証明の為にも,又後でくりかえし必要となり,又別の用途の為にも次の補題を用意するとよい｡任意の非楕

円型のFLに射し,任意のR∈(0,1)をとめて, I,uのダランベール変換

(3･9)

s(r)‥-fp(r)I;
dt

td11f〃(i)2
(R≦r<1)

を考える｡これは(R,1)上正のFL解であるが,更に次の性質をもつ｡

補選3.l. s(r)-1 (r†1)となるので. sは(R,1]上の真に正であるy解を定める｡

証明. (3.9)の両辺を微分して変形すると

s(r)-fu(r)I:
dt

td~lfp(i)2

となる｡
sは(0,-)上のFL解を定めることが肝心で,それゆえsの可成りの滑らかさにより, s′は特に局所有界で,

I,J'は1で(0,-)＼Efp上の関数として連続だから,上式の最右辺は, (fp(1),fur(1))-(0,-1)に注意して,
r† 1の

とき1に近づくことがわかる｡ □

命題3.1の証明.公式(2.10)を使うと

(rd-I(Lf)′)′-rd-1払いpn･v

-p)+2(ffi-告)(ffi-ffi)if･,

となる｡ここでFLn+リIFL-レnとなり,また比較原理によりfpn/fFJl(r†1)なので対数微分法を考えてf;/fp-

fu'n/fpn≧0がわかる(殆ど到る所の意味で)｡同じく比較原理により, fp'/fp-f:/f, ≧0も同様に示されるので,

結局(0,1)上

(rd-1(∠f)′)′≧
rd-1チリn

となり, funfJfpは(0,1)上レn劣解である｡任意のa∈(0,1)をとるとき,レn(>リ≧FL)は非楕円型だから,補題

3.1により[a,1]上真に正のレn解があるo よって比較定理により

(

となる｡ここでr†1のとき

f〟n(r)fレ(r)

fu (T･)

fpn(r)fレ(r)

/〟(㍗)

を使っている｡上記不等式をかきかえて

I.un(a)f･,(a)

/."(α)

-

f･,n(r)

)≦f…(r)/fレn(a)(a≦r≦1)

(/レ(㍗)-/レ(1))/(㍗- 1)

(/一u(r)-f,i(1))/(r- 1) -o･三-o
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f州(㍗) ≦ f州(α)

f〃(r)f…(r) I fp(a)f…(a)
(α<r<1)

149

となる｡これはfpJJfJ…が減少関数で,上と同じく考えて, Jl (r†1)であるから(0,1)上frn(r)fレ(r)/fp(r)fun(r)

≧1となり, (3.7)が出る｡ □

さて(3.5)から明らかに

(3.10) 1>α(FL)-al(FL)≧α2(FL)≧-≧αn(FL)≧αn.1(FL)≧･･･

となる｡
α(FL)については,その値そのものよりも, α(FL)>0であるか又はα(FL)-0となるかが重要であるo

上記(3.10)からa(FL)-0ならすべてのnについてαn(FL)-0となる｡ α(iL)>0ならすべてのnについて

αn(FL)>0であることが望ましい｡これが正しいことが次の主張からわかる:

命題3.2.すべてのr∈(0′1)について

･3･11) 認≦器≦(#)k'n'(a-.,2,･･･,
となる,ただしガウス記号を使ってk(a)-[n(a+d-2)/(d-1)]+1である｡従って

(3.12)
a(y)A(A)≦un(y)≦q(y)

(a-1′2,-).

証明. FLに対してFLm-FL+m(m+d-2)r-2Åであったが,更に

〟(m)-(-((〃1)1)1-)1-〟+
m(dll)

とかくと便利であるoただしFL(.)-FL と解する｡ FL(m-1)<FL(m)であるから命題3.1によれば

fp(m.1)
_丁_

_血⊥≦生山
rid

fp (m)

fp(m) fp(m)
≡

fp(m_1) fp(m_1)
(m-1,2,-)

である｡従って任意の自然数hに対して

た≦主監≦-≦無≦無一書
となる｡ h-h(a)にとると, a(a+d-2)<h(d-1)により FLn<FL(A)だから

f,,H) fp(2,ムヒ≦ム且=_._‥...A
fp- fp f,L｡｡) f,LH, fp(k-1)

となって(3.ll)が示される｡

3.3.
α(〟)>0又はα(〟)-0を別の見地から判定する為に,同位定理((3.2)と(3･3)の同値性)において

ソニFLl-FL+(d-1)r-2人
とおけばd(リーFL)(i)-(d-1)t12dtであるから

･3･13) 1//9(p

)‥-〟.<s<亡<溝(ffg)2dsdt
(1/β(FL)-∞はP(FL)-0と解する)とおけば, α(FL)>0(又はα(FL)-0)とP(FL)>0(又はP(FL)-0)が

同値であることがわかる｡ (3.13)を反復積分になおすと
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(3.14)
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1/p(p )-I.1tdlp(i)2(lot
となる｡従って殆ど自明ながら

命題3.3.もし, 1つの,従ってすべてのt∈(0,1)に対して

(3･15) J.t
ds

sd-lf.a(s)2

ds
dt

となるならば,
α(〟)-♂(〟)-0となる｡

この事からも示唆される様に,非楕円型の〃に対して, (3.15)が成立するか否かで,
〃を放物型又は双曲型と

呼ぶと便利である｡即ち回転不変ラドン測度を大きく楕円型と非楕円型に分類し,更に後者を放物型と双曲型に分類

する訳である｡

FLが双曲型のとき,即ち/.t(1/sdllfp(s)2)ds<-のとき,

(3･16)

ep(r):-fp(r)for
dt

tdllf.a(i)2

を〟単位と呼ぶ｡明かにeβ∈C(0,1)であるが,更に,補題3.1を使って,

e〃(r)
-f〃(r)IoR

でr†1とすることにより, eβ(㍗)-1となるから

(3.17)
e,a(1)-1

dt

tdllfp(i)2
(0<R<r<1)

と定めて, ep∈C(0,1]となる｡ RE(0,1)を任意にとり,補助的にfpのダランベール変換

(3･18)
ep･R(r):- fp(r)IRr

dt

td~1fp(i)2

を考えると, r-Rにおいては明らかに,又r-1においては(3.17)と同様にして

(3.19)
ep,R(R)-0, e,u,R(1)- 1

がわかり, e〃.Rは(0,1)上の,従って(0,∞)上の, FL解を定め, (0,1]上

(3･20)
e〃.R†ep (RJO)

となる｡任意のp∈C『(0,1)をとり,
suppp⊂(R,1)となる様なR∈(0,1)をとれば

I三ep･R(r)(rd-1p,(r))′dr-I三rdllep,R(r)p(r)d〃 (r)

であるから, RJOとして

Iこe〝(r)(rd-1p'(r))′dr-Iこrd11e.u(r)p(r)d〃 (r)

となるから,
e,,,は(0,1)上,従って(0,-)上,のFL解を定める｡
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〃が双曲型ならば, (3.14)と(3.16)から

(3.21) 1/p(p )-I三td-3e〃(i)fp(i)dt
の形が導かれる｡ (3.16)の両辺をrで微分して

e,p(r)-誰ep(r)+
となる｡これを(3.21)に代入すると

rd~1/β
(㍗)

1/β(〟)-I三

又は rd-1

dt

e'p(r) fp'(r)

e〃(㍗) /〟(㍗)

e'p(t) fp'(i)

e〃(i) fp(t)

e〃(㍗)/〟(㍗)
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が出る｡これは後程本質的に利用される｡

4.ピカール次元と基本定理

4.1. n-Bd＼畑iおよびI.-Sd-1と略記している｡ nでの広義一様収束による位相で考えて, Hp(n)は線形

位相空臥特に局所凸空間,である｡ Hp(n)の関数のうちIlで連続境界値0をとるもの全体をHp(n;Il)とあら

わすと, HIj(n;I.)はHp(n)の閉部分空間となる｡ u∈H/u(n;r)に対してIru(rE)d6(E)は(0,∞)上のFL解

を克め, f〃の定数倍となるから, 1で微分係数をもつことがわかる｡ゆえにHp(n;Il)上の線形汎関数

･4･1)

e(u,ニー(i,Iru(rE)d6(吉))I,=1
(uEHp(∩;r))

が定義できて, HIu(n;I.)上連続となることがわかる｡更にeは真に正値である,即ちu≧0でu≠0ならゼ(u)>

0である｡さて

(4.2)
1Hp(fl;r)-iu∈H,I(n;Il):e(u)-1i

とおく｡一般に関数族7の中の正値関数全体を7+と記すことにするとき,
1Hp(n;Il)+はHM(n;r)の(従って

Hp(n)の)凸集合となるが,更にハルナック原理によりコンパクト集合となることもわかる｡クライン･ミルマン

の定理により

(4.3)
1Hp(n;r)･-66 [ex.(1Hp(n;r)+)]

となる,ここでex.(1HF(n;I.)+)は凸集合1Hp(n;I.)+の端点の全体を意味し, 66は閉凸包をあらわす｡ H/J(n;Il)+

がどれほど多くの関数をもつかはex.(1Hp(n;Il)+)の濃度#(ex.(1Hp(n;Il)+)が指標となるので

(4.4)

di-(p,n)-#(ex･(1HF(n;r).))
をFLのnの原点におけるピカール次元と呼ぶ｡これが我々の研究対象である｡回転不変ラドン測度のピカール次元に

関しての基本定理は次のもので,これは, [7], [5], [11]等の一般化である:

定理4.1 (基本定理)｡回転不変ラドン測度yのピカール次元dim(y,Q)の値域は3個の濃度0, 1,ll (連続休

演度)からなる｡詳しくは, jZが楕円型のときかつそのときにかぎりdim(y,E))-0. yが非楕円型なら, a(y)-

oかq(y)>0に応じてdim(y,E))-1かdim(y,())-蛇となる｡
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証明. FLを楕円型とする｡もしu∈Hv(n;Il)+＼iOiがあると

o<Iru(rE)d6(i)-cfp(r)
(0<r<1;cは正定数)

によりfp>0となってFLが楕円型であることに反する｡ゆえにHp(n;Il)+-iOiより1Hp(n;I,)'-βとなり,

dim(FL,n)-0となる｡逆にdim(FL,n)-0ならば1H,u(n;I')I-0であるから(4.3)によりHp(n;I.)+-jot

となってfp卓Hp(n;Il)+であるから, FLは楕円型となる｡こうして,我々は, FLを非楕円型と仮定し, α(FL)-0

又はα(FL)>0に応じてdim(FL,n)-1又はdim(FL,n)-択を示せばよい｡

最初α(FL)-0としてdim(FL,n)-1を示す｡その為に任意のu∈1Hp(n;r)+をとるときu-fpとなること

を示せばよい｡各r∈(o,1]についてu(rE)のEについてのL2(I.,d6)内におけるフーリエ展開

u(rf ) -col(r)Sol(i ,･nil(+:;nl'cnh(r)S血(E ))
を考える｡ cnhは(0,1)上のFLn解でcnh(1)-0である｡ゆえに(0,1]上cnh(r)--C'nh(1)fpn(r)であり,特に

S.1(i)-6d-I/2であるから

col(r)-Iru(rE)Sol(i)dE-6d-l′2Iru(rE)dE
となり,従って

co,1(1)-6d11/2(Iru(rE)dE)′--6d-l′2e
(u)--6d-I,2

となる｡こうしてcol(r)--Co'1(1)f.a(r)-6d11′2f.a(r)でc..sol(E)-fp(r)となる｡ゆえにL2(I.,d6)内

u(rE ,

-flu(r)-nil
(:;nl'c,nh(1)Snh(I

))fpn(r,
となる｡加法定理(後出の(7.6)参照)によれば, (N(a)/crd)1′2±Snh(i)≧0であるので,これを上式の両辺にか

けてIl上dE で積分すると

o≦lru(rE)((T)1'2±snk(
I ))dE-(a(rE),(警)1′2±s-(

i

,)I.L2(r,

-(N(a) 6d)1′2fp(r)芋c'nh(1)fpn(r)

となり,これから

Ic,nh(1,I ≦(N(a,

6d,1′2ff,
となる｡ここでrJOとすると

Fc'nh(1)I≦(N(a) 6d)1′2αn(iL
)≦(N(a)

crd)1′2α
(FL)-0

となり, c'nh(1)-0 (h-1,･･･,N(a) ;a-1,2,-)がわかる｡ゆえにu-fuとなる｡

次にα(FJ)>0ならdim(FL,n)-蛇を示す｡
g∈0(d)を写像xL-g･X-t(gtx)と同一視して, n上の関数

wに対して(wog)(x)-w(g･x)と記すことにすると, wが回転不変なことはw｡g-w(g∈0(d))で特徴づけら

れる｡ ex･(1H/J(n;Il)+)は明らかに0(d)について閉じている:各w∈ex.(H/I(∩;I.)+)と任意のg∈0(d)に対し

てw｡g∈ex･(1Hu(n;Il)+)となる｡ FLは非楕円型だから, f,L∈
1H,a(n;I.)+≠gゆえ(4.3)によりex.(1Hp(n;

r)+)≠βである｡

任意のu∈ex.(1H.u(n;Il)+)は回転不変でないことを示す｡もし回転不変とするとu-I,Jである｡
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u±(rE)-fp(r)±α(p)fpl(r)(蒜)l'2sll(E)
とおくと,これらはn上調和となる｡又u±∈C(nuI.)でI.上u±-0である｡さらに, α(FL)(fFl/fp)は真に減少

で

o≦a(p)宝器<1i-a(p)鰭-1
(0<r≦1)

st 0

である｡したがって, I(6d/N(1))1/2Sll(i)l≦1によれば, 0<r< 1に対して

ui(rE)-fp(r,(1±α(p)鰭(読)1′2sll(E,)≧′〃(r)(iトα(〟)怒と)
,o

となる｡よってu±∈Hp(n;r)+となる｡さらに

Irsll(E)dE-6dl/2Irsol(i)Sll(i)dE-0

だから

"ui)--三(Iru±(rE,dE)I,=l--fp,(1)‡三α(p,fp,i(1)(読)1/2lrsll(E)dE-1

となり, u±∈
1Hp(n;I.)+となる｡明らかにu'+a-であってfp-(u'+u-)/2となるから, u∈ex･(1Hp(n;r)+)

に反する｡こうして,どのu∈ex.(1Hp(∩;Il)+)も回転不変でない｡

2つのベクトル(8Ll,-,Sid) (i-1,2)の張るRdの2次元部分空間をXとすると, Y-nnXはXの穴空き単

位円板である｡複素平面Cの単位円周T-i(∈C:l(I-1iを乗法群と考える｡各ど∈Tに0(d)の元

T(E)-

cosヴ

sinβ

0

0

-sinβ 0 0

cos β 0 0

0

E

O

(o-arg()

を対応させる,ただしEEま(d12)次元単位行列とする｡すると0(d)x:-iT(()∈0(d)
: E∈Tiは乗法群として

Tに同型である｡

今度はulYがY上回転不変でないようなu∈ex.(1Hp(n;Il)+)の存在を示そう｡まず任意にw∈ex･

(1Hp(n;I,).)を1つとる｡ wはとにかくn上回転不変でないから, nの2点x,yでIxl- lyIかつw(x)≠w(y)

となるものがとれる｡
I.(x)もT.(y)もXに入る様なT｡∈0(d)をとる｡そこでu:-zL,｡ T盲1とおく｡するとu

は又ex.(lHp(n;r)+)に入ることは上に見た通りで, ulYはY上回転不変でない｡実際Tl(To(x))-To(y)とな

るTl∈0(d)xをとると, u(I.(x))-W(x)≠w(y)-u(T｡(y))-u｡ Tl(To(x))となり,
Y上u｡ Tl≠uがわかる｡

上にとったuを固定した上で, 0(d)x,u-1T∈0(d)x: Y上u｡
I-uiを考えよう｡勿論0(d)x.uは可換群

o(d)xの正規部分群である｡各T･∈0(d)x/0(d)x,uに対してur*:-u｡ I (T∈T*)と定めるとuT書は

ex.(1Hp(n;I.)+)の元である｡
T･ ,-uT*は0(d)x/0(d)x,uからex･(1Hp(n;Il)+)の中への単射であるから

(4.5)

となることがわかる｡

#(o(d)x/0(d)x,u≦#(ex.(1H,J(n;Il)+)- dim(FL,n)
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上のuに対してz-x+iy∈Cの関数u-γ(u)をu(I)-u(x+iy)-u(x,y,0,･･･,0)によって定めてuに対応さ

せる｡各(∈Tに対してu{(I)-u(どz)(0<fzl<1)によって与えられるu{を考える｡ Tu-i(∈T:0<lzI<1

上ur-uiとおく｡すると

uE(I)-U(Ez)-u(I(()･(x,y,0,-,0))-(u｡ T(E))(x,y,0,-･,0)

であるから, u{-γ(uo T(E))となることがわかる｡これは(∈TuがT(()∈0(d)x.uに同等であることを意味

する｡ Tから0(d)xへの同型写像(I- T(()により, Tuは0(d)x,uに写されるから, T/Tuは0(d)x/0(d)x,uに同

型である｡これと(4.5)および自明な事実dim(FL,n)≦i(により

(4.6) #(T/Tu)≦dim(FL,n)≦次

が示される｡

最後にTの部分群To-1E∈T:あるn∈Zに対して(A-1t(Zは整数全体)を考える｡勿論#T.-i(. (加

算集合の濃度)である｡各0<r<1に対して

亡く)

u(T･eie)- ∑ cn(r)eine
n=~Cq

をoに関してのu(reie)の複素フーリエ展開とする｡そのとき, E∈Tuに対して

D〇

u{(reie)-∑ cn(r)(neinO
乃=~∞

となる｡ u≡uどだから

cn(r)-cn(r)En (0<r<1,n∈Z)

でなければならぬ｡ u(I)は0<lzf<1上回転不変でないから,あるr∈(0,1)とあるn∈Zがあってcn(r) ≠0と

なる｡すると(A-1となり(∈T.となる｡つまりTu⊂T｡だから

#Tu≦#T｡-iio

であり,濃度の算術により

#(T/Tu)-(#(T/Tu))I(#Tu)-#T-蛇

となる｡だから(4.6)によってdim(FL,n)-Hとなる｡

5.ピカール次元の単調性と青次性

5.l. n上の回転不変ラドン測度FLに対する濃度値関数FL ･-dim(FL,n)がFLについての順序に関して単調増加

であることを示す([4], [11]の一般化):

定理5.1 (単調性定理). Q上の回転不変ラドン測度yとyについて,もしy≦yならばdim(y,0)≦dim(y,a)

となる｡

証明･とにかくdim(レ,n)≧0であるが,
FLを楕円型とすると,定理4.1によりdim(iL,n)-0だから,

dim(FL,n)≦dim(レ,n)となる｡従って,
FLが非楕円型の場合のみ考えるとよい｡比較原理によりレも又非楕円型

なので,特異性指数α(〟),α(レ)が考えられて,命題3.1により｡(〟)≦α(レ)となる｡
α(〟)-0-α(レ)
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であってもα(FL)-0<α(レ)であっても,定理4.1によりdim(FL,n)-1-dim(レ,n)又はdim(FL,n)-1<

次-dim(レ,n)となってdim(′u,n)≦dim(レ,n)が出る｡残るところは0<α(FL)≦α(レ)の場合であって,

dim(FL,n)-dim(レ,n)-蛇となり,やはりdim(FL,∩)≦dim(レ,n)が成立する｡ □

5.2.次にdim(FL,n)とdim(CFL,n) (0<c≦1)の関係を調べる｡これらが一致することを理想とするが,

そうならないことが多い｡一般的に言えることは次の結果である([11]の一般化)
:

定理5.2 (斉次不等式). Rd＼川I上の回転不変ラドン測度yについて.次の不等式が成立する:

(5.1) dim(y,E))≦dim(cy,Q) (0<c≦l)

この証明の為にはいくつかの準備をせねばならない｡比較定理(命題2.2)に関してあまり本質的でないいくつ

かの補足的注意を述べる｡ [a,b] (⊂(0,-))上真に正値なFl解sがあるとする｡ (a,b)上の解について, u(a),

u(b)≧0ならば(a,b)上u≧0となり,もし更にu(a)又はu(b)>0ならば(a,b)上u>0となる(最小値原理)｡

まずu(a),u(b)≧0とする｡もしあるc∈(a,b)でu(c)<0となるならば, c∈(α,P)⊂(a,b)となるある区間(α,

p)で, u(a)-a(β)-0かつ(α,19)上u<0となるものがとれる｡(α,P)上uはFL優解でもあるから,比較

定理から(α,β)上u≧0でなければならずこれは矛盾である｡故に特にu(a)-u(b)-0ならば(a,b)上(従って

(o,-))上u≡0である(デイリクレ問題の解の一意性)｡次にu(a),u(b)≧0でu(a)又はu(b)>0とすると(a,b)

上u>0となることを示そう｡とにかく(a,b)上u≧0であるので,もしu(c)-0となるc∈(a,b)があれば, (2.

3)から㍑′(c)の存在を知り, u≧0よりα′(c)-0となる｡すると初期値間題の解の一意性から㍑…0であって

u(a)-u(b)-0となって矛盾である｡

上の最後の部分から次のことがわかる:uを例えば(0,1)で〃優解で(0,1)上び≧0とすると実は(0,1)上

u≡oか又はu>0である｡u≠0とするとき,もしu>0でないならば,ある区間(α,β)⊂(a,b)とc∈(α,β)

であって, [α,P]上真に正のFL解sがあり, u(c)-0でu(α)又はu(β)>0となるものがある｡ sとそのダラン

ベール変換により1次独立な2つのFL解を利用して, (h(α),h(β))-(u(α),u(P))となるFL解hを作る｡比較原

理により[α,P]上h≦uである｡しかも上に見た所からh>0である｡よって0<h(c)≦u(c)-0と言う矛盾が

でる｡

上の証明でも見た様に[a,b]上真に正のFL解があると,それと,そのダランベール変換を利用して任意にh(a),

h(b)を指定したFJ解hが構成できる(デイリクレ問題の可解性)｡

今一つ準備をする｡ (un)を[a,b]上の単調増加なFL解unの列で, u-1imn--unが[a,b]上有界であるとする

とuは又[a,b]上のFL解となる(単調完備性)｡ (3.20)に続く所の論法により容易にuが(1.7)の超関数解となる

ことがわかる｡ (2.1)により, a≦r≦bに対して

un(r)-un(a)+Jars-d(adll(un)二(α)+I[a,,]td-lan(i),a(i))
ds

となる｡これから((un)1(a))の収束なことがわかるので,その極限をAとして上式でn--とすると

u(r)-u(a)+Jars-a(ad-1A･I[a,,,td-1u(i)〟(i))
ds

となる｡この式はαの有界性から, αの連続性を保証し, αが〃解となることがわかる｡

[a,b]上真に正のFL解sがあるものと仮定する｡ [｡,P]⊂(a,b)となる任意の区間[α,′9]をとるとき,ある

定数Cが存在して

(5.2) max h≦Cmin h
[a,J3] [a,,3]

がすべての(a,b)上の正のFL解hに対して成立する(ハルナックの不等式)｡事実, (u(a),u(b))-(0,1), (u(a),

u(b))-(1,0)となるFL解uとuを作る｡
Mu-max[a,,ヲ]u,

mu-min[a.I3]uとおき,
Mu,

muもuに対して同様に
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定めるとき,

c-

-ax(砦,砦.)
≧ 1

とおくとh(a)Mu≦Ch(a)muかつh(b)Mu≦Ch(b)muであるから,辺々加えると

h(a)Mu+h(b)Mu≦ C(h(a)mu+h(b)Tnu)

となる｡さてα≦r≦βのとき

h(r)-h(a)u(r)+h(b)u(r)≦ h(a)Mu+h(b)Mu

であり又

h(r)-h(a)u(r)+h(b)u(r)≧ h(a)mu+h(b)mu

となるから,以上3個の陳列の式から

max h≦ h(a)Mu+h(b)Mu≦ C(h(a)mu+h(b)mu)≦ Cmin h
[α,β] [α,β]

となる｡

最後に, (un)を(a,b)上の単調増加なFL解unの列で,
a-1imnー∞unとおくと, (a,b)上u≡+∞であるか又は

uが(a,b)上FL解となる(ハルナック原理)｡なぜならu(c)<…となるc∈(a,b)があるときuが(a,b)上のFL解

となることを示せばよい｡c∈[α,P]⊂(a,b)となる区間[α,β]を任意にとるとき,
uが(α,β)でFL解となるこ

とを言えばよい｡するとハルナック不等式から[α,P]上u≦Cu(c)となることから,単調完備性によりuはFL解

となる｡

5･3. ㍑を′〃解,uをレ解とすると, 〟≠0となる区間において,超関数等式

(5･3) (rd-1u2(i)I)′-rd-1u2号(レー〃
)

が成り立つ｡形式的に計算して正しいから,超関数の意味で正しいことがわかる(命題2.1の証明参照)0

次にuをiL解とするとき, 0<c≦1となる実数cに対して,
ucを作ると, u≠0なる区間において

(5･4)

(rd-1(uc)′)′-rd-1ucicp+c(c-1)(書)2ス}
となる｡ゆえにucはjcFL+c(c-1)(u′/u)2人i解で,

cFL優解となる｡この式は, FLに対してcFLを調べる常套手

段で,ロイデン[13]が初めて使った｡これらを使って次のことが示される:

補題5･1･ /(を非楕円型とすると. c∈(0,1)なら. f,J(fy)cは(0,1)上減少関数でfcJ(fy)clO (r†l)とな

るので,掛こc〝も又非楕円型となる｡

証明･ (0,1)上w-fc/J(fu)cとおくと(5.4)と(5.3)を使って

(rd-1(fu)2cw′)′- rd-1(I,1)2c

wc(トc)(至)2人
となる｡ほとんどすべてのα∈(0,1)とr∈(o,1)に対して, (2.9)により



名古屋工業大学紀要 第46巻(1994) 157

rd-lfp(r,2cw′
(r,-ad-lfp(a)2cw′

(a,-I(,,a,tdllfr(i,2cw
(i,c (ll

C,(%')2d"i,
となる｡ f〃(i)2cw(i)-fcp(i)fp(i)c-0 (t†1), f〃(a)2cw′(a)-fc′p(a)fp(a)c- c(fcp(a)/fp(a))fjL(a)cfp′

(a) -

o (α†l)であるから,上式でα†1とすると, ∽は可成り滑らかで

rd-lfp(r,2cw′(r)--I(,,1,td-lfp(t,2cw(t,c(1-c)(%')2dÅ
(i)

となる｡もしfcpが(0,1)で負の値をとるとすると, fcp(b)-0かつ(b,1)上fcp>0となるb∈(0,1)が定まる｡

上式から[b,1)上殆ど到る所w′≦0となる｡しかも明らかに

lu)(㍗)I-
(fcr(r)-fcp(1))/(r-1)

(fI,(r)-fp(1))/(r-1) lc

l√′〟(1)l

･lr-1卜c--･0-0
(r†1)

げJ(1)lc

だから,
w(1)-0と定めてw∈C(0,1]となる｡そこでb≦rl<r2≦1を任意にとると

w(r2)-W(rl)-I:12w′(r)dr≦
0

だから,
u'は[b,1]上減少関数となる｡よって0-w(a)≧w(r)≧w(1)-0

(r∈[b,1])から[b,1]上w…0,即ち

fcp…0となり,これは矛盾である｡ゆえにfcp>0であって, cFLも又非楕円型である｡再び上の議論から(0,1)上

殆ど到る所w'≦0となり, wは(0,1)上減少関数である｡
□

命題5.1. ′を非楕円型とするとc′(0<c<1)は双曲型である｡

証明.補題5.1により(0,1)上fcp>0である｡ unを[1/(a+2),1/2]におけるcFL解で(un(1/(a+2)),un(1/2))

-(o,fp(1/2)c)となるものが作れる｡ (f〃)cはcFL優解であるから, (1/(a+2),1/2)で0<un<(fp)cとなることが

比較定理によりわかる｡これから(1/(a+2),1/2)でun<un.I <(fFL)cとなるので,ハルナック原理によりu-

1imn_∞unは(0,1/2)で叩解で0<u<(f〃)c, u(1/2)-fp(1/2)cとなる｡ u(1)≦0ならば(1/2,1)でもu≦(f〃)c

となるから(fp)c-u≧0は(0,1)のcFL優解で, 1/2で0となるから, (0,1)で(f〃)c-u…0となる｡すると

(fp)cは(0,1)で叩解となるが,元々(f戸)cは(0,1)でicFL+c(c-1)(rp/fp)2スi解で/ニ(1)-11なので叩≠

ciL+c(c-1)(rp/fp)2人であって矛盾である｡ゆえにu(1)>0となる｡そこでどのr∈(0,1)に対しても,佳意の
R∈(0,r)について

fcp(r)IRr
dt

tdllfcp(i)2

なのでR↓0として/;(1/td~1fcp(t)2)dt<∞がわかる｡

-ecp.R(r)≦u(1)~1u(r)

5.4.定理5.2の証明. FLが楕円型なら結論は自明なので, FLを非楕円型とする｡するとcFLは命題5･1により双

曲型で,特に非楕円型だからdim(CFL,∩)≧1である｡もしiLが放物型ならば命題3.3によりα(FL)-0なので定理

4.1からdim(FL,n)-1となって,やはりdim(FL,n)≦dim(CFL,n)が出る｡ゆえにFLが双曲型と仮定してよい｡

補題5.1により(0,1)上fcJ(fp)cは減少関数だから, log((f〃)c/fcp)は(0,1)上増加関数である｡従って(0,1)上

殆ど到る所(log((f〝)c/fcp))′≧ 0
,即ち

(5.5)
エ工>Lr/
fp(r)

~

fcp(r)
(0<r<1)

となる｡ R∈(0,1)を任意に固定する｡ (ep,R)cも(5･4)から叩優解なことがわかる｡ s∈(R,l]を任意にとるとき,

比較IJE理からr∈(R,s)に対して



158 Bulletin of Nagoya lnstitute of Technology Vol. 46 (1994)

I:"二_:"I.:
_

> L⊥{_rJ

ep,R(s)c

-

ec〃,R(s)

''_L≧'_ ⊥亡

e.a(s)c~ecp(s)

(0<R≦r≦s≦1)

(0<r≦s≦1)

となる｡ここでRJOとすると

となる｡これは(ep)c/ecpが,従ってlog((ep)c/ecp)が, (0,1)上減少関数となることを意味する｡ゆえに殆ど到る

所(log((e〝)c/ecp).)′≦0となり

(5.6)

が出る｡これら(5.6)と(5.5)から

となる｡従って(3.22)により

･/p(cp )-I.r
となり,

-÷≧十‡ecp(r)

e:I(r) fp'(r)

e〃(㍗) /〟(r)

dr

(0<r<1)

)≦e#,一票誤(o<r<1)

dr

ec'〃(r) fc′p(r)

ec,u(r) fcp(r)

eニ(r) rp(r)

ep(r) fu(r)

-1/cβ(〟)

cP(FL)≦/3(CFL) (0<c≦1)

となる｡
FLとcFLが双曲型だからdim(FL,0)≧1でdim(CFL,n)≧1であるo もしdim(FL,n)-1ならば

dim(CFL,n)≧dim(FL,n)となる｡もしdim(FL,n)-次ならば(3.13)と基本定理4.1によりβ(FL)>0となり,

上記不等式からP(CFL)>0となり,再び(3.13)と基本定理4.1からdim(CFL,n)-ilとなって, dim(CFL,n)≧

dim(FL,∩)は等式で成立する｡ □

6.正型性と強正型性

6･l･ Rd＼jO㌻上の回転不変ラドン測度iLを考え,その半径成分も同じFLでかいている: dFL(rE)-rd-1dFL(r)dE｡

FLが次の条件を満足するとき, FLはn上正型であるといい,記号FL≫0で表す:

a)あるn∈Z'が定まって, r-nfp(r)が(0,1)上単調減少関数である｡

ここでZ'は非負整数の全体である｡
r~nfp(r)JO (r†1)であるから無論(0,1)上f〃>0であることがわかり,

FLが正型なら元々FJは非楕円型であることがわかるo r~nf/u(r)の対数微分をとることにより,条件a)は次の条件と

同等であることがわかる｡

b)あるn∈Z'が定まって, (0,1)上fpの角点集合(加算集合)を除いて

L,::≦_,i
/.1r:~r

が成立する｡

条件a)又はb)において存在するnのうち最も小さいものをh-h.u∈Z･とするとき, hをFLの正型指数と呼

ぶと便利である｡

事実6･1･ y≦yでy≫0ならばy≫oであり,ky≦k,である｡
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証明. 〃は非楕円型であるから比較原理(3.1参照)によれば/レ(r)//′′(㍗)Jl (r†1)となることがわかる｡

fJfuの対数微分をとることにより, (0,1)上f:/fレーfy'/fp≦0となり(正確にはfJレの角点集合を除いて,従っ

て雑には殆ど到る所),

土∴′二:土工':,./皇L
/レ(㍗)~/〟(㍗)~㍗

となる｡これからhレ≦hp もわかる｡

事実6.2. 0≫0.即ち零測度は正型であり. ko-0である｡

証明. /0(r)は(3.1)で与えられるので, (0,1)上減少関数である｡従ってr~0/o(㍗)が減少なので0≫0であ

り, h｡-0である. 口

上の2つの事実6.1及び6.2を合わせると, 〃≧0ならば〃≫0となることがわかる｡従って〃が正型である

ことはFLが正(非負,即ちFL-FL')であることの一般化と考えられる｡一般のFLでは駄目ながらFL≧0なら成立す

ると言う性質が多いが,これらがFL≫0迄は正しくなるかどうかに興味がある｡ FL≦0でもFL≫0となることはあ

るが,その時は〃≫0が次のように特徴づけられる:

命題6.1. ′≦0のとき, ′についての次の3条件は互いに同値である:

(a) yはE2上正型である,即ちy≫0･'

(6) f,は(0,l)上単調減少である,-

(γ) ′は非楕円型である｡

証明. (β)が成り立つと, FLはh〃-0を指数とする正型であるから(α)がでる｡
(α)があるとrphpfp(r)JO

(r†1)から(0,1)上で/p>0であり(γ)が従う｡故に(γ)から(P)を導けば(α), (P), (γ)が互いに同値なこと

が結論できる｡この証明のみ自明さが幾分低い｡ (γ),即ちf,L>0を仮定するので(rdllfp')′-rd11f〃FL≦ 0がわか

る｡ゆえに(0,1)上fpは0優解である｡0<a<b<1であるa,bを任意に与え,次いで0<t<aとなる任意の

tをとめる｡ (t,b)上の0優解fpと0解

/0(£)-/0

I.(i)-fo(b)
fp(b)

のt及びbにおける値(境界値)を比較することにより,比較定理から前者の方が後者より大きいことがわかり,特

にa∈(i,b)で考えると

f.(i)-fo(a)

f.(i)-fo(b)
fF,(b)≦f戸(a)

となる｡ tJOとするとf｡(i)†…となるので上式でtJOとすることにより, fu(b)≦f.･L(a)となる｡ a,b∈(0,1)は

任意だから,これはfIJが(0,1)上減少関数なこと,即ち(/9)が出る｡ □

FLのジョルダン分解をFL-FL'-FL-と記す,即ちFLの全変分測度をIFLlとしるすときFL'-(IFLl+FL)/2
(FLの

正部分), /(-(lFLl-FL)/2(FLの負部分, i(≧0),である｡さてiLが強正型であるとは, n上-FL-≫0である

こととする｡このことを記号〃≫0で示すことにする｡ -〃~≦0であるから,命題6.1によれば, 〃が強正型で

あることをf-."-が(0,1)上単調減少であることで定義してもよいし,又-i(が非楕円型,即ち(0,1)上, √p->0,

であることで定義してもよい｡ -i(≦FLであるから,事実6.1により-i(≫0からFL≫0が出る｡即ちFLがn上

強正型ならば正型である｡これは用語の適切であることを保証している｡無論〃≧0ならば-〃~-0≫0であるか

ら,正測度は強正型であるので, 〃が強正型であることは, 〃が正であることの一般化になっている:

(6.1) ill :FL≧0にjFL =FL≫0にj′u :FJ≫OL
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前にも述べた様に〃≧0に対して成り立つことの知られた定理が,上の包含関係のどの族まで拡げられるかを考え

たい｡

6.2.ピカール次元の研究上大切な視点は,単調性(定理5.1参照)と斉次性(定理5.2)である｡前者については

回転不変の範囲では決着である｡後者については,斉次不等式がいつ等式で成り立つか(いつでも成り立つ訳ではな

いことは知られている)の問題が回転不変の範囲でも残される｡歴史的に言えば, 〃≧0に対しては斉次等式

dim(c,a,n)-dim(JLL,n) (0<c≦1)が成り立つことが(FLに正則性条件をつけて)知られていた｡本論ではFLが

強正型ならば′"に対して斉次等式が成り立つことを示す｡その為まず,次の,それ自身独立の興味がある,事実を導

いて,その応桐として,斉次等式を出す｡

定理6.1. yが強正型ならば.そのピカール次元は, yの正部分y+により決定される:

dim(y,Q)-dim(y+,a)｡

この意味する所は次の如くである: dim(FL,n)はFL'とF(により決定されるが, i(の影響が少ないと

dim(FL,n)はdim(FL',n)とあまり違わない筈である｡この影響の少なさを強正型の言葉で表現している｡上記定

理の証明は4個の補題を準備した後6.4節で与える｡

6･3･ (fp(0),fp'(0))-(0,-1)であるから,十分E>0が小さいと, (1-E,1]において大体fp(r)≒1-rであ

るから,
FLによらず〟(r)/fp(rトー1/(llr)と考えられ,従ってfp'(r)/fp(r)-I:(r)/fレ(r)-0 (r†1)であろ

うと見当がつく｡これを正確に示そう｡

補題6.1. 1im

rt
l

I-I(T･)

′〟(r)一諾)-o･
証明･ワ>0を十分1に近くとると, [ヮ,1)で/p,fレ共に正となる｡fp,fレの角点でないc,r∈(ヮ,1)を任意

にとるとき, (2.9)によれば

rd-1fp(r,2(ff)I(r,-cd11f･u(c)2(告)′(c).ILK,ltd-lfp(i)2f%d(リーP
,(i)

となる｡そこで上式でc†1とすると

･6･2)

rd-lfp(r,2(ff)I(r)ニーI(,,lied-lf･u(i)2ff諾d(リーP
,(i)

となる｡さて

(6.3)
fp' f:

_f:fレ-fp'f:
f･, I-u'fレ-fpf:

fu I, fJレ fレ fB

に注意する｡ r∈(ヮ,1)を十分1に近くとると, fp'(1)--1だから, fFL(1)-0により

ll_
. 1/f〟(i)-fu(1)

(6A)
-I--1--i<10 ~ 10~ £-1

≦-1+
1

請
(tE(r,1))

となる｡ゆえに､とくに

(6.5)

fq(i)2≦諾(ill)2
(tE(r,1))

となる｡レに対しても(6.4)と同様の式を導いて,これとの比を作ることにより
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(6.6) 芸≦f%≦昔(tE(r,1,)
となる｡式(6.2)に評価(6.5)と(6.6)を適用して

rd-1f〃(r,2I(ff)I(r)Iil(,,1)1･諾(i-1,2･苦dtリーPl't)≦4(r-1)2
IリーP"'r,1))

となる｡従って

rd-1(
/〟(r)-/〟(1)

㍗-1
)2I(ff)I(r)l≦4IリーFLl((0,1))

となる｡,†1とすると,(,,1)川により, IリーFLl((r,1))J lレーFLl(8)-0となり･又I(fp(r)-f〃(1))/(r-1=2

→(-1)2-1であるから,上式により1im,.I(fJfp)′(r)-0となる｡これと(6･6)により,
(6･3)から求める結

論がでる｡
□

補題6.2. yを強正型とすると. yにのみ依存する正の定数c(y)が定まって

o≦諾一旦吐<3W
(o<r<.)I

f,･(r)=
r

証明.公式(2.10)により

(6.7)
(rd-1(左若二)′)′

-rd11払二1(p･-〟--〟).2(崇+告)(要一た川f(,

が成り立つ｡ FL･≧FLでFLが非楕円型だから比較原理によりfp･/fpは(0,1)上減少関数となり･又FL≧-FL~だから

同様に考えて, fJf-p-は(0,1)上の減少関数となる｡ゆえに,対数微分をとることにより,
(0,1)上

空一覧≧o,要一た≦o
となる｡これらとFL･-ill-FL-0により, (6.7)から,超関数としての不等式

(rd-1(T)′)′≦ o

が出るから, f〃十f//fpは0優解で, ㍗-1では境界値0をもつことがわかる｡従って任意のa∈(0,1)をとり･
0

解/｡をとり,境界値の比較から,比較定理により

/〟+(㍗)/-〟-(㍗)

/〟(㍗)

/〟-(α)/-〟-(α)

/〟(α)

i-_r｣'_-L
≧[･

となる｡これから

･f%
(0<a≦r≦1)

･(α)/-ド(α)

/′α(㍗)/0(㍗)
=

/."(α)/o(α)
(o<α≦r≦1)

となる｡これはf〃十f一〃-/fpfoが(0,1)上増加関数であることを示す｡対数微分をとると(0,1)上

告･告一票一票≧o
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となることがわかる｡ここでFLの強正型性を使えば, (0,1)上f:p-≦0であるから上記不等式より, (0,1)上

･6･8) 要一告≦一票
となる,ここで(0,1)上

r(1- T･d~2)

(d-2),

(d≧3),

であるから,これと(6.8)及び補題6.1により,補題6.2の不等式を成立させる様な定数c(FL)の存在がわかる｡ロ

6.4. FLを非楕円型とするときfpとfFLn(n-1,2,-)については,比較原理により, fJfpが(0,1)上の減少

関数なので常にfu'/fp
-fpn′/fpn≧0である｡これを上から評価したい｡ FLが正型なら(従って勿論強正型ならな

おのこと)これが上から1/rの何倍かでおさえられる:

補題6.3. 〃が指数k-kpの正型であるとすると.任意の自然数n≧(a-2)+4k/3に対して,次の不等式が

成り立つ:

o≦書誌一書X',≦号(o<r<.,
証明.公式(2.10)をu…1で使って,更に(0,1)上f:/fp≦h/rに注意して計算すると, r2nが

2n(2n+d-2)r12ス解であることにより,

(rd-1吾)′)′-
rd-1封(〟

=

,a-lilr2/

≧
rd-1ir2

(,,L

(,･L-

2n(2n+d-2)

2n(2n+d12)

r2

2n(2n+d-2)

･rd-1封〃一

A)･2(掌一票)質入

A)I(芋一号･至川
A)I(%-?･1)^i

8n212n(2n+d12)-4hn

･rd-1吾(p-
n(a+d-2)

-rd-1吾pn
となる｡ここでn≧(d-2)+4h/3を使ったoこれはf〝/r2nがFLn劣解であることを示す｡任意のa∈(0,1)に対し

て, (a,1)上境界値の同じFLn解と比較して,比較定理を使うと

･至2,
(a≦r≦1)

I."(r)ノ fp(a)

r2nfpn(r)

i

a2nfpn(a)

(0<α≦r≦1)

となる｡これをかきかえて

となり,これはf〃/r2nfF,nが(0,1)上減少関数となることを意味するので,対数微分をとれば補題6.3が出る｡ □

6.5.本節で,今一つ補題を準備した後で,定理6.1を証明する｡再び〃の強正型性が必要である｡
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嘩題6･4･ yを強正型とすると, n>maxid-2,(-(d-2)+4c(y))/引(c(y)は補選6･2の定数)を満足する
任意の自然数nに対して,次の不等式が成立する:

tk) <
f(,u･)

2A(1･)
1',(1･)

=

f,I(r)
(0<r<1).

証明. FLは強正型ゆえ, FLは指数h-0の正型であり,勿論非楕円型であることをまず想起する｡再び公式(2.

10)を使うと

(rd-I(∠若)′)′-rd-l竿1(〃n･p+-〟)+2(要一fj(要一掛i
が成り立つ｡ FLn+FL+-FL-FLO+a(a+d-2)r~2人に注意し,又補題6.3と6.2を使えば,上式の右辺は

rd-l∠若(p･･
a(a+d-2). 4nc(FL)

A+
r2 r2

でおさえられる｡これは, 3n>-(d-2)+4c(FL)であるから,

rdll竿二(p･･
2n(2n+d-2)

A)-rd-1竿(p･)2n
より小さい｡以上により(0,1)上の超関数不等式

(rd-1(∠若)′)′≦
rd-1∠若(p･)2n

が導かれる｡よってfpnfp-/fpは(0,1)上(FL')2n優解である｡ a∈(0,1)を任意にとり,
(a,1)上境界値の等しい

(FL+)2n解と比較して, r∈(a,1)ならば

fpn (r)fp･(r)

/〟(㍗)

fin (a) f〃+(a)

/〟(α)

fFn(r)fp+(r) ㌔ fpn(a)fp･(a)

fp(r)f(p+)2n(r)I fp(a)f'p･)2n(a)

I(p･)2n(r)

I(p･)2n(a)

(0<α≦r≦1)

となる｡これはかきかえれば

となるから, fpn(r)fp･(r)/fp(r)f'p･)2n(r)は(0,1)上増加関数で, (r†1)のとき1に近づくから,補選6.4が出る｡

口

定理6.1の証明. 〃≦〃+であるから,単調性定理5.1によると,一般に

dim(FL
,n)≦

dim(FL',n)

である｡基本定理4.1によれば, dim(FL,fl)は0,1, i( (連続体濃度)のいずれかであるが, FLは強正型(従って正

型)ゆえ,とくに非楕円型だからdim(FL,∩)≠0である｡もしdim(FL,n)-蛇とすると,上記不等式からdim(FLO,

n)-次であって求める等式が出る｡従って残る所として, dim(FL,n)-1であるとき, dim(FL',n)-1を導けば

よい｡基本定理4.1からdim(FL,n)-1は1/α(FL)-1im,10fpl(r)/fp(r)-…を意味する｡補遺6.4の条件を満た

す自然数nをとる｡ (3.12)から

--1,α(p)≦1/αn(〟)-1,i汚f#
となる｡補題6.4により



164 Bulletin of Nagoya lnstitute of Technology Vol. 46 (1994)

--

I,i汚f#≦
1i-
T･10

となる｡再び(3.12)により α(FL')h(2n)≦α2n(FL')-0だからa(FL+)-0となり,再び基本定理4.1により

dim(FL+,n)-1となる｡ □

6.6.定理6.1の第一の応用として, 〃≧0に対して知られていた次の結果を〃≫0の場合に拡張する｡

定理6.2 (斉次等式). ′が強正型ならば,次の等式が成立する:

dim(CJZ,E))-dim(y,a) (0<c≦1).

証明.最初に特別の場合,即ち〃≧0ならば上記等式が成立することを示そう｡とにかく斉次不等式5.2によ

ればdim(FL,n)≦dim(CFL,n)である｡とくにFL≧0であると0<c≦1によりcFL ≦iL となる｡単調性定理5.1

によりdim(CFL,n) ≦dim(FL,n)となる｡上記の不等式と合わせて等式の成立がわかる｡

〃が一般の強正型の場合,このことが-〃~が非楕円型であることとして特徴づけられることを使う｡
0<c≦ 1

だから,
-FL~≦0により, -FL-≦c(-FL~)--(CFL)~により, -(CFL)~も又非楕円型となり, cFL も又強正型と

なる｡上段の結果と定理6.1を使って

dim(CFL
,n)-dim((CFL

)',n)- dim(CFL+,n)- dim(FL十,n)-dim(FL
,n)

となって｡定理が示された｡

6.7. FL≧0の場合任意のc>0に対してdim(p+(c/r2)A,n)-dim(FL,n)となることが知られているが,

これを正しいものとして仮定すれば,定理6.1の第2の応用として,これを〃≫0の場合に直ちに拡張できること

が次の如くに示される:

p≦p･三人≦p'･吉^
に単調性定理5.1を使い更にdim(FL++(c/r2)A,n)- dim(FL',n)と定理6.1によれば

di-(p･n)≦di-(〟+吉^,n)≦di-(p･･吉^･n)-di-(p･,n)-di-(p,n)
となってdim(FL十(c/T･2)A,nt-dim(p,n)が出る｡

しかし実は,もっと良い条件〃≫0のもとで同じ結論が,しかも〝≧0に対する結果を使わず自己完結的に証

明できることを以下に示す:

定理6.3. yを正型とすると任意の正数cに対して次の等式が成立する:

di-(y+吉,,o)-di-(y,Q)I
証明. FLを指数k-hpの正型とすると, (0,1)上fp'/fF≦h/rである｡そこでn≧k+1となるどんな自然数

nに対しても(0,1)上fp'/fp≦n/rとなる｡ r2dnは2dn(2dn+d-2)r~2人解であることに注意して,公式(2.10)
をu≡1で使うと
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(rd-1(裳)I)I-rd-1封(〟
-

-rd-1封(p-

･rd-1封(〟-

2dn(2dn+d-2)

2dn(2dn+d-2)

r2

2dn(2dn+d-2)

-rd-1封〃-

A)･2(上詳′-i)2′^i

A)･2(竿一崇)竿Å
A)･2(竿-チ)竿ス

2dn(2dn+d-2)_ 4d(2d-1)n2

-rd-1封p･

･rd-1裳ト.

r13

'､ -

r2

2dn((2d12)a-d+2)

a(a+d-2)

･i-rd-1裳p爪,
即ち, fJr2dnは(0,1)上FLn劣解である｡ a∈(0,1)を任意にとり, (a,1)上境界値を比較して

(欝)/(#')≦宝器(a≦r≦1)
となる｡これをかきかえて

/〟(㍗)
ノ/〟(α)

r2dnf,.a(r)

=

a2dnfpn(a)

(0<α≦r≦1)
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となる｡これはfJr2dnf叩が(0,1)上減少関数となることを意味し,対数微分をとって

･6･9)

0≦器一光≦些(o<r<1)r

がわかる｡但し第一の不等式はFLn≧FLより比較原理によりfiLn(r)/f〃(r) Jl (r†1)となることから従う｡

次にn≧h+1となるどんな自然数nをとっても等式

(6.10) dim(FL
,n)-dim(FL凡,n)

が成り立つことを示す｡ FL≦FLnよりdim(FL,n)≦dim(Fin,n)が単調性定理5.1により成り立つ｡基本定理4･1及び

dim(FL,n)≧1により, dim(FL,n)-1のときdim(iLn,n)-1を示せば(6.10)が成り立つことになる｡再度公

式(2.10)を使って

(rd-I(管)′)′-rd-1iil(〃n･pn-p,･2 (要一労(崇-かi
となる｡ここでFLn+FLn-FL-FLn+n(a+d-2)r12スとなることと, (6.9)により,上記右辺は

rd11∠壷j(pn･f,I

a(a+d-2)

-rd-l∠若(pn･
a(a+d-2)+8d2n2

でおさえられる｡n(a+d-2)+8d2n2≦m(m+d-2)となるように十分大きな自然数mを固定すると,上記

の測度は

rd-1苧(〃n･
m(m+♂-2)

r2 A)
-

rd-1∠若(,un)-
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以下である｡以上まとめて(0,1)上

(rd-1(管)′)′
-

rdl%(pn)-
となりfFLjJfpは(FLn)m優解となる｡任意にa∈(0,1)を固定し, (a,1)で境界値を比較して,比較定理により,

(α,1)上

fun(r)fun(r) fjJn(a)fpn(a)

/〟(α) ･た諾(a≦r≦1)

fun(r)fun(r)
㌔

fF,a(a)fpn(a)

fp(r)f(/un'm(r) - fu(a)f(.un,m(a)
(0<α≦r≦1)

となる｡これをかきかえて

となる｡これはf･1j.JfJL,.un)mが増加関数で,
r†1と共に1に近づくことが陪単位の1での初期値を調べてわかる

から,結局(0,1)上f(Lnf.Jf.uf'pn'm ≦ 1となり

∠三三吐≦辿(o<r<1)
fp(r) I fpn(r)

となることがわかる｡
rJOとすることにより, (3.6)により1/αn(FL)≦1/am(FLn)又はαn(FL)≧αm(FLn)となる｡

さてdim(FL,n)-1としたから,基本定理4.1によりa(FL)-0となり(3.12)からαn(FL)-0となる｡よって

･m(ilo)-0だから再び(3.12)よりα(FLO)-0となり,もう一度基本定理によりdim(FLn,n)-1が出る｡これで

等式(6.10)が保証された｡

最後に任意の正数cを与えるとき,自然数nをn≧h+1およびn(a+d-2)≧cとなる様に十分大きくとっ

て固定する｡もちろん

C

〃≦,a+才人≦〃+
a(a+d-2)

l=FLn

となる｡単調性定理5.1と(6.10)を使えば

di-(〟,n)≦di-(〟+三^,n)≦di-(〃n,n)-di-(〟,n)
となって定理6.3の等式が結論できる｡

7.付銀:単位上半球の中心上のマルチン核

7･1･ FLをRd＼jOf上回転不変ラドン測度でn上双曲型とする｡そのときFL≦レとするとfu ≦fレであるから,

各r∈(0,1)に対して

dt dt

td-1fp(i)2
<∞

となり,レもまた双曲型となる｡任意の区間(a,b)⊂(0,1)でuが正のFL解ならば, (rd-1u′)′-rd-lu/L≦rd-luレだ

から, uは(a,b)上レ優解となる｡ 0<R≦r≦a≦1として, (R,a)上で境界値を較べて比較定理を使うと

e,u,R(r)/e,a,R(a)
≧

eレ,R(r)/eレ,R(a)(R ≦r≦a)

であり, RJOとして
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eβ(㍗)/eレ(㍗)≧e月(α)/eレ(α)
(0<r≦α≦1)

となる｡これはeJeシが(0,1)で減少関数で, ep(r)/eレ(r)Jep(1)/eレ(1)-1(r†1)なので,特に(0,1)上ep≧eレ

である｡故に常に

Iri諾#,∈[0,1]
(〃≠レ･なら[0,1))

が存在するo [12,命題4.3]によると

(7.1)

となることがわかる｡この他に数列

(7.2)

も考える｡だから

(7.3)

･n(〟)-1,i托諾(a-1･2,-)

∂n(〟)=1im生坦(n=1,2,･･･)
,10 e〃1(r)

1-∂1(/i)>∂2(FL)≧-≧an(FL)≧an+1(FJ)≧-≧0

である｡すると次のことが言える:

補題7.1. a(p.)-0であるとLin(y)-0(a-2,3,-)であり, a(y.)>0であるとLin(y)>0
(a-2,3′-)

となる｡

証明. (3.12)によるとα(ill)-0と任意のnに対してαn(ill)-0とは同等である｡ iJn<(ill)n<FLn+1によ

り

!二∴!:"土L -I_.主⊥___一工

e〃.(r)- e/Jl(r) ~ e/Ll(r)

であるから&n(FL)≧〟n(FJl)≧an+1(〟) (n-1,2,-)となる｡これから求める結論がでる｡

次に〃1を双曲型とする｡混合不等式([12,補題4.2]) (の証明)と[12, 5.6]の論法を使って, r∈(0,1)に

対して定数p-p(R)と自然数q-q(R)が定まって,すべての0<r≦R<s≦1に対して

(7.4) e/1n(r)fpn(r)≦pe,,1 (r)(号)a(n≧q)

となることがわかる｡この評価式は以下で重要な役割を演ずる｡

7.2. I.-Sd-1上のn位球面調和関数全体の線形空間をL2(Il,d6)の部分空間と考えたときの正規直交基底を

‡snj:j-1,-,N(a)tとするとIS,u-:j-1,･･･,N(a) ;a-0,1,2,･･･=まL2(Il,d6)の完全正規直交系である｡ここ

でN(a)-(2n+d-2)I.(a+d12)/I.(a+1)r(d-1) (n≧1), N(0)-1であって

(7.5) N(a)≦2d-lad-2 (a-1,2,- ;N(0)-1)

となる｡ jSn]tをどの様に選んでも,加法定理
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(7.6)
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N(a)

∑s"･(i)Sn,(ヮ)-型pn(E･ワ) (n=0,1,…)
j-1 (∫a

が成り立つ,ここでPn(i)はd次元n位ルジャンドル多項式であって,例えば次のロドリーグの公式で与えられる:

(7･7)

Pn(i)-(-i)A
r (4{)

ド(n･号土)･トt2)半芸(11t2,n'-
(a-0,1,-)･

3-d

あるいは又､次のラプラスの等式でも与えられる:

･7･8)

pn(i)-三芳rl(t･iJri7･s)n(1-s2)i{ds
(a-0,1,-)･

更に次の母関数表示からも決定できる:

N(a)

(7.9) ∑ N(n)Pn(i)xn
-

n-0

ll.t･ご

(1+x2
-2xt)a/2

(0≦x<1,ftl≦1).

これらについては[6]を参照する｡すると次の重要な評価式がえられる:

補足7.2. Pn(t)については次の評価式が成立する: ltl≦1のとき

fP.(t)I≦1 (a-0,1,-),

lP/(t) J ≦C.A (a-0,1,･･･ ; C.-max(4,d)).

証明.最初の(7.10)については,例えば[6]を参照する｡ (7.ll)について考える｡ (7.7)によればP｡(i)-

1, Po(i)-tだから, (7.ll)はn-0,1に対しては明らかに成立する｡そこで(7.ll)のnが, n12, a-1のと

きに成立するとして, nの時(7.ll)を示せばよい｡ラプラスの等式(7.8)の両辺をtで微分すると

p:'t)-岩rln(t･iJ~iキ･s)n~1(トi扇s)(11S2)i{ds
t

となり,任意のto∈(0,i)に対してItl≦t｡においては, Pn'(i)/nはnに関して一様有界となる｡ゆえに(7.9)の

両辺をtで微分するとき,左辺では項別に微分できて

ni.N(a)P:
(i)xn -

(-i)
1-x2

-2x

(1+x2-2xt)a/2 1+x2-2xt

となる｡これから

-d･ (ni｡N(a)Pn(i)xn)1+x2-2xt

⊂l⊃

n;o(j〃(a)pn′(i)･N(a-
2)Pn12 (i)- 2tN(a- 1)pn,-

(i))xn-nildN(nl)Pn-I(i)xn,
ただし, P二2-P二.-0と解する｡ n≧2としてxnの係数を比較すると

N(a)Pa′(i)+N(a- 2)p/-2 (i)-2tN(a- 1)Pnll (i)-d･N(n1 1)Pn_1(i)

がえられる｡これより, ItE≦1において(7.10)および帰納法の仮定を使うと
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lPn′(t)l≦dEPnー.(t)l+2 IP∴1(t)l+lPn'12(i)I

≦ d+ 2Con-1+ con~2≦con-l+ 2Con~1+ con~l-4ConLl≦ con.

169

7.3. iLがn上双曲型であることは,次の様なn上のFLグリーン関数の存在することと同値である([12,主要定

理]参照):

Gp(sヮ,rE)-ni.(e-(r,fpn(s):;n.'snj(i,Snj(7,)
(0<r< s≦1)I

ここで右辺の級数は(i,ワ)∈rXI'の関数として絶対かつ一様収束する｡

n-Bd＼-Oiに対してn･-1x-(xl,-,Xd_1,Xd)∈n :xd>Oiとする｡つまりn'は単位上半球(境界面を含ま

ぬ)である｡ I.･-jE-(El,-,Ed-1,Ed)∈I.
:
Ed≧Oiとおくと,これは単位上半球面(縁を含む)である｡ x-

(xl,-,Xd_1,Xd)∈Rdに対して克-(xl,-,Xd-1,-Xd)は平面ixd-Oiに関する対称点である｡ n上のFLグリーン関

数Gpを使うと, n'のFLグリーン関数epは次の様に与えられる: rE,sワ∈n'として

ep(sヮ,rE)-Gp(sヮ,rE)-Gp(sヮ,rE^)

-nil(e-(r,fm(s,:fl'(S"-(E)-Snj(E-))sn,(7,)
(0<r<s≦1)･

しかしFLが双曲型でなくても, epが存在することはある｡詳細は別の機会にゆずるが,とにかく[12,命題4･2及

び5節]の論法によれば, FLlが双曲型であることはn+のyグリーン関数が存在することと同値であって･
epは次

の表示をもつ(又[5]参照):

(7･12)

ep(s"i)-nil(epn(r)I-(s,貰(sn,(i)-Snj(i-))snノ(7,)
(0<r<s≦1)･

以下ではFLlは双曲型で, n'は(7.12)で与えられるFLグリーン関数epが存在することを前提として,これ

らを利用してn･の原点の上にあるFLマルチン核を決定する(d-2については[15]も参照)｡

7.4.加法定理(7.6)を使って, (7.12)をルジャンドル多項式を使ってかきなおすと

(7･13)

ep(sヮ,rE)-nilePn(r)fpn(s)響(pn(E･ワ)-Pn(E^･ワ))
(0<r<s≦1)

の表示がえられる｡この式との関連でr+上のEの関数(ヮ∈Ilはパラメーター)

pn(E･ワ)-Pn(E^･ワ)

(7.14) Qn(E,ワ):-

I

ぐd

(Ed>0),

2%dPn(E･ワ)
(Ed-0)

を考える｡ i,E^をRd内で考えて,平均値の定理を使うと, Ed>0のとき

(7.15) Qn(E,ワ)-2Pn'(E･ワ+0(E^･クーE･ワ))ヮd
(0<0<1)

となる0-0(E,ワ)が定まる｡又Ed-Oの暗

(7.16) Qn(E,7)-2Pn'(E･ワ)ヮd

となる｡ (7.14)の形からQn(i,ワ)がr･nlEd>0を及びr･川Ed-Oi上の関数として,ワに関して一様に,
i
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の連続関数であることがわかる｡更に(7.15), (7.16)によれば,ワに関して一様に

;.Er-∩.1EidTP."..ーT
Qn( E,ワ)- Qn(亨,ワ)(i-(テ1,-,fd-i,0))

となることがわかる｡ゆえにQn(E,ワ)は(E,ワ)∈Il+×Ilの関数として連続である｡もっと重要なことは, (7.15),

(7.16), (7.ll)により,すべての(i,ワ)∈I.+×I.に対して

(7.17)

となることである｡

fen(i,ワ)l≦2C.a (a-1,2,･･･)

7･5.不等式(7.4)の両辺をepl(r)でわると, 0<R<s≦1に対して,

…怒f-(s,≦p(号)n(n≧q)

となる｡まずS∈(0,1)を任意にとり,ついでR∈(0,S)を十分小さくとってC.刀/S<1となる様にとると, (7.17)

を使えば, (7.5)も想起して,

･7･18) I三悪fpn(s)讐Qn(E･7,J≦2p告nd-2(讐)a(n≧q)

がすべてのr∈(0,R]とすべてのs∈[S,1]に対して成立する｡ここでrJOとすることにより

･7･19) l∂n(p,f･Ln(s)jyipjQn(E･ワ)J≦2p告nd-2(讐)n
(n≧q,

(7d

がすべてのs∈(S,1)について成立する｡この評価により,任意のsワ∈n-およびE∈I,+に対して

(7･20) M(sヮ,吉)- ∑ ∂n(〟)fpn(s)型Qn(i,ワ)

C(コ

n-1 6d

が定義できる｡同様に, (7.18)から, 0<r<R≦s<1に対して, sワ,rE∈n'として

(7.21) M(sヮ,rE)-
a(sヮ,rE)

elul(r)Ed

-

n;1#,I/Ln(s)Eipj
Qn( E,ワ)

亡tJt

6d

を考えることが出来る｡

最後にxo∈n†を固定して,
rE∈n+を極とするyマルチン核

(7.22) K(sヮ,T･E )-
a(sヮ,rE) M(sヮ,rE)

a(x｡,rE) M(x.,rE)
(sヮ∈n+)

を考える｡ rE∈n'についてrE-0となるときのK(sヮ,rE)の可能な極限関数の全体が,原点の上に極をもつFL

マルチン核の全体であるが,これを決定したい｡

7･6･ E^･ワニE･7^,E'･7^-E･ワ,とくにEd-0ならE･ワニE･7^等により(7.14)からQn(E･7^)--Qn(E,ワ)

となるので, (7.20), (7.21)をながめて

(7.23)

A(s7^,E)‥一m(sヮ,i) (E,ワ∈Il+,0<s<1),

M(s7^,rE)ニーM(sヮ,rE) (rE∈n+,ワ∈I,･,0<,<s<1),
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によって, A(･,i), M(･,T･E)をn上で考えられる｡

補題7.3. a(y.)>0であるとき, Aを｢+上のラドン測度であって

(7.24)

を満足するならば, A-0である｡

Jr.A(sク,i)dA(i)-0(sク∈Q･)

i]由il

証明. (7.23)によると(7.24)はsヮ∈n+ばかりでなくsワ∈nに対しても成立する｡ (7.24)の両辺に

snj(ヮ)をかけてI.上d7で積分しフビニの定理で積分順序を交換して加法定理を使い, iSnjiが正規直交系である

ことを使って

sn,(i)-Sn,(E')

Il十川;d>Oi Ed dA(i)+II.-nl=d=.?孟s"･(i)dA(E)-0
となる｡ここで補題7.1により α(FLl)>0だから&n>0(a-1,2,-)となることを本質的に使っている｡この両

辺にSnJ-(7)をかけjについて1からN(a)迄加えると,再び加法定理を用いて

I,+Qn(E,ワ)dA(E)-0(ヮ∈r)

となる｡この両辺にN(a)snをかけて, nについて0から∞迄加え,和と積分の順序を交換すると

(7･25) Jr+(
(X)

∑ N(a)Qn(i,ワ)sn
a-0

となる｡ここでEd>0ならば, (7.9)を使って

∞

1

∑N(a)Qn(i,ワ)sn-丁 (

dA(i)-0

∑ N(a)Pn(E,ワ)sn- ∑ N(a)Pn(きn)pn(E^,7 )sn)
1-s2 1-s2

a-0
n-0

ぐd ＼
A-0

1-s2 1-s2

(1+s2-2sE･7)d'2 (1+s2-2sE^･ワ)d'2

となる｡ Ed-0ならば,やはり(7.9)を使って

∞
∞

､ ∂

sヮーEld Esヮーfld

∂ 二

∑N(a)Qn(E,ワ)sn-2∑N(a)ニーpn(E･ワ)sn-2士∑_N(a)pn(E･7)sn
a?o-T＼一~′

∂Ed ~∂Edn=0

-2

a-0

a 1-s2

2i
1-s2 〈, (11S2)sワd

ls7-Eld+2Bed(1+s2-2sE･ワ)d'2 ∂Edlsヮ-Eld

となる｡そこでポアソン核(1-s2)/rsワーEld-:P(sヮ,i)とかくとき

p(sヮ,i)-P(sヮ,E^) 1

(7.26) A(s7?,E):-

と定義する｡すると(7.25)から

(7.27)

A

ぐd

1-s2 1-s2

sヮーEId lsヮーfld

(1-s2)sワd

lsクーE Ld+2

IrTP(s7,i)dA(i)-0(s7∈n)

(Ed>0)

(Ed-0)

が出る｡他方ハント･ウイ-デン[3]によると, n+はリプシソツ領域だから, n+-n'UIl+UB(ただしB-
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1x∈Bd:xd-Oi)がn+の0マルチン･コンパクト化であって, 0マルチン境界点はすべて0マルチン極小点であ

る｡各E∈I.'に対して, (7.26)のP(x,i)(x∈n+)はxの正値調和関数で, ∂n+＼jE至では境界値0をとるの

で, A(x,i)はEに極をもつn'上の調和マルチン核(中心xo∈n+)のP(x｡,E)倍となるから, A(x,i)も又極

小となる｡このことから, (7.27)により, 0マルチン表示の一意性からA-0となる｡ □

補題714･ a(yl)>0とすると.任意のf∈｢+に対して｢+上の正値ボレル測度Aがあって, (2+上

(7･28)
M(･,i-)-Jr.M(･,i)dA(i)

となるならば, A-3f- (i-を台にもつディラック測度)となる｡とくに, i-,f∈｢+に対して E)'上M(･.i)-
M(･′f)となる必要十分条件はf--fである｡

証明.石-∂f-Aとおくと, (7.28)から(7.24)が出る｡よって補題7.3によると哀-oとなり, A-8fと

なる｡ □

7･7･ FLがRd＼jOf上の回転不変ラドン測度で, FLlはn上双曲型で, n'のFJグリーン関数が存在し, (7.12)

の表示をもつことを前提とする｡このときn+の原点の上に極をもつFLマルチン核と原点上のFLマルチン境界を次の

様に決定する:

定理7.1. (rmf'm')を0に収束するE)'内の点列とするo
a(y.)>0のときには. (rmf'-))がマルチン理論

の意味の基本列となる(即ち. K(･,rmf(m')が収束する)為の必要十分条件は(f'-')があるf∈｢+に収束すること

で,その〟マルチン核は

(7.29) K(sク, i)-,m].i?(n,.ik(s-mf'm')-
A(sク,i)

A(x.,i)

となる｡ゆえに†k(sク,i) ‥ f∈｢+!が原点の上に極をもつyマルチン核の全体であって.これらはすべて極小で.

｢+が0上のyマルチン境界で.すべて極小点からなる;
a(y.)-0のときは, E)+内0に収束する任意の(rmf(-I)

がただ一つの同値類を定める基本列となって

(7.30) 1im K(sク,rm i(m))-
rn.11･0

limb(sク,rmf(-)) ヱ旦f,.(s)グd
r爪--0 qd

limb(xo,rmf`m') Bf,.(Ix.I)クd
1･m- 0 LTd

となる｡ゆえに原点の上に極をもつyマルチン核は(7.30)で与えられるものただ-つであって.これは必然的に極

小であり, 0上の′マルチン境界は極小点ただ一つである｡

証明･まずα(FLl)>0とする｡ (7.18ト(7.21)とen(i,7)のIl'×I.'上の連続性によれば,
rm-0, E`-'

-;∈rーとすると,

(7.31) limb(sヮ,rmE'-')-M(sヮ,i) (sヮ∈n十)
m-0

となり(rmf'm')は基本列である｡逆に(rmE'-')を基本列としたとき, (E'm')がE,E′∈I.I(E≠E′)に収束する

部分列をもつと, (7.31)から,h(sヮ,i)-M(sヮ,E′)(sヮ∈n十)となり,補題7.4からE-E′と言う矛盾が出

る｡よって(E`m))はあるE∈Il'に収束する｡マルチン理論の一般論によると, H.a(n+; ∂n+＼jOt+)の中で極小

なもの全体は, 1M(･,i)‥ E∈Il'H=含まれ,それをLM(･,i)‥ E∈I,･ととするとき, I.･はr+のG8部分集合

であり,任意のu∈Hp((n'; ∂n'＼jOt)に対して, I,+上のボレル測度Auがただ一つ定まって

u-Ii_M(･,I)dAn(i)
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とかける｡このことと補題7.4により, r+-ド+でなければならないことがわかる｡

っぎにα(/Jl)-0とすると,補題7.1により&1(FL)-1かつ&n(FL)-0(n-2,3,-)である｡やはり(7･18)-

(7.21)によれば, Pl(t)-i,従ってQl(i,ヴ)-2ワdであり, N(1)-dを使えば, (7.30)がでる｡残るところは

マルチン理論の一般論そのものである｡
□
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