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Symmetric　Functions　in　Two　Alphabets

　　　　Kazuo　UENO＊

D¢ραrオmθ麗（ゾMα孟んεmα亡‘cs

（Received　August　31，1994）

We　study　the　algebra　of　symmetric　functions　in　two　sets　of　commutative　indeterminates

which　we　call　alphabets．　It　was　treated　in　some　detail　by　MacMahon［5］，［8］long　ago；how－

ever，　his　expositions　seem　a　little　unclear　in　some　points．　We　rearrange　his　theory　and　give　a

justification　for　its　basis．　We　also　deal　with　the　generating　series　of　the　double－indexed　Bell

polynomials　in　connection　to　a　formula　for　MacMahon　operators，　and　give　a　HOpf　algebra

structure　defined　on　the　algebra　of　symmetric・functions　in　t脚。　alphabets．

1．　lntroduction

The　algebra　of　symmetric　functions　in　two　alphabets，　denoted　here　by　Sym（2，　Q）（．see　Definitions　2．1），was

treated　in　some　detail　by　MacMahon［5］，［8］；however，　he　did　not　give　a　proof　of　algebraic　independence　of

powersums，　elementary　functions，　or　c6mplete　functions（see　Definitions　2．1　and　3．1）．　To　our　knowledge，　no

proof　has　been　given　of　their　algebraic　indeかendence．　In　Section　2　we　will　give　a　proof　of　algebraic　independence

of　powersums　in　two　alphabets（Theorem　2．3），from　which　follows　algebraic　independence　of　elementary　func－

tions（or　complete　functions）immediately（Theorem　3．4）．

　　　We　remark　that　the　usual　proof　of　algebraic　independence　of　elementary　symmetric　functions　in　one　alpha－

bet（see［4，　p。13］）does　not　e．xtend　in　a　straightforward　manner　to　the　two　alphabet　case；the　matrix　tables　in

［5，p．532］or［8，p．331］show　that　the　transition　matrices　relating　elementary　functions　and　monomial

functions　in　two　alphabets（see　Definitions　2．1）are　rather　complicated　and　we　should　work　over　Q　rather　than

Z．Our　proof　of　Theorem　2．3　is　an　extension　of　the　pr60f　Qf　algebraic　independence　of　powersums　in　one

alphabet．given　by　van　der　Corput［12］．

　　　In　Section　4　we　introduce　a　scalar　product　on　Sym．（2，　Q）；its　definition　and　associated　properties　almost

parallel　those　of　the　scalar　product　in　the　one　alphabet　case［4，　pp．34－35］once　the　two　Q－algebra　bases　of　Sym

（2，Q），complete　functions　and　powersums，　are　given．

　　　Section　5　develops　the　basic　results　of　the　operator　calculus　on　Sym（2，　Q）lmost　of．which　originally　ap－

peared　in［5］or［8］explicitly　or　implicitly．　We　rearrange　them．in　the　setting　constructed　in　the　preceding

sections；in　particular，　we．　define　MacMahon　operators　through　the　scalar　product　introduced　in　Section　4，

following　the　line　of　reasoning　of［4，　pp．43－45，　Ex．3．］which　deals　with　Hammond　operators　in　the　one　alphabet

．casβ．　The　algebraic　independence　of　powersums，　elementary　functions，　or　complete　functions　in　tw．o　albhabets

provides　a　justification　for　introducing　the　differential　operators　acting　on　Sym（2，　Q）［5，　pp．488－495］，［8，⇔．p．

297－310］．

　　　In　Section　6　we　first　consider　a　general　formula，　which　gives　an　exponential　generating　series　expression　of

aset．partition　opera仁ion　given　in　form　as　a　relation　between　two　multiplication　rules　defined　in　a　commutative

algebra（Theorem　6．1）．　As　an　application　of　this　formula，　we　show　an　exponential　identity　for　certain．oper－

ators　acting　on　symmetric　functions（Theorem　6．2）．　We　note　that　MacMahon　essentially　observed　both　of

Theorems　6．1　and　6．2（see　the　references　preceding　these　theorems）；however，　his　proofs　seem　a　little　unclear．

As　particular　cases　of　Theorem　6．2，　we　give　two　formulas　for　MacMahon　operators（Theorem　6．．3，　Proposition
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6．6），．which　give　explicit　relations　between　the　two　multiplications　on　the　MacMahon　operators　defined　in　Sec．

tion　5（Corollary　6．4，　Remarks　6．7．（i））．　The　formula　of　Theorem　6．31inks　t◇the　generating　series　of　the

double－indexed　Bell　polyno卑ials　that　appear　in　t与e　partial　differentiation　formulas　for　co甲pσsite　functions

（Remark　6．5）．　W6　remark　that　Theorem　6．3　and　Proposition　6。6　can　be　proved　in　a　straightforward噸nner

using　Proposition　5．10（Rem吊rks　6．7（iv））．

　　In　Section　7　we　giv6　a　Hopf　algebra　structure　defined　on　Sym（2ゴQ）（Definition　7．5），using．the　formula　of

P，。P。、iti。n　5．12；it　is　a　g・nerali・ati・n・f　th・H・pf・lg・b・a・f・ymm・t・i・f・n・ti・n・i・・n・alph・b・t［2，　PP・171－

175」，［3，pp．27－29］．

　　W，treat　i。　thi』P。per　tw。　alph・b・t・i・・t・ad・f　several・lph・b・t串f・・the　sak・・f・impli・ity・f・・t・ti・n（・f．

［5；PP．482，536］，［8，　PP．280－281］）．0・th・・ther　hand・a・r・m・・k・d　i・．［5，　P・536L　P・・P・・iti・n・and　fg・m・1・・i・

the　one　alphabet　case［10］．can　be　deduced　by　specialization丘omも与e　corresponding　ones　ip　the　two　alphabet

case；for　example，［10，　Propositioh　2．1］from　Theorem　63　by　the　specialization　tha七β・．：＝0（ε≧1）andツ：＝

0（see　Definitions　2ユ（iv））．

　　　Part　of　the　results　ob七ained　here　have　been　announced　in［11］．

F

2．Powersums　ih　Two　A［phabets

We　first　give　some　notation　and　terminology：

D・fi・iti・n・2ユ．（ρf．［与，　P⇔．482－48β］． C［8，　PP・281－282］）

（i）An　4pんαうεεis　for　us　a　countab正y　infinite　set．　of　commutative　indeterminates；see　also（iv）below．・

（il）Aわψαr亡‘亡θ駕ηめεr，　or配側πめθr　for　short，．i合（‘，ノ）∈Z2　with‘，ノ≧Oand‘十ノ≧1．

（iii）A伽・亡吻・・亡‘亡‘・・，・・伽・蘭・・f・r　sh・・t，　i・．・p・・titi6・・f・binum炉er・i…；arepresent・ti・n・f・

binumber　a・a・um・f　blnumbers　with・・der．・f・・mmandも・・t　t・k・n．　i・t・acc・unt；the　summand・areρ・ll・d

㈱αrオs．

（iv）We　denote　by戸the　set　of　positive　integers．　Letτ＝｛α．、1‘∈P｝and万＝（β、1‘∈P｝be　two畠lphabets．and

let

　　　　　　　　（P191，
P292，

P393，陰。・）

be　a　bipartition　with．（pl，g1），（p2，（12），（p3，g3），＿its　biparts．　AπLoπ01η‘αZ　Sy〃zmθ‘r‘oルπc亡∫oη加‘ωoα1ρhα一

わθ亡s，orητoπo而αZルπc亡‘oμfor．　short，　is　a『um　of　the　form

　　　　　　　　Σ・11P1β・1q1α♂2β・，92べβ・、q3…

wher6（L1，‘2，L3，　●。・）．is　a　finite　per血utation　of（．1，2，3，＿），i．e．，permutation　of　P　with乱＝ん．for　all　sufficiently

．．1・・geん，　and　th・．・umm・ti・n　i・t・k・n・ver　all　di・ti・・t・u・h　m・Hpmi・16・．晩伽亡・亡ん・卿・翻．加r伽αs－

socεα亡α∫ω‘亡ん顔ραr蕊む60η（P1α1，P・92ナP3α3，．・∴）の腕θ．8απLθ剛ηψoZ（P191，P292，P3α3，…）・Note　that　repetitions

of　bipa士ts　are　allowed．

（v）Let．（p14正π1，p2α2π2，＿．）be　a　bipartiti6n．withやipart．（μ．，g∂repe吊tedπ正ti血es．　Anα召gmθπ亡θ（1　moπoπ乙εαZ

ル1τc古ε01τ，denoted　by

　　　　　　　［P1．41π’，P・9・π2，＿］，

i、d，fi。，dt。b，． Dπ1！。、！…．（四1π1，．P、． ｿ、π2，．．），

（．vi）．．ApoωθrSμm　is　a　monomial　fuilcti6n．associated　with　bipartition侮）haマing　one　bipart．正t　is　d6noted　by

Siノ．

（Vll）．W・d・h・t・もy　Sy即（．2，　Q）th・Q－li・・食r　space　sp・h・・d　by・ll　m・n・mi・l　fμ・・ti・n・・

　　　　　　　Sy画（2，　Q）＝㊦Q・（Plgl．，P292，P3α3，…）
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with　direct　sum　over　all　bipartitions　including　theθ加μッ伽αr亡1亡loηφω励ωんlcん11sαsso磁擁．　We　call　an

element　of　Syln（2，　Q）a剛π乙ηzθ亡rlc知πc亡lo厄π亡ωoα1ρhαうθ亡s．　Note　that

　　　　　　Sym（2，　Q）＝∈E）Q・［P191，P292，P3α3，＿］．

Proposition　22．

POωersμητ8．

WξhαひθSym（2，　Q）＝Q［8」ノ1‘十ノ≧1］，　i．e．，　Sym（2，　Q）εs亡んθQ一α佐θbrα9θηθrα‘εd猷yαZZ

Proof．　We　first　note　that（cf．［12，　p．224］）

（1）　［四1・P・9・；…，P・9・］［P・＋19・＋・］

　　　　　　　＝［P191，P292，…，P・＋lg・＋1］＋［P・＋P，＋191＋α．＋1，P、9、，＿，P，9．］＋．．．

　　　　　　　　十［Pl（～1，＿，P一1（1．一王，P．十P，＋1（1．十（～．＋王］．

Put　8：＝・Q［s‘ノ1‘十ノ≧1］．　Clearly　sσ＝（ガ）＝［ガ］∈Sym（2，　Q）and　sり∈S．

　　To　show　that　Sym（2，　Q）i≡S，　we　use（1）as

　　　　　　　［P1（1Σ，P2α2，…，P・＋19・＋1］

　　　　　　　一［P191，，・・，、ρr（1r］［P．＋19．＋1］一［P1＋P．＋19、＋9，＋、，P、9、，＿，P，9月一…

　　　　　　　　一［Plgl，＿，P，一19，一正，P．十P．＋19，十（1，＋1］；

by　induction　on　r，　we　see　that［P正91，…　，P’＋1（1r＋1］∈S．　Thus　for　any　bipartition，　the　corresponding．lnonomial

function　belongs　to　S．　Hence　Sym（2，　Q）⊆S．

　　C・・versely・assum・th・t　f・r・・y　bip・・titi・n・f　th・f・・m（P191，P2（12，…，P・9・），乾1，1ら、4、…肺．　b・1・ng・t・

Sym（2，　Q）；彰1α1｛》292…殉g，　is　a　Q－linear　combination　of　some　augmented　monomial　functions．　To　show　that

ら1ql％σ2＿％．＋lg．＋1∈Sym（2，　Q），　we　have　only　to　consider　terms　of　the　form［p　1’g1’，　p2’q2’，．．．，p¢’p〆］［p．＋l

g．＋1］；this　expression　belongs　to　Sym（2，　Q）because　of（1）．　Thus　all　the　monomial　expressions　in　powersums

belong　to　Sym（2，　Q），　Hence　8集Sym（2，　Q）．

Theorem　2．3．　s‘ノ（‘十ノ≧1）αrθα㎏θわrα‘cαZ4y‘η（∫βρθπ（1θη亡。びθr　Q．

Proof．　It　suffices　to　show　that　siノ（‘十ノ≧1，0≦‘，ノ≦p）are　algebraically　independent　over　Q　for　p∈P．　Put

r：＝（1十p）2－1．Letプ（XI，X2，＿，　X）∈Q［X1，X2，．．．，　X］with　Xl，X2，．．．．，　Xレindeterminates　and　assume

that／（801，　so2，．．．，　soP，810，8H，＿．，s功，．．．．，8ρo，8ρ1，．．．，　sρρ）＝0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　L・t・1・………∈Pand　p・t砿：＝、Σ1…C・n・ider　the　speci・li・ati・岬・Syln（2・Q）一一Q・u中th・t（・f・

［12，pp．223r224］）：

　　　　　　　～ρ（α々）：＝O　　for　　1≦ん≦乙弓　　and　　ん≧乙孤島1，

　　　　　　　　　　　　　　1　　for　乙㌃十1≦ん≦　σ2P＋監，

　　　　　　　　　　　　　　　…　　　，

　　　　　　　　　　　　　　‘　　for　　ひ・〔1＋P）＿1－1－1≦ん≦　〔11ε＋1）P＋i，

　　　　　　　　　　　　　　・●●，

　　　　　　　　　　　　　　pf・・．砿，叶、＋1≦ん≦α。＋1、。＋。一α；

　　　　　　9）（β、）：＝O　for　こる＋1≦ん≦こる＋1，　σ、（、＋P）＿士≦ん≦σ，（1＋ρ），．．．，こる（1＋P）＿1≦ん≦ころ（1＋ρ），　and．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん≧α十1，

　　　　　　　　　　　　　　1　　for　　1≦ん≦z渉1＝σ1，σ1＋ρ十1≦ん≦ひ1＋P）＋1，σ2（1＋ρ）十1≦ん≦σ2〔亙＋P）＋i，．．．，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　の（1＋P｝＋1≦ん≦砿（1．。）＋1，

　　　　　　　　　　　　　　・・，，
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　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　for　　こZ｝＿1十・1　≦．1己≦　ころ・，　〔入1＋P）＋ノーL十　1　≦　ん≦　σ1．＋P＋∫，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ2．（1＋p）＋ノー、十1≦ん≦σ2（L＋ρ）＋ノ，＿，and切（1＋ρ）＋ノーL十1≦ん≦砿（1＋p）＋ノ，

　　　　　　　　　　　　　　　。●●，「

　　　　　　　　　　　　　　　P’for　　乙㌃＿1十1≦ん≦こZ』，　σ2P十1≦ん≦σ2P＋1，．．．，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　研1＋。，・．、＋・≦ん≦¢1＋。・％1＋H・

Put　next　the孟atrix

　　　　　　　ム・一［プ］。≦、、．、with　the　c・nv・nti・n　th・t　O・・』1

and　consider　also　the　matrix

　　　　　　　ム⑭A・＝［ノ・A］。≦、ノ．。．

・・nce　d・tA≠．．・・w・hav・d・t（A⑭A）一（4・t4）2（’＋・） 轣E・…h・l

　　　　　　　A⑭A．∈σ五（（1＋P）．2，Q），

L・・…th・m・・…A⑭A　wi・h・h・flrst・・w・h…1・m・d・1・・6・．・・nce　th・f・1・七・・w・f　A⑭A・・（1，・一・・，1）

and　the　first　column‘（1，6，．．．，0），we　have

　　　　　　　C∈G五（（1＋P）2－1，Q）＝G五（r，Q）．

Put

　　　　　　　［31・一9［訂

Then　we　h耳ve：

　　　　　　　望（…）．』・・（・＋・…（o≦‘・ノ≦ρ，汁≧1）・．

認猫灘灘欝htfo「w昨dcOmputat’gn∵Otethatthecase‘ニOand1≦帥Uld

　　　　　　　‘（・（・・1），・（…）一…望（…）・・（Sl・），…，ψ（S1・）∵．…望（S・・）∵，ψ（S・））＝び＝衡，

黙．譜磁翻趨i蕊謬翻㍑llOmt与e夙Slumpt’On／（SOL’『鉾”’●’s　’．”●∴S1∵’

　　　　　　　0一！（9（s．。1），…，．ψ（飾））〒！くび1，…，・・）

f6，　any。とP・．　N。・，　th・・ci・i・d・p・・d・n・・f・h・ice・f・．　T・k・an・・her　set・f　i・d・t・・minates　y一．（y1，＿，yl）

and　d，n。t，　byδth6　Q．alg，b，a　i、。m。・phi・m　i・duced　by　X　I↓Cy，　i．・．，X1一（εth・・w・f．0）・・（．y1，．．．潟）（H，

，．．

Cr）．　Put

　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　9（Y）1ニσ（！（X））＝ノ（oy）∈Q［y］．

Th，n，．　f。，．any。∈P・，　w，　hav・g（の一ノ（ω一！（の一〇．　H・nce（・f．［12，　P．224］）8（y）一・i・g［y］，．・・th・・

　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　／（X）＝σ1（8（y））＝OinQ［X］．

Th・・we　see　th・t＆・（0≦ε，ノ≦メ〕，‘一トノ≧1）．・・e．・lg・b・ai・ally　i・d・p・nd・・t…rQ・

　　C。mbi。i。g　P，。P。、iti。n　2．2　and　Th・・rem　2．a，　w・arri・・at・

Theorem　2．4．銑θsfノ（ε十ノ≧1）！orηz　a　Q一α㎏θうrαわαs‘s（ゾSym（2，Q）．
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3．Elementary　Functions　and　Complete　Functions　in　Two　Alphabets

Defillitions　3．1．（cf．［5，　pp．482－483，487］，［8，　pp．280，283－284］）

（i）　TheθZθηzθπむα7ッミソπLηzθ古r‘oル1zo亡εoπs‘1τ亡ωoαを）んαbε亡s，　orεZθηzθπ‘αrlyμπc翻01zs　for　short，　denoted　byα夢

（‘十ノ≧1）are　defined　by　the　generating　series

　　　　　　　Σα、ノκ’ツノ：＝II（1＋αたん＋βた∠y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　々≧L　　　　　　ε，ノ≧O

withαGO＝1．

（ii）　The　coηψZθむθsじyητ1γLθ亡r‘cル1τc亡‘αzs読亡ωoα加hαbθ亡8，0r　co即Zε亡θルπc蕊01τ8　for　short，　denoted　byんεノ（‘十ノ

≧1）are　defined　by　the　generating　series

　　　　　　　Σん」κ‘ツ」：＝II（1一．α、κ一βたツ）『1

　　　　　　‘．ノ≧0　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん≧l

withんoo＝1．

　　W・will・h・w　th・t・a・h・f　the　set・圃‘＋ノ≧1｝，｛ん・1‘＋ノ≧1｝f・・m・aQ－alg・b・a　b・・i・・f　Sym（2，　Q）・

We　need　two　lemmas．

正emma　3。2．　Lε亡Kうεα／ごθ隔月d　Zε亡X、，＿，Xみわθα㎏εわrα‘cα殉επ乖Pθ認θπ‘ooθr　K．がyl，＿，｝㌦∈k［X、，．．．，

革］αrθS・・痂・εκ［y正，．．．，　｝㌃］＝K［x1，．＿，。乱］・吻・y・・…・K・・θα㎏・わ・α‘・αZ垣吻・融亡・・θ・K・

Proof．　Use　the　definition　of　height　for　prime　ideals；see　books　on　commutative　algebra．

Lemma　3．3．（［5，　pp．486－488］，［8，　p．283－284］）五θむ（p，g）わθαわ厩α濡わθr。η乞θπωθんαひθ：

（i）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π

（ii）

（iii）

（iv）

ωhθrθ

　‘

Proof．

（71）・＋・一1（（力＋α一1）！／P！α！）・。，一Σ（一1）H（（4－1）！／π1！・・！…）砺、，1Lα。、，、π2…，

（一1）P＋・一1α画

一Σ（（P1十α艮一1）！／pl！91！）π’（（P・＋9一1）！／P・！9・！）π2…（（一1）ε一1／π1！・・！…）・。1，1π1ら、，，π2…，

（一1）・＋・一しん。。＝Σ（一1）‘　1（2！／・・！・・！…）％1，1π’α。，，、〃2…，

（一1）・＋ザ1α，，一Σ（一1）’皿1（6！／π1！・・！…）ん。1，1π1h。，，、π2…，

遡：＝Σπ‘απ（∫εんθS召1γLηταε‘01τsrαπ9θ0ひεrαπわψαr‘‘亡‘0πS（P夏（11π㌧P2（12π2，．．．）め琵んΣμπi＝P・αηd

　　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε

Σ（～iπぎ＝（1．

　　　　　　By　simple　generating　series　computations；see［8，　pp．282－284］for　details．

Theorem　3．4．銑εαiノ（ε十ノ≧1）！orπzαQ一α㎏eδrαわαs‘s　qズSym（2，　Q），叩d　so　do‘んθゐ‘ゴ（‘十ノ≧‘1）．

Proof．　It　follows　from　Lemma　3，3（i）and．（ii）that，　for　any　p∈P，

　　　　　　　Q［8i／10≦ε，ノ≦P，1十ノ≧1］＝Q［砺10≦ε，ノ≦P，‘＋ノ≧1］．

Since　sεノ（0≦‘，ノ≦p，‘十ノ≧1）are　algebraically　independent　over　Q，　so　areαヴ（0≦‘，ノ≦p，ε十ノ≧1）by

L・mm・3・2・H・nce，　by　Th・・rem　2・4，　Sym（2，　Q）一Q［…1ε＋ノ≧1］一Q［…1汁∫≧1］and…（‘＋ノ≧1）are

・1・・b・ai・ally．　i・d・p・nd・nt・Y・・Q・The　res・lt　f・1ん・ノ（ご＋ノ≧1）f・ll・ws　simi1・・1・b…i・g　L…・3・3（iii）and

（iv）．
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　4．　Scalar　product

L・tλ一（P191・P292・P393・…）b・abip・・titi・n；λ・Z・・伽・6・s伽肌…煽・Z加・伽α・sg磁伽εん腕・

玩ραr亡‘亡‘oπ（1εηoεθ（∫わ）1．亡hεsαπLθ鋸πしわoZ（cf．　Definitions　2．1（iv））．　For　such．a　bipartition，　we　put

　　　　　　　h・：一ん、1、1h。，，、ん。，，、1．’

wlt三一ユ．　N・t・th・t，　by　Th・・rem　3．4，　h・f・・all　bip・・titi・n・λf・・m・Q－lib・a・b・・i・・f　Sym（2，　Q）・

Definition　4．1．（cf．［4，　p．341）We　define　a　scalar　product　oh　Sym（2，　Q），i．e．，　a　Q－valued　bilinear　form〈・，・〉，

b．y　requiring　that　　　　　　　　．　　　　』

　　　　　　　〈んλ・μ〉＝ρλμ

for　all　bipartitionsλ，μ，whe陀δλμis　the　Kronecker　delta．

正・mma　4．2．（6f．［4，．P．33（4．2）］）Fg吻励…㌘，万，砿ω・ん…

　　　　　　　　、，窪1（1一α、κ∫一β◇ヶ）一1＝Σ孤（α，β　　　　　　　　　　λ．）’λ（…）・

ωん，r，伽、。珊磁伽・α㎎・8・・θrαZZわ顧磁…λ，．魔λ．・Z・・伽・亡・S伽α8S・磁・d舵・π・煽αZ加・ε‘・・

（sθθ亡んε！か5ゆαrα8r（卿（λブ砺ssθcむεoπ）．

Proof．　We　compute：　　　　　　　－．

　　　　　　　　、，塁／（・7・…一βの一1一、堅1、滞．．．…（妄・万励！

　　　　　　　一、1鳶，．一・1．・1（罐）・…2師）…・1㌧1ε1・躍2…

　　　　　　　　　ε1，ぞ2・…≧o

　　　　　　　一Σん、（←←α，β）・λ（蒐y）．

　　　　　　　　　　λ

Th，。rem　4．3．（，f．［4，　P．34（4．6）］η、・溜・諭9亡ω…顧伽・α…伽αZ・・亡・

（i）　　　．H　（17α認ノーβ◇’ノ）一・＝Σω、（乞「，万）o、（菰y），

　　　　　　　i，ノ≧／　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

亡んθsμ1η1ηα亡‘o功eε㎎oひθrαzz伽αr亡‘o花sλ，

（ii）　　　　〈Z6λ，0μ〉＝δλμ．ノ’orαZZわ加αr‘誌‘0アτS　λ，μ，

幽・．（碕）・（の．・・θQ－Z‘一わ…sσ、韓、Q・気（d‘・・c・…・…αZZわ卿・‘・…⑩…b・・（…））・ε・伽d

の疏θ飢ραr亡‘亡‘0ηSλ　（ゾむhθわ読μηめθr（P，（1）．

．Proof．　with　Lemma　4．2　being　taken　into　consideration，　the　pr60f　goes　along　almost　the　same　line　as　that　of

［4，p．34，（4．6）」．

　　　For　a　bipartitionλ＝（1つ1（～1，∫）2（12，　．9．．），we　put

　　　　　　　S・・一転ql｛払2q2

wi囮h…一斗・（1）oηo亡coη！μsθ古配sω琵んむんθScんμrカzπc扉。ππo亡α亡‘oπ（ゾ［4］・）N…th…b・Th・・rem　2・4・r・fg・

all　bipartitibnsλform　a　Q－linear　basis　of　sym（2，　Q）．

正，mm。4．4．． i，f．［41　P。i÷，（2．14）］）F。吻励，ε、7，万，。晒場，翻α亡，s亡，彦，ω，ん。。、

　　　　　　　　H（1一。、古一β、。）一．1一Σ押1。1λ1・8、（τ，万），、一・，

　　　　　　　i≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

．伽S＿己伽わ、厩9。。，．αZZ伽，亡あ燃厩，／。．α伽。，亡ε伽λ一．（　　　　　π1　　　π2P1（11　，P292　，…），ω・μ亡
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　　　　　　　1λII：ニπ1P1＋π・P・＋…，

　　　　　　　1λ1、：＝π191＋π・9・＋…，
　　　　　　　，、、一H（」ρ」（1ε！／（Pε十αi－1）！）π・・。．、！．

　　　　　　　　　　　　諺≧1

Proof．　We　compute：

　　　　　　　H（1一α‘む一β泓）一’＝exp（Σlo9（（1一α・亡一β鵡）一1））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i≧1　　　　　　　‘≧1

　　　　　　　＝exp（Σ（α・ε＋β‘召）γノ）

　　　　　　　　　　　　　‘，ノ≧1

　　　　　　　－H。xp（（（P＋．9－1）！加！9！）・。，17，万）朗

　　　　　　　　　P十σ≧1

　　　　　　　－H　H（（（P＋9－1）！／P！α！），。，（㌘，万）亡・。・）πP・／。。，！

　　　　　　　　　　　　　　　πpq≧Q　　　　　　　　　P十σ≧1

　　　　　　　一Σ亡1㌦1λ1零8、（←←α，β），、一1．

　　　　　　　　　λ

P，。P。、iti。n　4．5．（，f．［4，　P．33，（4．1）コ）F。．α励。わ，亡、τ，血染玄ω，　h。。，

　　　　　　、匙1（1一・…一β…）一’一尋・・一’s・（7・万）・・（汀）・　　　　．　・

伽Sαπiπ臨‘0ηわ翫90ひθrαZZ顔Pαr翻0ηS．

Proof．　Putting　繍：＝｛α、κノ1‘，ノ≧1｝and『再『：＝｛β‘ッ∫「‘，ノ≧1｝，we　have

　　　　　　　Sp9（＜一一一一一十一■■■ακ，βッ）ニΣ　（α、κ，）P（βiこy」）q」Σα」ρβぎσ・ΣκノP∠y／9＝SpCπド万）Sσ（菰ター）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε．ノ≧1

1t　follows　from　Lemma　4．4　that

　　　　　　　H　（1一α、κノ‘一βツノの一1＝Σむ1λ11α1λ12s、C庶，瓦7）c、d＝Σむ副1μ1ハ128、（芸『，拓「）s、（気51『）c、」1．

　　　　　　i，ノ≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

Substituting亡＝1　and　z8＝1gives　the　result．

Theorem　4．6．（cf．［4，　p．35，（4．7）］）For扉ραr漉めπsλ，μ，ωθhαuθ

　　　　　　　〈s、，8。〉＝δ、。c、．

Proof・By　virtue　of　Proposition　4・5　we　can　apPly　Theorem　4・3　With．α・一。・一1s・andひ・一s・t60btain　the　desired

identity．

Theorem　4．7．（cf．［4，　p．35，（4。9）］）％θわ漉πθαr／brηz〈・，・〉εs｛汐mηzθ亡rεoα認pos琵εひθd（ゾ翻‘θ．

Proof．． shis　follows　immediately　from　Theorem　4．6．

5．．MacMahon　Operator　Algebra

．By　Th・・rem　3．4　we　can　d・fi・・th・alg・b・a・nd・m・・bhi・m・・f　Sym（2，　Q）．by　setti・g・（…）・一ん・・（田≧・）

withαDO＝んoo＝1．

P・・P・・iti・n　5・1・（・f・［4，　P・14（2・7）］，．［5，　P・488］，［8，P・284］）ω‘・α漁・g厩ε…ω2ニid・
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Proof．　Put

　　　　　　　・4（κ，ッ）．：＝H（1＋α直κ＋β・ly）＝Σαノ・κノ）・た，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ，々≧O　　　　　　　　　　　　　　　　i≧1

　　　　　　　礁ツ）：＝、91（1一α・κ一β・ツ）一正＝、，茅．。ん・・ヴ・

w，hav，　H（κ，ツ）A（一・，一ツ）一1．。nat・・ally・・t・・n　Sym（2，　Q）［［・，ツ］］・nd面e　see　th・t

　　　　　　　ω（A（κ，ly））＝Σω（αノた）κノlyた＝H（κ，　ly），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　」，々≧0

　　　　　　　ω（H（・，ツ））一ω（A（一・，一ツ））一’一H（一・，一跡1－A（・，ツ）；

h，nceω（ん、1）＝。、、，、。　th。tω・（。、、）＝。、、（ノ．＋ん≧1）．

D・fi・iti・n・．52・（・f・［4；P・431　E・・3］・［10・P・2］）

（・）W・d・f…D・≒・m（・，Q）一・・d・（Sym（・・Q））b・〈ρ（ノ）＆・〉．・一之・趣（ゐ・，・・Sym（・I　Q））．…T・・一

4．7Dis　a　Q－algebra　injection。

（ii）W・d・n・t・by　M・h　the　c・mp・・iti・n　P…Sym（2，　Q）一・E・dQ（Sym（2，　Q））・．　By（i）and　P・・P・・iti・・5・1，

Mah　is．a　Q－algebr母inlectioh．

（iii）We　denote　Mah（2，　Q）：＝Mah（Sym（2，　Q））for　short　and　call　it　the　MdoMαhoηqρεrα亡orα㎏θわrα；an

e16ment　of　Mah．（2，　Q）is　called　a　MααMαん。π（～ρθrαむor。　Since　Mah：Sym（2，　Q）一島Mah．（2，　Q）as　Q二algebras，

M・h（1，Q）’・a・・…μ‘⑱・lg・b・◎’・・m・・ph’・t・Sym（2，　Q）・

や・・P・・iti・n　5β．（・f．［5，　P．4魯8］，［8，　P．．284］，［4砂P．16］）W・伽・

　　　　　　　ω（s、ノ）＝（一1）汁ゴ「1slノ（‘＋ノ≧1）．

Proof．　Generating　se±ies　computation　gives

　　　　　　　　Σ（（一1）汁ノー正（‘十ノー1）！／ご！ノ！．）sεノκε∠ゾ

　　　　　　　ε＋」≧1

　　　　　　　＝1・9（1十Σ．αεノκ‘y　　汁ノ≧1）＝一1・9（1＋、再≧1ん・ノ（一1）1＋’・y）・

ApPlyω（see　th・p…f・f　P・6P・・iti・n　5．1）t…mp・t・・

　　　　　　　　Σ（（一1）汁ノー1（‘十ノー1）！／ε！ノ！）ω（s正ノ）κε1ゾ

　　　　　　　汁ノ≧1

　　　　　　　一ユ・9（1十Σ．ω（αのズソ　　i＋j≧1）一1・9（！＋認≧1贈り

　　　　　　　＝Σ．（（ε十ノ．一1）！／疏ノ！）sヴκiツノ，

　　　　　　　　　‘＋」≧l

Taking　out　the　coeffi6ients　ofκ‘ツノgives　the　result．

P・・P・・iti・n　5．4．（・f．［5，　P．495］，［4，　P・44］）忽d・・吻む・．M・h（…）（ε＋ノ≧1）・．筋・…厩

　　　　　　　dfノ＝（一1）i＋ノー1（‘！ノ！／（ε十ノーユ）！）∂・iノ（‘＋ノ≧1）

・鵬、、・一∂／∂・…輌・姻嘱・‘・α伽α・‘・呵9ym（2，　Q）・

Proof．　For　bipar七itionsλ，μ，we　compute

　　　　　　　〈D（s、ノ）s、，s。〉＝〈』s、，s、ノs。〉，

・・i・gでh・α・m4．6．　lfλh・・n・bip・rt（ワ），・h・n＜・・，・…1＞一〇，．…h・・D（…）・・一・b・．Th・・rem　4・7・．○・h・血一

w’se・lgt戸beμw’th　a　bipa「七（ヴ）added　and　let．込be《with　a　b’paぞt（ガ）de’eted●Then：．

　　　　　　　〈・・，．…S・〉一δ鴻一δ・…（・・ω一〈・・，・・〉（ご・／ω一〈（・・／小・，・・〉・
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Hence　by　Theorem　4．7，

　　　　　　　ρ（…）．・・＝（・・／小・＝（6！ノ！／（‘＋ノ皿1）！）…s・＝（ε！ノ！／（‘＋ノー1）！）∂・、、（・・），

whereπε∫is　the　multiplicity　of　bipart（〃）inλ；see　Lemma　4．4．　Thus　we　see　that

　　　　　　　D（S」ノ）＝（ε！ノ！／（ε一トノー1）！）∂、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　正j

and

　　　　　　　d直」＝Mah（8の＝D。ω（sの＝（一1）正＋ノー1（‘！ノ！／（‘十ノー1）！）∂、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘ノ

by　Proposition　5．3．

Proposition　5．5．　（cf．［5，　pp．490，495］，［4，　p．44］）　既hαひε

　　　　　　　d・」＝、号．。α・・∂・、＋島．、（‘＋ノ≧1）

　　　　　　　　：＝∂／∂α四．ω琵ん∂
　　　　　　％9

Proof．　By　Lemma　3．3（ii）we　have

（1）　（一1）P＋・一Lα。．9

　　　　　　　一Σ（（P1十（11－1）！加・！α1！）．π1（（・・＋9・一1）！／・・！9・！）π2…（（一1）・一・／・・！・・！…）・。1，1πls。、，、π・…，

宙here　the　summation　ranges　over　all　bipartitibns（plg1π1，p2α2π2，＿）of　the　binumb6r（pg）and　4：＝Σπ三．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ
Si・ce　d・・＝（一1）‘＋’一1（‘！〃（‘＋ノー1）！）∂・、、（P・・p・・iti・n　5・4）・it　f・ll・w・f・gm（1）th・t・if　p＜‘・・α〈ノ・th・n　d・・

（…）＝0・lf　p≧εand　g≧ノ，　th…f・・abip・・titi・nλ・f（P9）havi・g・・bip・・t・qual　t・（〃）w・hav・a、、（・・）一

〇，and　forμhaving　bipart（ガ）．with　multiplicityπヴwe　have∂、εノ（s。）＝πf／s。／siノ．．There　is　a．bijection　between

the　bipartitions　of（pg）with　some　bipart，qual　to（のand　the　bipartitions　of（p一‘，α一ノ），i．e，，　one　that

deletes　or　adds　a　bipart（り）．　Thus　for（pα）with　p≧εand　g≧ノwe　compute亡sing（1）：

　　　　　　　d・・（…）一（一1）汁’一’（‘！ノ！／（∫＋ノー1）1）∂・、」（・四）一・凶づ・

We　arrive　at：

　　　　　　　dぎノ（αρσ）＝Oif　p＜ゴor（1＜ノ；＝αP＿らq＿ノif　p≧‘and（1≧ノ．

Since　d・・a・t・・n　Sym（2・Q）＝Q［・・ノ1‘＋ノ≧1］・・d・・i・ati・n・i・f・ll・w・th・t　d・・一、．塁。α・・∂・＿，（…一1）・

Remark　5．6．　Since　Sym（2，　Q）＝Q［＆ノi．‘＋ノ≧1］and　Mah＝Sym（2，　Q）一認→Mah（2，　Q）as　Q－algebras（see

Definitions　5．2），we　see　that

　　　　　　　Mah（2，　Q）＝．Q［〔1‘ノ巨十ノ≧1］

（see　Proposition　5．4）is　the　cqmmutative　Q－algebra　generated　by　dま∫α十ノ≧1）that　are　algebraically　independent

over　Q．

Definition　5・7・（・f・［5・PP・489－491］・［8，　PP・297－299］）F叫・・㍉，3。。α…ρ・轡凸（ム＋ノ・≧1，1≦・≦珊）

（see　Proposition　5．5），　　　　　　　　　　　　　　　　　　we　define　the＃4）ro磁。‘by

　　　　　　　d・1・・＃d・・ノ・＃●●●＃4・…：＝∴。．α・1・1．●’α・…∂肌／∂r・1　・ノ1＋・1．”∂…　・・・・…，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εレ…・％≧o

which　exteロds　by　Q－linearity（｛汐ηめoZεc　mμZ亡lpZ‘cα亡‘oπin　the七erminology　of［5］and［8］）；we　also　write

　　　　　　　dε｝＃π＝diノ＃…＃dヴ　（πtimes）．
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N…th・・＃τP・・d亡・むis　c・mm・t・ti・g・

Proposition　5」8．　（cf。［5，　pp．493－494］，［8，　pp．303］，．［10，Pナoposition　1．1］）Wθhαoρ

　　　　　　　M4・（［。1，1・11。、，、・．・，．．］．）一d，1∴＃π1＃d。，ご、π・＃…

．1・∂rD・恥i・i・n・2・・（・）・ゆ7．）・

P，。。・．．We　sh・w　b，　ihd・・ti・n．・n晦・．M・h（［・1・1，ゆ・・1，…，剛属1許…＃嘱where（・1．・1），…，

（P彦9陀）are　all。w，d　t6　hav，．rep・titi・。・・f　binumbers．　Th・qaseん一1i・・b・i・u・・M・h（［P9］）一M・h（…）一偽・・

Assume　the　caseん．　Sinc6　　　　』

　　　　　　　［P191，．．．，P海＋1（1た＋1］

　　　　　　　」［P、91ゴ［P、9、，＿，P、＋、9、＋、］遣［p幻、，＿．，μ＋．P漁＋91．，．∴，P・＋．・9・＋1］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2；1

（・f．P…f・f　P・・P・・iti・n　2・2），・pPlyihg　M・h・n　b・th・id俘・gi・・r

　　　　　　　Mah（［P191；．＿，P・＋ゆ＋1］）

　　　　　　　一．M・h（［・1・1］）・酬［・1……・一＋1．］）達1M・h（［帥，…・帥…＋・1，……＋1．・…］）．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん
　　　　　　　〒酵・1・1．（d・…．＃．1’＃4・一1）⊃Σμ・…＃’●●＃‘・一＋・1＃’●●＃d…．…＋1，．．

where・（whi，h　m。y　b，。mitt，d）． рU。。tes　c。mp・・i七i…fm・p・ih　E・dQ（Sアm（2，．Q））．輪see　by　di・ect・・mp・ta－

ti・n・hat　t与・1・・七・xpresri・n　is　equal・・4・1，1＃…楓、＋1・、＋1，・gm・lp・i・g・h・p…f・

S…6Sym（・，．Q）一6Q・［・1・・，・…，…］（d・・e・t・・m　gver　allb・…t・・・…），・……b・・・…n・・8　w・hav・・

．Corolla士y　5．9．（cf．． m10，　Remafk　1．2］，［5，　p」494］，［8，　p．303］．）

　　　　　　　M・b（2，Q）一eQ・d。1，1楓、，、＃…

即納二瓢糠1ワ8（Plα乳・P29∵）；卯αr古岬r騨）α「θα1θ1三三甲吻1．

言1岬t灘鍛鍔鳴ll∵岡dQ（Mah（2，　Q））μ

Pr
ﾏrf・．By　b㏄611ary　r・9・・he　r・g≒t－hand．・・4e守f（1）．i・▽e耳def’nβd　in．　End砲（Mah（2・Q））・1．甲e　r・mputg＝．1

　　　　　　　・・ノ1．（・p1・1＃π1＃…＃・・…＃πた）．

　　　　　　　±・、ノ＃．41141．＃π1＃…＃8。、，、～π1…。1，・・，1＃・。1，1∵＃・∴＃・・、・、＃π∵…

　　　　　　　　　柔・μ・顧編＃π1＃…楓許1．

　　　　　　　一1払・＃㌔≒≧画＃・㌔、、．）（べ1＃1・・楓・・＃π？・

∵：：：1欝1∵1臨、、、面1∴R臨三面1．．．ll．．ll．1．rll［．
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Proposition　5．11．　（cf．［5，　pp．489，493］，［8，　pp．298，302］）　珂！θんαuθ

　　　　　　　Mah（αの＝d正。＃i＃diOl＃ノ／ε！ノ！（ε十ノ≧1）．

Proof．　It　follows　from　Proposition　5．8　that

　　　　　　　Mah（αの±Mah（（1σ，01ノ））＝Mah（［10i，01ノ］ん！ノ！）＝dlo＃ご＃do1＃ノ／‘！ノ！．

Proposition　5．12．（cf．［5，　P．492］，［8，　P．301］）V7θんαびε加Mah（2，　Q）［［κ，ツ］］訪αε　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　exp＃（（κρ＋ツσ）（1））＝・xp（（1・9（1＋κρ＋ッ・））（1）），

ωhθrεexp＃dθノzo亡θs亡hθε算）07τεη亡‘α♂sθr‘θsω泥んrθ司pθcめ亡。＃rprodμc亡；　ρ　rθ司p．　σ　（9θ1τoむθs　εんε”1zeαr　qρθrα寵。η

ρ（d正ノ）＝d汁ur岬．・（dの＝d・，」＋1ω娩d・・＝1（π・亡θεんαερ・＝・ρ），　s・漉α砒θαう。ひθ1br剛Zαrεαds：

　　　　　　　・xp＃（‘1岬・1・）一・・p（、碁1（（一1）H／蟻（1）・副yk）・

Proof．　A　simple　generating　series　computation　gives　a　generalization　of　Waring’s　formula：

　　　　　　　、，盈。鱒’一・x・（Σ（（一1‘≧工）‘一’／蟻G）・…’・り　　　　．　　『

（cf．［5，　p．486］，［8，　pp．282－283］）．　Applying　Mah（which　naturally　extends　to　Sym（2，　Q）［［κ，ッ］］）on　both　sides，

we　compute：

　　　　　　　・xp＃（（κρ＋ッ6）（1））

　　　　　　　＝・xp＃（d1・κ＋d・・ツ）＝・x正・＃（dl・・）＃exp＃（d・1ツ）＝、，盈。（d1・＃ソの＃（d・1＃7ノ！）・ソ

　　　　　　　＝　Σ　Mah（αのκy（by　Proposition　5．11）
　　　　　　　　　‘，」≧0

　　　　　　　一…（、碁1（（一1ンー1／蟻G）・・岬）一・xp（、…1（（一1）‘一1／の（・ρ＋・・）’（1））

　　　　　　　一・xp（（1・9（1＋κρ＋ツ・））（1））・

Remarks　5．13．（i）As　stated　in［5，　pp．488－489］and［8，　pp．297－298］，the　expression　exp＃（（∫10κ十d。1：y）in　Proposi－

tion　5．12　acts　as　operator　introducing　a　new　indeterminateκinto　the　alphabet芸andッinto汐．；see　also　Pro．

position　7．1．

（ii）Another　proof　of　Proposition　5．12　will　be　given　in　Remarks　6．7（iii）．

6．MacM自hon　Operators　and　the　Double－lndexed　Bell・Polynomials

We　first　give　a　general　formula　essentially　observed　by　MacMahoh［6，　pp．246・248］，［7，　pp．30－31］＝

Th…em　6・1・L・むK伽！‘・Z呵・ん・・α・亡・・‘・伽θ・・α副・七四・一κ［副‘≧1］わ9‘h・κ・㎏・わ・α8・…α古・dろツ

α、（‘≧1），．ωん励αrθco〃L珊珈伽θ厩πo亡πεcθ8sα吻α㎏θ6rαlcαZら吻礁Pεπdθ碗．　Assμmθ伽ちうθ8漉s抗θ

0唾⑳αZmμZ伽Z‘Cα亡‘0π伽0古θ面y加即OS痂0παSωSμαZ，五んαSαπ0亡んθrκ痂εαrCO配mμ亡α伽θ剛Z伽ZεCα亡‘0π

dθπoオθ面y＄sαε‘吻‘㎎プor‘≧1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ
（1）　　　μ1（μ・1＄’●’＄α・2＝zz・＄α・1＄●●’＄z護・‘一㌧≧11　z玩1＄’●’＄μ1＋・ノ＄●●．＄α・ガ

銑θηω餉αひθ加五［［c］］ω琵ん。うθ‘η9α厄漉古θr而胤θ伽亡：

（2）　・xp（・1c）＝・xp＄（、多1・・cγ‘！）

ωんθrθ・xpS伽・εθ3伽θ耀・ηθ漉αZSεr‘esω娩・θ｛鵜‘．亡・＄一副伽伽古‘・π．
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Proof．　We　first　note　that　ideptity（1）can　be．interpreted　as　follows．　To砺正＄∵・＄ω亡εcorresponds．　a画r㌻ition

of　a　set　with亡1＋…＋亡、　oblects　into　honempty　subsetS　each　c6ntaining亡1，．＿，亡‘Qbjects　respectively．　The

left－hand　side　of（1）signifies　additio玲of　another　object；．and　the．right－han母side　of　（1）　expres3母s　all　th｛ラpos－

sible　set－partition串after　the　addition　of　the　new　oblect．

　　　With　this　interpretation　in　mind，　we　see　by　an　inductive　argument　that，　forん≧1，

（3）．　α1々＝Σ（ん！／乙1εう！m…遡！1γL！・「・）ωα＄ε＄μb＄m＄…

whereω。＄』μ。＄…＄ω。（4．times），．and　the　summation　is　over　all．partitions．（α2わm…）ofん，　sinceん！／酵！εわ！配…

ゼ！㎜！…is　the　number　of　pa士titions　of　a　set　with．んobjects　int64α一subsets，　mわ一subsets，＿．

　　　The　formula（2）follows　from（3）by　computation：

　　　　　　　exp（ω10）＝Σμ．1ん♂／ゐ！

　　　　　　　　　　　　　　　　陀≧0

　　　　　　　　　　　　　　　＝Σ（μ。cα／α！）＄ε（μわ。δ／わ！）＄鵬…〃！ητ！…（summation　over　all　partitions（αεわ隅…））

　　　　　　　　　　　　　　　一Σ（1／ノ’！）Σ（ノ！々！配！・∴）（・。c・／・！）・・（・、c・／わ！）・・…

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ≧o

　　　　　　　　　　　　　　　　　（inner　summation　over　all　partitions（α2b肌…．）with　4十πL．十…＝ノ）．．

　　　　　　　　　　　　　　　＝・Σ（1／ノ！）（ΣψC「／ε！）＄ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ≧O　　　　　i≧1

　　　　　　　　　　　　　　　＝exp＄CΣψCγ‘！）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≧1

　　　Before　proceeding，　we　set　some　notation　to　be　used．　For　K　a　field　of　characteristic　zero，　we　denote　by　Sym

（2，K）．th・．串ymm・t・i停fun・ti・n　a19・b・a　i・tw・alph・b・t・with…ffi・i・nt忌i・K・

　　　　　　　Sym（2，κ）＝K［8εノ1汁ノ≧1］．

The　definitions　and　results　in　Sections　2　and　3．are　all　valid　when　K　replaces　Q．　We　see　that　the　operators

　　　　　　、．違。α側目．，（汁ノ．≧1）　．　　　．　r　．・

be16ng　to　EndK（Sym（2，　K）），and　we　denote　them　also　by　d6　as　in　the　case　of　Q（see　Proposition　5．5）．　Note

that，　since　Sy血（21κ）＝K［αεノ1汁ノ．≧1L　infinite　linear　c6mbinations　of　the　form

　　　　　　　Σ．　んノ（1εノ　（庵ノ∈K）

　　　　　　汁ノ≧1．

be16ng　to　EndK（sym（2，　K））。

　　　As　an　application　of　Theorem　6．1，　we　next．．show　an　exponential　formula　for　the　operators．　of　the　foナ血

Σ　馬砺（んεノ．∈κ），which　was　also　essentially．observed　by　MacMahon［5，　pp．490－491］，．［8，　pp．299－300コ：

‘＋ノ≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　・

Theorem　6．2．五θむκα認。． ?θα8加．Theorem　6．1，　Zθめρα冠σ6θαs‘πProposition　5．12，．α認pω亡

　　　　　　　～ρ：＝Σ　胤ノρε．σ」．（んε」∈κ），

　　　　　　　　　　　三＋ノ≧l

so亡加亡

　　　　　　．、・1（1）∈E皐d・（増m（2・即）（．4≧1）・．．、1．．』

既飢ωθんαθθ‘πEhdK（Sym（2，　K））［［c］ユ亡h⑳

　　　　　　lexp（cψ（1）．）＝．・xp＃（（6・p（・ψ）71）（1））

（！or　exp＃sθθProposition　5．12α乃d　De負nition　5．7．）．

P…f・P・tti・g・・：ギ（1）（4：≧1）・we　se晦t　th・y　are　c・mm・㌻・ti・r　with．・espect　t・6・導P・・iti・・．・f甲・p・
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in　EndK（Sym（2，　K）），and　that　they　satisfy（1）in　Theorem　6．1．with＄replaced　by＃by　virtue　of　the　definition

of砺．　We　can　apply　Theorem　6．1　to　obtain：

　　　　　　　・・p（cψ（1））＝・xp＃（、多1c‘ψ‘（1）／‘！）一exp＃（（・xp（・ψ）一1）（1））・

　　　As　a　particular　case　of　Theorem　6．2，　we　show：．

Theorem　6．3．（cf．［10，　Proposition　2．1］）既んαoθεπMah（2，　Q）［［κ，ッ］］亡hαむ

　　　　　　　exp（（κρ十ッσ）（1））＝exp＃（（exp（κρ十二yσ）一1）（1）），

ωん・r・ρ・・d・α・・むん・sα舵・α・伽・・ε・P・・P・・i・i・n5・12；伽！・・翻・・r・d・’

　　　　　　　exp（（∫1。κ十（∫OLツ）＝exp＃（Σ　d‘」ρcfyノ／ε！ノ！）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε＋ノ≧1

Proof．．We　take　K　as　the　fractional　field　of　Q［［κ，：y］］，putψ：＝κρ十ッσ，and　apply　Theorem　6．2　to　have：

　　　　　　　exp（c（κρ十こソσ）（1））＝exp＃（（exp（c（κρ十ッσ））一1）（1））．

Thi・id・ntity・a・・peci・正ize　at・・一1・・d　gives　th・desired　f・・m・1・，　b・th』ides。f　whi、h　b，1。ng　t。廠。h（2，．Q）

［［κ，二y］］．

Corollary　6．4．　（cf．［10，　Corollary　2．2］）　晩んαひε

（i）　d1・・d・1・／‘！ノ！一Σdp1，、灘π1＃d。，，，＃π2＃…／π1！・，！…P1！〃・p，！π・…91！πlg、！π・…，

（ii）　　Slo直So1ゴ／ε！ノ！＝Σ［P191π1，P2（12π2，＿］／π1！π2！…P1！πlp2！π2…　（11！π1（12！π2…，

ωんθrθむんθSα㎜mα亡ε・πsrα㎎θ・UθrαZZ㈱α・翻・η8（　　π1　　　π2Plα1　　　，　P292　　　，　，・・）φ（ヴ）．

Proof．　Expanding　both　sides　of　the　identity　of　Theorem　6．3　as　powerseries　inκandッ，　and　picking　out　the　coef－

ficients　ofκiツノ，　we　obtai耳（i）．　ApPlying　Mah－1：Mah（2，　Q）一→Sym（2，　Q）to（i）gives（ii）immediately．

Remark　6．5．（cf．［10，　Remark　2．3］，［1，　pp．89－90］，［9，　pp．105－106］）Defining　the　dbμうZθ一加deκθd　BθZZ　po砂πo一

脚Z・K・＝Z・（9ゐε1ん十2≧1）・fi・d・terminates　g・・（ん＋2≧1）by

（1）　1十Σ｝傷κ汐ノ／‘！ノ！：＝exp（Σgりんily∫／ε！ノ！），
　　　　　　　　　　言＋ノ≧［　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　汁ノ≧l

we　see　that

　　　　　　　1＋、蔦≧1猟・・‘ッ燭！：＝・xp＃（Σ（∫厚κiニゾ／ε！ノ！‘＋」≧1）＝・xp（41・・＋d・1ツ）・

wh・・e猟・d…tes　th・X・i・t・・m・・f　d・・（ん十ゼ≧1）with・espect仁・＃一P・・d・・t…dth・1・・t・quali㌻y　f・ll・wr

from　Theorem　6．3．　Thus　we　have

　　　　　　　y＃‘ノ＝6Z．10i（101；

see　corollary　6．4（i）．　Note　that，　as　in　the　case　of　the　usual　Bell　polynomials，　the　double－indeked　Bell　polynb－

mials　appear　in　the　differential　formulas　for　composite　function『．　For　example，　we　have

（2）　（a・∂。ノ’）・・p（9（亡，・））一・xp（8（ち・））・Z、（8・…（亡μ）1ん＋2≧1）

with∂‘＝∂／∂‘，　a＝∂／∂μ，　and　8（ゐ・の（亡，の＝∂¢た∂、　e　8（‘，の；to　see　this，　we　compute：
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　　　　　　　（Σ．ガ∠ゾ∂」∂ノ／ε！ノ！i，ノ≧O）・・p（9（・，・））＝・xp！・a＋・∂・）（・x・（9（亡・・）））．

　　　　　　　一・xp（・xp（・∂汁グ∂の9（・・の）一・xp（（1＋、再．。・y∂・‘∂鋤！）9（亡・の）

　　　　　　　一exp鯛）・x嵯1・汐’・（‘ヴ）（ちμ）／‘！ノ！）

　　　　　　　一・xp（9（ち・））（1＋認≧1X・（8（陀’ε1（ちの1ん．†遡≧1）・‘・燭！）・

where・xp（・∂汁ン・の1・th・M・・lau・…xp・…6・m・p・・…g・・alg・b・a　m・・ph・・m，　and・h・1・・t・qual・・￥・・ll

lows　from（1）．　Taking　out　the　coefficients　ofκy　on　the　leftmo6七and　rightm6st　sides　gives（2．）．

A・an・・her　p・・t・r・1・・case・・．
E…re b5・琴，．平・g’・・ag・gr・a’⑳・・f　T与・gre胆613．l

Propositioロ6．6．　（cf．［10，　PropositiQn　2．4］）　V陀んαひθ読］y【ah（2．，　Q）［［κ，ツ］］亡んαむ

　　　　　　　・耳P（〈・ρPσq＋・ρr6り（1））一・xp＃（（6・p（晒9＋・・rσS）．一1）Φ）・　，

吻・ρ・伽・…ん・…・α・伽蜘P・・P・・…6…12・．．凋・・加厩αd・・．

　　　　　　　・xp．（砺，κ＋d．、ッ）；e・p＃（，Σd。・吻汁・ノκy／‘！ノ！　　　　　　　　　　　　　　　　汁ノ≧1）．　．・

（p十g≧1，r．十s≧1）．2Voむθ漉α亡ω記んp＝s＝1α認g＝r＝0ωθrθcoびθr　Theorem　6．3．

P…f・S・卑・a・th・t・f　Th…em　6・3・xcept　that　we　put　he「eψ：＝κρPσ9 �Dツρ「σε・

R6markS． U．7．（i）（cfl［10，　Corollary　2．5］）By　Proposition．6．6．and．Remark．6．5，、　we　have：

　　　　　　　・xp（d…千d・・ツ）一1＋認≧1猶・・（d岬・・一1ん＋4．≧1）酬‘！ノち

so　that

　　　　　　　dpqfφ・ノー践（d。、＋．，，9、．，■ん＋4≧1）（．ε＋ノ≧1），

i．・．，C…il・・y　6．4（i）wit臨replaced圃碑＋一1・．　ApPlyi・g　M・h－i・M・h（2，　Q）一Sym（2，　Q）・n　b・th

lsides・w・・b・・i脚・xpressi・n　f・・…‘・・S’a・1i・・ar　c・ゆati・n・f　aug血・㌣ted一ゆal　functions・i・e・．，

Corolla士y　6．4（ii）with． 獅?ｃｅｓｓａｒｙ　modifications．

（ii）Tbe　formulas　o’Theorems　6．1，6．2，　ahd　6．3　h△ve　a　certain　resemblance　tρthe　generating　series．of　the　B611．

numbers　B＝

　　　　　　　ΣB∫が／‘！＝exp（θ‘．一1）

　　　　　　　1≧0

（see　books　on　co．mbiロatorics　for　details　of　B∂．　．　　　　　　　　　　・

纏無響総膿1鵯縣臨器画幅d画聖Q「em612；lh『P「oof’1
（iv）We　can　prove．　Theorem　6．3　and　Proposition　6．6　in．a　straightforward　manner．uSing．Prob6sition．5，1．0．　As

Theorem　6．3　is　a　particular　case　of　Proposition◎6，　we　give　here　the　proof　of　Propositiop　6．6　using　Proposition

謝p剛10，r「6pol’t’？r2匿4］．）●C岬e「thesystem．ofpa「ti昌’d’ffe「e吻lequat’o峰s’酬2’．P）

　　　　　　　∂、、（！）＝d，，！，∂。（ノ）＝4，、／

with∂．＝∂／∂κ，∂ン＝∂／ay，　and．

　　　　　　　／一1＋認≦1！翻ノ・・∈M・h（2・Q）・

w6　easily　see　that　the　unique．solution　is　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　二
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　　　　　　／＝exp（（1pqκ十（ゐ，ツ）．

　　　　　　　　　　　　　　　Σ　dpi切，qi＋，ノκ1：ゾ／‘！ノ！），we　compute：Putting　9＝exp＃（
　　　　　　　　　　　　　　汁ノ≧1

　　　　　　　∂・（9）＝8＃（、再≧1．嘱・q副一’ソ／（ご一1）！ノ！）ニd・・＃8＋9＃（、需≧μ・＋P・・…q一酬ε！ノ！）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　‘≧l

note　that　p‘十η’十φ十訂＝（p十g）ε十（r十s）ノ≧‘十ノ≧1．　Besides　we　havel

　　　　　　　、＋多≧μ・＋…＋・＃∂㌔妃（9）．

　　　　　　　＝Σ（1ρ＋々，9＋ε＃9＃（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂＃・、，（d向，φ＋・・）・’ヅ岬）

　　　　　　　　　た十ε≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε＋ノ≧1

　　　　　　　ニ9＃（、再≧1μ融9＋・＃∂＃d・・（d・汁・ノ・q汁・ノ）・w‘！ノ！）

　　　　　　　　　　　　た十ε≧1

　　　　　　　＝9＃（Σdρ＋ρ‘＋嬬9＋q汁、ノκ‘ly1／ε！ノ！）．

　　　　　　　　　　　　ε＋ノ≧1

Hence：

　　　　　　　∂・（8）＝d・・＃8㌔苓≧μ・＋…＋・＃∂＃・、，（8）

　　　　　　　　　　　＝（d・・＃㌔早≧1d・＋…＋・＃∂＃・、2（9）

　　　　　　　　　　　±（∫ρ，8　（by　Proposition　5．10）；

similarly　we　have∂ン（8）＝d．、8．　Since　the　constant　term　of　8　is　1，　we　obtain．∫＝8．

　　In　fact，　identity（1）of　Proposition　5。10　is　considered　as　an　exprgssion　of（1）of　Theorem　661　in　the　case　of

EndQ（Mah（2，　Q））．

7．　Hopf　Algebra　Structure

We　put

　　　　　　E（κ，ッ）：＝exp＃（dl・．κ＋4・1ッ）＝・xp（（1・9（1＋κρ＋y・））（1））

　　　　　　　　　　　　　　一・・p（、…1（（一1）‘一1殊ぞ．、ωd…」・り

（see　Proposition　5．12），and　recall　that

　　　　　　A（ちの＝Σαiノがαノ＝n（1＋α諾＋β、の
　　　　　　　　　　　　　　‘，ノ≧0　　　　　ε≧1

（see　th6　P・。・f・f　P・・P・・iti・n　5．1）．

Proposition　7．1．（cf．　Remarks　5．13（i））For読dθ亡θrm‘ηαホθ就，μ，κ1，．．．，κ。，ッ1，．．．，ッ。，ωθんαひθ

　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　カ

（1）、甲…ツ・）（A（ち・））＝（、要1（1＋・・亡＋ツ・の）A（亡・の

（η0εθ伽‘1r（κらッ∂αr召況鷹α殉CO舵m漁伽θ）．

Proof．　First　observe　that

　　　　　　E（κ，：y）（αiノ）＝Σ（（d10κ十（101ツ）＃∀ん！）（α‘∫）＝αrノ十κα‘一U十yαぎ」一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　た≧1

with　the　convention　thatαたε＝0（んくOorぜく0）；see　Definition．5．7．　Hence　we　see　that

　　　　　　E（。，ツ）（A（ちの）一ΣE（・1ッ）（・、ノ）が・・耳（1＋・亡＋．y・）ム（亡，・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε，ノ≧o

Induction　onπgives（1）．
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Proposition　7二2．　（cf．．［3，　PP．21－23］）　W2んαひ6

　　　　　　　庶ラ）（α、、（τ，フ））一、蕩．、．伽時）…節）u・ノ≧・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ＋9呂ノ

ωhθrθE（←←κ，ツ）：＝H五1（κf，）の．

　　　　　　　　　　　　　　　1≧l

P…f・T・ki・g　th・limit・→∞・・bgth・id…f（1）・f　P・・P・・iゆ．7・1　gives

　　　，玖属ラ）（A（ちの）7λ（ち移）A（ち蕊）

w・・hλ（ちのニΣα‘ノ（努，ラ）がωノ＝H（1十κ‘む十ツ　　　　．ε，ノ≧O　　　　　　　　　　l≧1）…k・・gr・tt耳ec・・ff・…n七・・蜘f・・m…h・’des・fth・

above　idgntity，　we　obtain　the　result．

R・m・・k6・・1・．（・）．…d・・」・…un・r・・…1・h・b…拡・ア・万・w・61・th・・

　　　　　　　αごノ（茨デ∪姦「，ラ∪7「）＝Σα々‘（「万，5ア）αρq（7，万），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た十P＝王，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど＋α藷ノ
since

　　　　　　　、、晃。α・．（烹∪π5u7）が・’一λ（ちのA（ち・）

isee　the　proof　of　Proposition　7．2）巴Hence　we　c3n　rest艮te　Propo畠ition　7．2　as

　　　　　　　E（←←κ，ツ）（・、、（面恥））一期（㌃∪〈r，ヲ∪万）（らノ≧o）．

（・・）S・nce　Sym（・，　Q）一Q［…商≧1］w・・h砺（・．＋ノ≧1）…m・・g・嬉・1・・b・・・・…，w・hav・・hr　na…al

identification：

　　　　　　　Sym（2，　Q）⑭Sym（2，　Q）≧Q［α、、（を，ラ），・、、（妄，万）li＋1≧1〕．

　　　　　　　　　　　　　　　　　砺⑭α、ゼー一．・燕，予）伽（7，万），

・here歯d・n・・es　th・t・n…p・・d・・t　6ver　Q・．

ほii．｝　NVe　have

　　　　　　　E（一一、91ex・（、§1（（一1）肪）、＋弓．、（夷）・ゆ・り

　　　　　　　　　　　　　　一・xp（Σ（（」1ノ≧1）帆＋弓二、（ゐ）…（葡）伽

see・h・first　p・・ag・aph・f　this　secti・n），・・th皐t　E（←←κ，ツ）i・ah・xp・n・血ti・1・f・d・・ivati・n；h・nce　it　gives　a　Q一

品二塁鴇mS・m（21Q）igtoSγm（2・Q）rSアn（2・Q）．噸“ghthenatu「al．id⑳f’cat’onof（”）・We

　　　　　　　E・sym（2，　Q）．一』sym（2，　Q）⑭sym（2，．Q）．

　　　　　　　　　　　　　　　　αεノ・一一→Σαたε⑭αPα．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん十ρ冨ε，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ＋q＝ノ

・・mm…4・（・f・［・・PP・・7L・72］，［・，　PP・27－29］）…E・・剛融・R・甲・・k・7・・餌）・．・㈱1・

　　　　　　　ε　：Sym（2，　Q）→Q，ε（α‘ノ）：＝Q　（‘十ノ≧1），ε（1）：＝1；

　　　　　　　γ：』Sy血（2，　Q）・一Sym（2，母），・（砺）・一（一1）㌦・（‘，ノ≧q），

・・・…． c剛加解・・…Q一三…α．m・廊璽・・勉・・ω魏・

　　　　　　　（E⑭id）．E＝（id⑭E）．E・（．・．⑭id）．E自id，

ω娩伽‘d・呵ε・伽・Q⑭sアm（2・Q）≡．sy皿（2・Q）・・記
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　　　　　　　　Σγ（α々のαρα＝ε（α‘」）（ε，ノ≧0）．

　　　　　　た十ρ；‘，

　　　　　　9＋q＝ノ

ωε腕εんθ几α伽rα♂碗ノθcε‘oπQ⊂Sym（2，　Q）．

Proof．　By　straightforward　computationS．

Definition　7．5．（cf．［2，　pp．171－172］，［3，　pp．27－29］）By　virtue　of　Lemma　7．4　we　can　define　the　Hopf　algebra

（Sym（2，　Q）；Eゴε，γ）with　comultiplicatiob　E，　counitε，and．antipodeγ；it　is　commutative　and　cocommuta－

tive．

Remark　7．6．　Defining　on　the　polynomial　algebra　Q［X，　y］the　comultiplication△：Q［X，　y］一→Q［X，　y］⑭

Q［X，y］by△（X‘｝η）：＝（X⑭1十1⑭．X）‘（y⑭1十1⑭y）1，　and　putting．V隣ノ：＝X‘y」’／ε！ノ！，we　have

　　　　　　　△（w！ノ．）＝ΣW規⑭肌q（‘，ノ≧0）．
　　　　　　　　　　　　　　　舛；：1’

・Such　a　double－indexed　sequence　as四ノ（‘，ノ≧0）in　a　coalgebra　might　be　called　a　sequence　of（10α配e一（五ひ‘（1ed

加ωεrs（cf．［2，　p．170］）．　Using　this　term　we　could　say　thatαごノ（‘，ノ≧0）form　a　sequence　of　double－divided

powers　in（Sym（2，．　Q）；E，ε，γ）；see　Remarks　7．3（iii）．

　　　Note　that，　puttingκ：＝X⑭1，κL：＝1⑭X，ッ：＝y⑭1，）11二＝1⑭y，　we　can　write　as

　　　　　　　△　＝exp（κ1∂／∂κ十ツ1∂／∂ヒy），

which　is　the　Maclaurin　expansion　map　in　two　indeterminates．

P・・P・・iti・b　7．7．（・f．．［2；PP．170，172］，．［3；PP．21，23］）晩勧・・

（i）み）rαmoンτ01ηεαZルπC加0πλ，

　　　　　　　E（λ）＝Σμ⑭り

ω髭んSμπLmα‘‘0π0ひerα．Z♂Pαかs（ゾ伽αr翻。πs（μ，・）謡Cん醜αεμUり＝λ，ωh2rθμ∪レ　4θπ0‘θ8疏θbψαr加一

泥めπωんosεbな）αr‘sαrθ亡んosε（ゾμ　απd　り　（sθεαZso亡hθノケs‘∫）αrα8rqρんq／Section　4）；

（ii）　プbrαpoωθrsωπL　Sεノ（‘十ノ≧1），

　　　　　　　E（8の一8、、⑭1十1⑭s、，

so漉α‘Si」（‘十ノ≧1）αrθprεπL咽びθθZθηzθ説s厩（Sym（2，　Q）；E，ε，γ）．

Proof．　For　anyア（7，万）∈Sym（2，　Q）＝Q［αε∫1‘十ノ≧1］，we　have　by　Remarks　7。3（i）and（iii）that

　　　　　　　E（←←κ，ツ）（！（㌘，万））一！（妄∪7，ラ∪万）．

Hence　we　see　by　Definitions　2．1（iii）and（iv）that

　　　　　　　E（←←κ，ツ）（λ（7，蓼「））＝λ（「万u「菱一，ワ∪拓「）＝Σμ（悔，ラ）ソ（π，万）

with　summation　over　all　pairs　of　bipartitions（μ，ソ）such　thatμ∪レ＝λ．By　the　natural　identification（see

Remarks　7．3（ii）and（iii））we　obtain（i）．　In　particular，　ifλis　a　bipartition（ij）having　one　bipart，　then　the

summation　reduces　to　be　over　the　two　pairs（（ガ），φ）and（φ，（の），　so　that

　　　　　　　E（←←κ，ツ）（・、、（7，万））一・、ノ（努∪葱，ヲ∪万）＝・、ノ（烹，ラ）＋・、、（7，万），

since　sφ＝1．　We　obtain（ii）through　the　natural　identification．
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Remark． V．8．　Proposition　5．4（dlゴ

elements）1．　see［2，　p．174］．．

are　derivations）can　be　related．to　Proposition．7．7（ii）（sl／are　primitive

［i］

［2］

［3］

［4］

［5． n

［6］

［7］

［8］

［9］

［10］

［11］

［12］
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名古屋工業大学紀要　第46巻（1994）187Symmetric　Functions　in　Two　Alphabets　　　　Kazuo　UENO＊D¢ραrオmθ麗（ゾMα孟んεmα亡‘cs（Received　August　31，1994）We　study　the　algebra　of　symmetric　functions　in　two　sets　of　commutative　indeterminateswhich　we　call　alphabets．　It　was　treated　in　some　detail　by　MacMahon［5］，［8］long　ago；how−ever，　his　expositions　seem　a　little　unclear　in　some　points．　We　rearrange　his　theory　and　give　ajustification　for　its　basis．　We　also　deal　with　the　generating　series　of　the　double−indexed　Bellpolynomials　in　connection　to　a　formula　for　MacMahon　operators，　and　give　a　HOpf　algebrastructure　defined　on　the　algebra　of　symmetric・functions　in　t脚。　alphabets．1．　lntroductionThe　algebra　of　symmetric　functions　in　two　alphabets，　denoted　here　by　Sym（2，　Q）（．see　Definitions　2．1），wastreated　in　some　detail　by　MacMahon［5］，［8］；however，　he　did　not　give　a　proof　of　algebraic　independence　ofpowersums，　elementary　functions，　or　c6mplete　functions（see　Definitions　2．1　and　3．1）．　To　our　knowledge，　noproof　has　been　given　of　their　algebraic　indeかendence．　In　Section　2　we　will　give　a　proof　of　algebraic　independenceof　powersums　in　two　alphabets（Theorem　2．3），from　which　follows　algebraic　independence　of　elementary　func−tions（or　complete　functions）immediately（Theorem　3．4）．　　　We　remark　that　the　usual　proof　of　algebraic　independence　of　elementary　symmetric　functions　in　one　alpha−bet（see［4，　p。13］）does　not　e．xtend　in　a　straightforward　manner　to　the　two　alphabet　case；the　matrix　tables　in［5，p．532］or［8，p．331］show　that　the　transition　matrices　relating　elementary　functions　and　monomialfunctions　in　two　alphabets（see　Definitions　2．1）are　rather　complicated　and　we　should　work　over　Q　rather　thanZ．Our　proof　of　Theorem　2．3　is　an　extension　of　the　pr60f　Qf　algebraic　independence　of　powersums　in　onealphabet．given　by　van　der　Corput［12］．　　　In　Section　4　we　introduce　a　scalar　product　on　Sym．（2，　Q）；its　definition　and　associated　properties　almostparallel　those　of　the　scalar　product　in　the　one　alphabet　case［4，　pp．34−35］once　the　two　Q−algebra　bases　of　Sym（2，Q），complete　functions　and　powersums，　are　given．　　　Section　5　develops　the　basic　results　of　the　operator　calculus　on　Sym（2，　Q）lmost　of．which　originally　ap−peared　in［5］or［8］explicitly　or　implicitly．　We　rearrange　them．in　the　setting　constructed　in　the　precedingsections；in　particular，　we．　define　MacMahon　operators　through　the　scalar　product　introduced　in　Section　4，following　the　line　of　reasoning　of［4，　pp．43−45，　Ex．3．］which　deals　with　Hammond　operators　in　the　one　alphabet．casβ．　The　algebraic　independence　of　powersums，　elementary　functions，　or　complete　functions　in　tw．o　albhabetsprovides　a　justification　for　introducing　the　differential　operators　acting　on　Sym（2，　Q）［5，　pp．488−495］，［8，⇔．p．297−310］．　　　In　Section　6　we　first　consider　a　general　formula，　which　gives　an　exponential　generating　series　expression　ofaset．partition　opera仁ion　given　in　form　as　a　relation　between　two　multiplication　rules　defined　in　a　commutativealgebra（Theorem　6．1）．　As　an　application　of　this　formula，　we　show　an　exponential　identity　for　certain．oper−ators　acting　on　symmetric　functions（Theorem　6．2）．　We　note　that　MacMahon　essentially　observed　both　ofTheorems　6．1　and　6．2（see　the　references　preceding　these　theorems）；however，　his　proofs　seem　a　little　unclear．As　particular　cases　of　Theorem　6．2，　we　give　two　formulas　for　MacMahon　operators（Theorem　6．．3，　Proposition＊Supported　by　Grant−in・Aid　for　Scientific　Research　No．04740030，　Ministry　of　Education，　Science　and　Culture188Bulle七in　of　Nagoya　Insもitute．of　Technology　Vol．46（1994）6．6），．which　give　explicit　relations　between　the　two　multiplications　on　the　MacMahon　operators　defined　in　Sec．tion　5（Corollary　6．4，　Remarks　6．7．（i））．　The　formula　of　Theorem　6．31inks　t◇the　generating　series　of　thedouble−indexed　Bell　polyno卑ials　that　appear　in　t与e　partial　differentiation　formulas　for　co甲pσsite　functions（Remark　6．5）．　W6　remark　that　Theorem　6．3　and　Proposition　6。6　can　be　proved　in　a　straightforward噸nnerusing　Proposition　5．10（Rem吊rks　6．7（iv））．　　In　Section　7　we　giv6　a　Hopf　algebra　structure　defined　on　Sym（2ゴQ）（Definition　7．5），using．the　formula　ofP，。P。、iti。n　5．12；it　is　a　g・nerali・ati・n・f　th・H・pf・lg・b・a・f・ymm・t・i・f・n・ti・n・i・・n・alph・b・t［2，　PP・171−175」，［3，pp．27−29］．　　W，treat　i。　thi』P。per　tw。　alph・b・t・i・・t・ad・f　several・lph・b・t串f・・the　sak・・f・impli・ity・f・・t・ti・n（・f．［5；PP．482，536］，［8，　PP．280−281］）．0・th・・ther　hand・a・r・m・・k・d　i・．［5，　P・536L　P・・P・・iti・n・and　fg・m・1・・i・the　one　alphabet　case［10］．can　be　deduced　by　specialization丘omも与e　corresponding　ones　ip　the　two　alphabetcase；for　example，［10，　Propositioh　2．1］from　Theorem　63　by　the　specialization　tha七β・．：＝0（ε≧1）andツ：＝0（see　Definitions　2ユ（iv））．　　　Part　of　the　results　ob七ained　here　have　been　announced　in［11］．F2．Powersums　ih　Two　A［phabetsWe　first　give　some　notation　and　terminology：D・fi・iti・n・2ユ．（ρf．［与，　P⇔．482−48β］．C［8，　PP・281−282］）（i）An　4pんαうεεis　for　us　a　countab正y　infinite　set．　of　commutative　indeterminates；see　also（iv）below．・（il）Aわψαr亡‘亡θ駕ηめεr，　or配側πめθr　for　short，．i合（‘，ノ）∈Z2　with‘，ノ≧Oand‘十ノ≧1．（iii）A伽・亡吻・・亡‘亡‘・・，・・伽・蘭・・f・r　sh・・t，　i・．・p・・titi6・・f・binum炉er・i…；arepresent・ti・n・f・binumber　a・a・um・f　blnumbers　with・・der．・f・・mmandも・・t　t・k・n．　i・t・acc・unt；the　summand・areρ・ll・d�潟ｿrオs．（iv）We　denote　by戸the　set　of　positive　integers．　Letτ＝｛α．、1‘∈P｝and万＝（β、1‘∈P｝be　two畠lphabets．andlet　　　　　　　　（P191，P292，P393，陰。・）be　a　bipartition　with．（pl，g1），（p2，（12），（p3，g3），＿its　biparts．　AπLoπ01η‘αZ　Sy〃zmθ‘r‘oルπc亡∫oη加‘ωoα1ρhα一わθ亡s，orητoπo而αZルπc亡‘oμfor．　short，　is　a『um　of　the　form　　　　　　　　Σ・11P1β・1q1α♂2β・，92べβ・、q3…wher6（L1，‘2，L3，　●。・）．is　a　finite　per血utation　of（．1，2，3，＿），i．e．，permutation　of　P　with乱＝ん．for　all　sufficiently．．1・・geん，　and　th・．・umm・ti・n　i・t・k・n・ver　all　di・ti・・t・u・h　m・Hpmi・16・．晩伽亡・亡ん・卿・翻．加r伽αs−socεα亡α∫ω‘亡ん顔ραr蕊む60η（P1α1，P・92ナP3α3，．・∴）の腕θ．8απLθ剛ηψoZ（P191，P292，P3α3，…）・Note　that　repetitionsof　bipa士ts　are　allowed．（v）Let．（p14正π1，p2α2π2，＿．）be　a　bipartiti6n．withやipart．（μ．，g∂repe吊tedπ正ti血es．　Anα召gmθπ亡θ（1　moπoπ乙εαZル1τc古ε01τ，denoted　by　　　　　　　［P1．41π’，P・9・π2，＿］，i、d，fi。，dt。b，．Dπ1！。、！…．（四1π1，．P、．ｿ、π2，．．），（．vi）．．ApoωθrSμm　is　a　monomial　fuilcti6n．associated　with　bipartition侮）haマing　one　bipart．正t　is　d6noted　bySiノ．（Vll）．W・d・h・t・もy　Sy即（．2，　Q）th・Q−li・・食r　space　sp・h・・d　by・ll　m・n・mi・l　fμ・・ti・n・・　　　　　　　Sy画（2，　Q）＝��Q・（Plgl．，P292，P3α3，…）名古屋工業大学紀要　第46巻（1994）189with　direct　sum　over　all　bipartitions　including　theθ加μッ伽αr亡1亡loηφω励ωんlcん11sαsso磁擁．　We　call　anelement　of　Syln（2，　Q）a剛π乙ηzθ亡rlc知πc亡lo厄π亡ωoα1ρhαうθ亡s．　Note　that　　　　　　Sym（2，　Q）＝∈E）Q・［P191，P292，P3α3，＿］．Proposition　22．POωersμητ8．WξhαひθSym（2，　Q）＝Q［8」ノ1‘十ノ≧1］，　i．e．，　Sym（2，　Q）εs亡んθQ一α佐θbrα9θηθrα‘εd猷yαZZProof．　We　first　note　that（cf．［12，　p．224］）（1）　［四1・P・9・；…，P・9・］［P・＋19・＋・］　　　　　　　＝［P191，P292，…，P・＋lg・＋1］＋［P・＋P，＋191＋α．＋1，P、9、，＿，P，9．］＋．．．　　　　　　　　十［Pl（〜1，＿，P一1（1．一王，P．十P，＋1（1．十（〜．＋王］．Put　8：＝・Q［s‘ノ1‘十ノ≧1］．　Clearly　sσ＝（ガ）＝［ガ］∈Sym（2，　Q）and　sり∈S．　　To　show　that　Sym（2，　Q）i≡S，　we　use（1）as　　　　　　　［P1（1Σ，P2α2，…，P・＋19・＋1］　　　　　　　一［P191，，・・，、ρr（1r］［P．＋19．＋1］一［P1＋P．＋19、＋9，＋、，P、9、，＿，P，9月一…　　　　　　　　一［Plgl，＿，P，一19，一正，P．十P．＋19，十（1，＋1］；by　induction　on　r，　we　see　that［P正91，…　，P’＋1（1r＋1］∈S．　Thus　for　any　bipartition，　the　corresponding．lnonomialfunction　belongs　to　S．　Hence　Sym（2，　Q）⊆S．　　C・・versely・assum・th・t　f・r・・y　bip・・titi・n・f　th・f・・m（P191，P2（12，…，P・9・），乾1，1ら、4、…肺．　b・1・ng・t・Sym（2，　Q）；彰1α1｛》292…殉g，　is　a　Q−linear　combination　of　some　augmented　monomial　functions．　To　show　thatら1ql％σ2＿％．＋lg．＋1∈Sym（2，　Q），　we　have　only　to　consider　terms　of　the　form［p　1’g1’，　p2’q2’，．．．，p¢’p〆］［p．＋lg．＋1］；this　expression　belongs　to　Sym（2，　Q）because　of（1）．　Thus　all　the　monomial　expressions　in　powersumsbelong　to　Sym（2，　Q），　Hence　8集Sym（2，　Q）．Theorem　2．3．　s‘ノ（‘十ノ≧1）αrθα�sθわrα‘cαZ4y‘η（∫βρθπ（1θη亡。びθr　Q．Proof．　It　suffices　to　show　that　siノ（‘十ノ≧1，0≦‘，ノ≦p）are　algebraically　independent　over　Q　for　p∈P．　Putr：＝（1十p）2−1．Letプ（XI，X2，＿，　X）∈Q［X1，X2，．．．，　X］with　Xl，X2，．．．．，　Xレindeterminates　and　assumethat／（801，　so2，．．．，　soP，810，8H，＿．，s功，．．．．，8ρo，8ρ1，．．．，　sρρ）＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　　L・t・1・………∈Pand　p・t砿：＝、Σ1…C・n・ider　the　speci・li・ati・岬・Syln（2・Q）一一Q・u中th・t（・f・［12，pp．223r224］）：　　　　　　　〜ρ（α々）：＝O　　for　　1≦ん≦乙弓　　and　　ん≧乙孤島1，　　　　　　　　　　　　　　1　　for　乙�e十1≦ん≦　σ2P＋監，　　　　　　　　　　　　　　　…　　　，　　　　　　　　　　　　　　‘　　for　　ひ・〔1＋P）＿1−1−1≦ん≦　〔11ε＋1）P＋i，　　　　　　　　　　　　　　・●●，　　　　　　　　　　　　　　pf・・．砿，叶、＋1≦ん≦α。＋1、。＋。一α；　　　　　　9）（β、）：＝O　for　こる＋1≦ん≦こる＋1，　σ、（、＋P）＿士≦ん≦σ，（1＋ρ），．．．，こる（1＋P）＿1≦ん≦ころ（1＋ρ），　and．　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん≧α十1，　　　　　　　　　　　　　　1　　for　　1≦ん≦z渉1＝σ1，σ1＋ρ十1≦ん≦ひ1＋P）＋1，σ2（1＋ρ）十1≦ん≦σ2〔亙＋P）＋i，．．．，　and　　　　　　　　　　　　　　　　　　の（1＋P｝＋1≦ん≦砿（1．。）＋1，　　　　　　　　　　　　　　・・，，190Bulletin　of　Nagoya．lhstitute　of　Technology　yol．46（1994＞　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　for　　こZ｝＿1十・1　≦．1己≦　ころ・，　〔入1＋P）＋ノーL十　1　≦　ん≦　σ1．＋P＋∫，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ2．（1＋p）＋ノー、十1≦ん≦σ2（L＋ρ）＋ノ，＿，and切（1＋ρ）＋ノーL十1≦ん≦砿（1＋p）＋ノ，　　　　　　　　　　　　　　　。●●，「　　　　　　　　　　　　　　　P’for　　乙�e＿1十1≦ん≦こZ』，　σ2P十1≦ん≦σ2P＋1，．．．，　and　　　　　　　　　　　　　　　　　　　研1＋。，・．、＋・≦ん≦¢1＋。・％1＋H・Put　next　the孟atrix　　　　　　　ム・一［プ］。≦、、．、with　the　c・nv・nti・n　th・t　O・・』1and　consider　also　the　matrix　　　　　　　ム�MA・＝［ノ・A］。≦、ノ．。．・・nce　d・tA≠．．・・w・hav・d・t（A�MA）一（4・t4）2（’＋・）轣E・…h・l　　　　　　　A�MA．∈σ五（（1＋P）．2，Q），L・・…th・m・・…A�MA　wi・h・h・flrst・・w・h…1・m・d・1・・6・．・・nce　th・f・1・七・・w・f　A�MA・・（1，・一・・，1）and　the　first　column‘（1，6，．．．，0），we　have　　　　　　　C∈G五（（1＋P）2−1，Q）＝G五（r，Q）．Put　　　　　　　［31・一9［訂Then　we　h耳ve：　　　　　　　望（…）．』・・（・＋・…（o≦‘・ノ≦ρ，汁≧1）・．認猫灘灘欝htfo「w昨dcOmputat’gn∵Otethatthecase‘ニOand1≦帥Uld　　　　　　　‘（・（・・1），・（…）一…望（…）・・（Sl・），…，ψ（S1・）∵．…望（S・・）∵，ψ（S・））＝び＝衡，黙．譜磁翻趨i蕊謬翻�gllOmt与e夙Slumpt’On／（SOL’『鉾”’●’s　’．”●∴S1∵’　　　　　　　0一！（9（s．。1），…，．ψ（飾））〒！くび1，…，・・）f6，　any。とP・．　N。・，　th・・ci・i・d・p・・d・n・・f・h・ice・f・．　T・k・an・・her　set・f　i・d・t・・minates　y一．（y1，＿，yl）and　d，n。t，　byδth6　Q．alg，b，a　i、。m。・phi・m　i・duced　by　X　I↓Cy，　i．・．，X1一（εth・・w・f．0）・・（．y1，．．．潟）（H，，．．Cr）．　Put　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　9（Y）1ニσ（！（X））＝ノ（oy）∈Q［y］．Th，n，．　f。，．any。∈P・，　w，　hav・g（の一ノ（ω一！（の一〇．　H・nce（・f．［12，　P．224］）8（y）一・i・g［y］，．・・th・・　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　／（X）＝σ1（8（y））＝OinQ［X］．Th・・we　see　th・t＆・（0≦ε，ノ≦メ〕，‘一トノ≧1）．・・e．・lg・b・ai・ally　i・d・p・nd・・t…rQ・　　C。mbi。i。g　P，。P。、iti。n　2．2　and　Th・・rem　2．a，　w・arri・・at・Theorem　2．4．銑θsfノ（ε十ノ≧1）！orηz　a　Q一α�sθうrαわαs‘s（ゾSym（2，Q）．名古屋工業大学紀要　第46巻（1994）1913．Elementary　Functions　and　Complete　Functions　in　Two　AlphabetsDefillitions　3．1．（cf．［5，　pp．482−483，487］，［8，　pp．280，283−284］）（i）　TheθZθηzθπむα7ッミソπLηzθ古r‘oル1zo亡εoπs‘1τ亡ωoαを）んαbε亡s，　orεZθηzθπ‘αrlyμπc翻01zs　for　short，　denoted　byα夢（‘十ノ≧1）are　defined　by　the　generating　series　　　　　　　Σα、ノκ’ツノ：＝II（1＋αたん＋βた∠y）　　　　　　　　　　　　　　　　　　々≧L　　　　　　ε，ノ≧OwithαGO＝1．（ii）　The　coηψZθむθsじyητ1γLθ亡r‘cル1τc亡‘αzs読亡ωoα加hαbθ亡8，0r　co即Zε亡θルπc蕊01τ8　for　short，　denoted　byんεノ（‘十ノ≧1）are　defined　by　the　generating　series　　　　　　　Σん」κ‘ツ」：＝II（1一．α、κ一βたツ）『1　　　　　　‘．ノ≧0　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん≧lwithんoo＝1．　　W・will・h・w　th・t・a・h・f　the　set・圃‘＋ノ≧1｝，｛ん・1‘＋ノ≧1｝f・・m・aQ−alg・b・a　b・・i・・f　Sym（2，　Q）・We　need　two　lemmas．正emma　3。2．　Lε亡Kうεα／ごθ隔月d　Zε亡X、，＿，Xみわθα�sεわrα‘cα殉επ乖Pθ認θπ‘ooθr　K．がyl，＿，｝�j∈k［X、，．．．，革］αrθS・・痂・εκ［y正，．．．，　｝�e］＝K［x1，．＿，。乱］・吻・y・・…・K・・θα�s・わ・α‘・αZ垣吻・融亡・・θ・K・Proof．　Use　the　definition　of　height　for　prime　ideals；see　books　on　commutative　algebra．Lemma　3．3．（［5，　pp．486−488］，［8，　p．283−284］）五θむ（p，g）わθαわ厩α濡わθr。η乞θπωθんαひθ：（i）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π（ii）（iii）（iv）ωhθrθ　‘Proof．（71）・＋・一1（（力＋α一1）！／P！α！）・。，一Σ（一1）H（（4−1）！／π1！・・！…）砺、，1Lα。、，、π2…，（一1）P＋・一1α画一Σ（（P1十α艮一1）！／pl！91！）π’（（P・＋9一1）！／P・！9・！）π2…（（一1）ε一1／π1！・・！…）・。1，1π1ら、，，π2…，（一1）・＋・一しん。。＝Σ（一1）‘　1（2！／・・！・・！…）％1，1π’α。，，、〃2…，（一1）・＋ザ1α，，一Σ（一1）’皿1（6！／π1！・・！…）ん。1，1π1h。，，、π2…，遡：＝Σπ‘απ（∫εんθS召1γLηταε‘01τsrαπ9θ0ひεrαπわψαr‘‘亡‘0πS（P夏（11π�dP2（12π2，．．．）め琵んΣμπi＝P・αηd　　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εΣ（〜iπぎ＝（1．　　　　　　By　simple　generating　series　computations；see［8，　pp．282−284］for　details．Theorem　3．4．銑εαiノ（ε十ノ≧1）！orπzαQ一α�seδrαわαs‘s　qズSym（2，　Q），叩d　so　do‘んθゐ‘ゴ（‘十ノ≧‘1）．Proof．　It　follows　from　Lemma　3，3（i）and．（ii）that，　for　any　p∈P，　　　　　　　Q［8i／10≦ε，ノ≦P，1十ノ≧1］＝Q［砺10≦ε，ノ≦P，‘＋ノ≧1］．Since　sεノ（0≦‘，ノ≦p，‘十ノ≧1）are　algebraically　independent　over　Q，　so　areαヴ（0≦‘，ノ≦p，ε十ノ≧1）byL・mm・3・2・H・nce，　by　Th・・rem　2・4，　Sym（2，　Q）一Q［…1ε＋ノ≧1］一Q［…1汁∫≧1］and…（‘＋ノ≧1）are・1・・b・ai・ally．　i・d・p・nd・nt・Y・・Q・The　res・lt　f・1ん・ノ（ご＋ノ≧1）f・ll・ws　simi1・・1・b…i・g　L…・3・3（iii）and（iv）．192Bulletin　of　Nagoya　Instiちute　of　Technology　Vol．46（1994）　4．　Scalar　productL・tλ一（P191・P292・P393・…）b・abip・・titi・n；λ・Z・・伽・6・s伽肌…煽・Z加・伽α・sg磁伽εん腕・玩ραr亡‘亡‘oπ（1εηoεθ（∫わ）1．亡hεsαπLθ鋸πしわoZ（cf．　Definitions　2．1（iv））．　For　such．a　bipartition，　we　put　　　　　　　h・：一ん、1、1h。，，、ん。，，、1．’wlt三一ユ．　N・t・th・t，　by　Th・・rem　3．4，　h・f・・all　bip・・titi・n・λf・・m・Q−lib・a・b・・i・・f　Sym（2，　Q）・Definition　4．1．（cf．［4，　p．341）We　define　a　scalar　product　oh　Sym（2，　Q），i．e．，　a　Q−valued　bilinear　form〈・，・〉，b．y　requiring　that　　　　　　　　．　　　　』　　　　　　　〈んλ・μ〉＝ρλμfor　all　bipartitionsλ，μ，whe陀δλμis　the　Kronecker　delta．正・mma　4．2．（6f．［4，．P．33（4．2）］）Fg吻励…�c，万，砿ω・ん…　　　　　　　　、，窪1（1一α、κ∫一β◇ヶ）一1＝Σ孤（α，β　　　　　　　　　　λ．）’λ（…）・ωん，r，伽、。珊磁伽・α�r・8・・θrαZZわ顧磁…λ，．魔λ．・Z・・伽・亡・S伽α8S・磁・d舵・π・煽αZ加・ε‘・・（sθθ亡んε！か5ゆαrα8r（卿（λブ砺ssθcむεoπ）．Proof．　We　compute：　　　　　　　−．　　　　　　　　、，塁／（・7・…一βの一1一、堅1、滞．．．…（妄・万励！　　　　　　　一、1鳶，．一・1．・1（罐）・…2師）…・1�d1ε1・躍2…　　　　　　　　　ε1，ぞ2・…≧o　　　　　　　一Σん、（←←α，β）・λ（蒐y）．　　　　　　　　　　λTh，。rem　4．3．（，f．［4，　P．34（4．6）］η、・溜・諭9亡ω…顧伽・α…伽αZ・・亡・（i）　　　．H　（17α認ノーβ◇’ノ）一・＝Σω、（乞「，万）o、（菰y），　　　　　　　i，ノ≧／　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ亡んθsμ1η1ηα亡‘o功eε�roひθrαzz伽αr亡‘o花sλ，（ii）　　　　〈Z6λ，0μ〉＝δλμ．ノ’orαZZわ加αr‘誌‘0アτS　λ，μ，幽・．（碕）・（の．・・θQ−Z‘一わ…sσ、韓、Q・気（d‘・・c・…・…αZZわ卿・‘・…�I…b・・（…））・ε・伽dの疏θ飢ραr亡‘亡‘0ηSλ　（ゾむhθわ読μηめθr（P，（1）．．Proof．　with　Lemma　4．2　being　taken　into　consideration，　the　pr60f　goes　along　almost　the　same　line　as　that　of［4，p．34，（4．6）」．　　　For　a　bipartitionλ＝（1つ1（〜1，∫）2（12，　．9．．），we　put　　　　　　　S・・一転ql｛払2q2wi囮h…一斗・（1）oηo亡coη！μsθ古配sω琵んむんθScんμrカzπc扉。ππo亡α亡‘oπ（ゾ［4］・）N…th…b・Th・・rem　2・4・r・fg・all　bipartitibnsλform　a　Q−linear　basis　of　sym（2，　Q）．正，mm。4．4．．i，f．［41　P。i÷，（2．14）］）F。吻励，ε、7，万，。晒場，翻α亡，s亡，彦，ω，ん。。、　　　　　　　　H（1一。、古一β、。）一．1一Σ押1。1λ1・8、（τ，万），、一・，　　　　　　　i≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ．伽S＿己伽わ、厩9。。，．αZZ伽，亡あ燃厩，／。．α伽。，亡ε伽λ一．（　　　　　π1　　　π2P1（11　，P292　，…），ω・μ亡名古屋工業大学紀要　第46巻（1994）193　　　　　　　1λII：ニπ1P1＋π・P・＋…，　　　　　　　1λ1、：＝π191＋π・9・＋…，　　　　　　　，、、一H（」ρ」（1ε！／（Pε十αi−1）！）π・・。．、！．　　　　　　　　　　　　諺≧1Proof．　We　compute：　　　　　　　H（1一α‘む一β泓）一’＝exp（Σlo9（（1一α・亡一β鵡）一1））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i≧1　　　　　　　‘≧1　　　　　　　＝exp（Σ（α・ε＋β‘召）γノ）　　　　　　　　　　　　　‘，ノ≧1　　　　　　　−H。xp（（（P＋．9−1）！加！9！）・。，17，万）朗　　　　　　　　　P十σ≧1　　　　　　　−H　H（（（P＋9−1）！／P！α！），。，（�c，万）亡・。・）πP・／。。，！　　　　　　　　　　　　　　　πpq≧Q　　　　　　　　　P十σ≧1　　　　　　　一Σ亡1�j1λ1零8、（←←α，β），、一1．　　　　　　　　　λP，。P。、iti。n　4．5．（，f．［4，　P．33，（4．1）コ）F。．α励。わ，亡、τ，血染玄ω，　h。。，　　　　　　、匙1（1一・…一β…）一’一尋・・一’s・（7・万）・・（汀）・　　　　．　・伽Sαπiπ臨‘0ηわ翫90ひθrαZZ顔Pαr翻0ηS．Proof．　Putting　繍：＝｛α、κノ1‘，ノ≧1｝and『再『：＝｛β‘ッ∫「‘，ノ≧1｝，we　have　　　　　　　Sp9（＜一一一一一十一■■■ακ，βッ）ニΣ　（α、κ，）P（βiこy」）q」Σα」ρβぎσ・ΣκノP∠y／9＝SpCπド万）Sσ（菰ター）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε．ノ≧11t　follows　from　Lemma　4．4　that　　　　　　　H　（1一α、κノ‘一βツノの一1＝Σむ1λ11α1λ12s、C庶，瓦7）c、d＝Σむ副1μ1ハ128、（芸『，拓「）s、（気51『）c、」1．　　　　　　i，ノ≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λSubstituting亡＝1　and　z8＝1gives　the　result．Theorem　4．6．（cf．［4，　p．35，（4．7）］）For扉ραr漉めπsλ，μ，ωθhαuθ　　　　　　　〈s、，8。〉＝δ、。c、．Proof・By　virtue　of　Proposition　4・5　we　can　apPly　Theorem　4・3　With．α・一。・一1s・andひ・一s・t60btain　the　desiredidentity．Theorem　4．7．（cf．［4，　p．35，（4。9）］）％θわ漉πθαr／brηz〈・，・〉εs｛汐mηzθ亡rεoα認pos琵εひθd（ゾ翻‘θ．Proof．．shis　follows　immediately　from　Theorem　4．6．5．．MacMahon　Operator　Algebra．By　Th・・rem　3．4　we　can　d・fi・・th・alg・b・a・nd・m・・bhi・m・・f　Sym（2，　Q）．by　setti・g・（…）・一ん・・（田≧・）withαDO＝んoo＝1．P・・P・・iti・n　5・1・（・f・［4，　P・14（2・7）］，．［5，　P・488］，［8，P・284］）ω‘・α漁・g厩ε…ω2ニid・194Bulletin　of　Nagpya互nstitute　of　Technology　VoL　46（1994）Proof．　Put　　　　　　　・4（κ，ッ）．：＝H（1＋α直κ＋β・ly）＝Σαノ・κノ）・た，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ，々≧O　　　　　　　　　　　　　　　　i≧1　　　　　　　礁ツ）：＝、91（1一α・κ一β・ツ）一正＝、，茅．。ん・・ヴ・w，hav，　H（κ，ツ）A（一・，一ツ）一1．。nat・・ally・・t・・n　Sym（2，　Q）［［・，ツ］］・nd面e　see　th・t　　　　　　　ω（A（κ，ly））＝Σω（αノた）κノlyた＝H（κ，　ly），　　　　　　　　　　　　　　　　　　」，々≧0　　　　　　　ω（H（・，ツ））一ω（A（一・，一ツ））一’一H（一・，一跡1−A（・，ツ）；h，nceω（ん、1）＝。、、，、。　th。tω・（。、、）＝。、、（ノ．＋ん≧1）．D・fi・iti・n・．52・（・f・［4；P・431　E・・3］・［10・P・2］）（・）W・d・f…D・≒・m（・，Q）一・・d・（Sym（・・Q））b・〈ρ（ノ）＆・〉．・一之・趣（ゐ・，・・Sym（・I　Q））．…T・・一4．7Dis　a　Q−algebra　injection。（ii）W・d・n・t・by　M・h　the　c・mp・・iti・n　P…Sym（2，　Q）一・E・dQ（Sym（2，　Q））・．　By（i）and　P・・P・・iti・・5・1，Mah　is．a　Q−algebr母inlectioh．（iii）We　denote　Mah（2，　Q）：＝Mah（Sym（2，　Q））for　short　and　call　it　the　MdoMαhoηqρεrα亡orα�sθわrα；ane16ment　of　Mah．（2，　Q）is　called　a　MααMαん。π（〜ρθrαむor。　Since　Mah：Sym（2，　Q）一島Mah．（2，　Q）as　Q二algebras，M・h（1，Q）’・a・・…μ‘�Q・lg・b・◎’・・m・・ph’・t・Sym（2，　Q）・や・・P・・iti・n　5β．（・f．［5，　P．4魯8］，［8，　P．．284］，［4砂P．16］）W・伽・　　　　　　　ω（s、ノ）＝（一1）汁ゴ「1slノ（‘＋ノ≧1）．Proof．　Generating　se±ies　computation　gives　　　　　　　　Σ（（一1）汁ノー正（‘十ノー1）！／ご！ノ！．）sεノκε∠ゾ　　　　　　　ε＋」≧1　　　　　　　＝1・9（1十Σ．αεノκ‘y　　汁ノ≧1）＝一1・9（1＋、再≧1ん・ノ（一1）1＋’・y）・ApPlyω（see　th・p…f・f　P・6P・・iti・n　5．1）t…mp・t・・　　　　　　　　Σ（（一1）汁ノー1（‘十ノー1）！／ε！ノ！）ω（s正ノ）κε1ゾ　　　　　　　汁ノ≧1　　　　　　　一ユ・9（1十Σ．ω（αのズソ　　i＋j≧1）一1・9（！＋認≧1贈り　　　　　　　＝Σ．（（ε十ノ．一1）！／疏ノ！）sヴκiツノ，　　　　　　　　　‘＋」≧lTaking　out　the　coeffi6ients　ofκ‘ツノgives　the　result．P・・P・・iti・n　5．4．（・f．［5，　P．495］，［4，　P・44］）忽d・・吻む・．M・h（…）（ε＋ノ≧1）・．筋・…厩　　　　　　　dfノ＝（一1）i＋ノー1（‘！ノ！／（ε十ノーユ）！）∂・iノ（‘＋ノ≧1）・鵬、、・一∂／∂・…輌・姻嘱・‘・α伽α・‘・呵9ym（2，　Q）・Proof．　For　bipar七itionsλ，μ，we　compute　　　　　　　〈D（s、ノ）s、，s。〉＝〈』s、，s、ノs。〉，・・i・gでh・α・m4．6．　lfλh・・n・bip・rt（ワ），・h・n＜・・，・…1＞一〇，．…h・・D（…）・・一・b・．Th・・rem　4・7・．○・h・血一w’se・lgt戸beμw’th　a　bipa「七（ヴ）added　and　let．込be《with　a　b’paぞt（ガ）de’eted●Then：．　　　　　　　〈・・，．…S・〉一δ鴻一δ・…（・・ω一〈・・，・・〉（ご・／ω一〈（・・／小・，・・〉・名古屋工業大学紀要．第46巻（1994）195Hence　by　Theorem　4．7，　　　　　　　ρ（…）．・・＝（・・／小・＝（6！ノ！／（‘＋ノ皿1）！）…s・＝（ε！ノ！／（‘＋ノー1）！）∂・、、（・・），whereπε∫is　the　multiplicity　of　bipart（〃）inλ；see　Lemma　4．4．　Thus　we　see　that　　　　　　　D（S」ノ）＝（ε！ノ！／（ε一トノー1）！）∂、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　正jand　　　　　　　d直」＝Mah（8の＝D。ω（sの＝（一1）正＋ノー1（‘！ノ！／（‘十ノー1）！）∂、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘ノby　Proposition　5．3．Proposition　5．5．　（cf．［5，　pp．490，495］，［4，　p．44］）　既hαひε　　　　　　　d・」＝、号．。α・・∂・、＋島．、（‘＋ノ≧1）　　　　　　　　：＝∂／∂α四．ω琵ん∂　　　　　　％9Proof．　By　Lemma　3．3（ii）we　have（1）　（一1）P＋・一Lα。．9　　　　　　　一Σ（（P1十（11−1）！加・！α1！）．π1（（・・＋9・一1）！／・・！9・！）π2…（（一1）・一・／・・！・・！…）・。1，1πls。、，、π・…，宙here　the　summation　ranges　over　all　bipartitibns（plg1π1，p2α2π2，＿）of　the　binumb6r（pg）and　4：＝Σπ三．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴSi・ce　d・・＝（一1）‘＋’一1（‘！〃（‘＋ノー1）！）∂・、、（P・・p・・iti・n　5・4）・it　f・ll・w・f・gm（1）th・t・if　p＜‘・・α〈ノ・th・n　d・・（…）＝0・lf　p≧εand　g≧ノ，　th…f・・abip・・titi・nλ・f（P9）havi・g・・bip・・t・qual　t・（〃）w・hav・a、、（・・）一〇，and　forμhaving　bipart（ガ）．with　multiplicityπヴwe　have∂、εノ（s。）＝πf／s。／siノ．．There　is　a．bijection　betweenthe　bipartitions　of（pg）with　some　bipart，qual　to（のand　the　bipartitions　of（p一‘，α一ノ），i．e，，　one　thatdeletes　or　adds　a　bipart（り）．　Thus　for（pα）with　p≧εand　g≧ノwe　compute亡sing（1）：　　　　　　　d・・（…）一（一1）汁’一’（‘！ノ！／（∫＋ノー1）1）∂・、」（・四）一・凶づ・We　arrive　at：　　　　　　　dぎノ（αρσ）＝Oif　p＜ゴor（1＜ノ；＝αP＿らq＿ノif　p≧‘and（1≧ノ．Since　d・・a・t・・n　Sym（2・Q）＝Q［・・ノ1‘＋ノ≧1］・・d・・i・ati・n・i・f・ll・w・th・t　d・・一、．塁。α・・∂・＿，（…一1）・Remark　5．6．　Since　Sym（2，　Q）＝Q［＆ノi．‘＋ノ≧1］and　Mah＝Sym（2，　Q）一認→Mah（2，　Q）as　Q−algebras（seeDefinitions　5．2），we　see　that　　　　　　　Mah（2，　Q）＝．Q［〔1‘ノ巨十ノ≧1］（see　Proposition　5．4）is　the　cqmmutative　Q−algebra　generated　by　dま∫α十ノ≧1）that　are　algebraically　independentover　Q．Definition　5・7・（・f・［5・PP・489−491］・［8，　PP・297−299］）F叫・・�_，3。。α…ρ・轡凸（ム＋ノ・≧1，1≦・≦珊）（see　Proposition　5．5），　　　　　　　　　　　　　　　　　　we　define　the＃4）ro磁。‘by　　　　　　　d・1・・＃d・・ノ・＃●●●＃4・…：＝∴。．α・1・1．●’α・…∂肌／∂r・1　・ノ1＋・1．”∂…　・・・・…，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εレ…・％≧owhich　exteロds　by　Q−linearity（｛汐ηめoZεc　mμZ亡lpZ‘cα亡‘oπin　the七erminology　of［5］and［8］）；we　also　write　　　　　　　dε｝＃π＝diノ＃…＃dヴ　（πtimes）．196B・ll・・i・・f　N・g・y・1…it・…fTech・・1・gyヤ・1．46（・994）N…th・・＃τP・・d亡・むis　c・mm・t・ti・g・Proposition　5」8．　（cf。［5，　pp．493−494］，［8，　pp．303］，．［10，Pナoposition　1．1］）Wθhαoρ　　　　　　　M4・（［。1，1・11。、，、・．・，．．］．）一d，1∴＃π1＃d。，ご、π・＃…．1・∂rD・恥i・i・n・2・・（・）・ゆ7．）・P，。。・．．We　sh・w　b，　ihd・・ti・n．・n晦・．M・h（［・1・1，ゆ・・1，…，剛属1許…＃嘱where（・1．・1），…，（P彦9陀）are　all。w，d　t6　hav，．rep・titi・。・・f　binumbers．　Th・qaseん一1i・・b・i・u・・M・h（［P9］）一M・h（…）一偽・・Assume　the　caseん．　Sinc6　　　　』　　　　　　　［P191，．．．，P海＋1（1た＋1］　　　　　　　」［P、91ゴ［P、9、，＿，P、＋、9、＋、］遣［p幻、，＿．，μ＋．P漁＋91．，．∴，P・＋．・9・＋1］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2；1（・f．P…f・f　P・・P・・iti・n　2・2），・pPlyihg　M・h・n　b・th・id俘・gi・・r　　　　　　　Mah（［P191；．＿，P・＋ゆ＋1］）　　　　　　　一．M・h（［・1・1］）・酬［・1……・一＋1．］）達1M・h（［帥，…・帥…＋・1，……＋1．・…］）．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　　　　　　　〒酵・1・1．（d・…．＃．1’＃4・一1）⊃Σμ・…＃’●●＃‘・一＋・1＃’●●＃d…．…＋1，．．where・（whi，h　m。y　b，。mitt，d）．рU。。tes　c。mp・・i七i…fm・p・ih　E・dQ（Sアm（2，．Q））．輪see　by　di・ect・・mp・ta−ti・n・hat　t与・1・・七・xpresri・n　is　equal・・4・1，1＃…楓、＋1・、＋1，・gm・lp・i・g・h・p…f・S…6Sym（・，．Q）一6Q・［・1・・，・…，…］（d・・e・t・・m　gver　allb・…t・・・…），・……b・・・…n・・8　w・hav・・．Corolla士y　5．9．（cf．．m10，　Remafk　1．2］，［5，　p」494］，［8，　p．303］．）　　　　　　　M・b（2，Q）一eQ・d。1，1楓、，、＃…即納二瓢糠1ワ8（Plα乳・P29∵）；卯αr古岬r騨）α「θα1θ1三三甲吻1．言1岬t灘鍛鍔鳴ll∵岡dQ（Mah（2，　Q））μPrﾏrf・．By　b�t611ary　r・9・・he　r・g≒t−hand．・・4e守f（1）．i・▽e耳def’nβd　in．　End砲（Mah（2・Q））・1．甲e　r・mputg＝．1　　　　　　　・・ノ1．（・p1・1＃π1＃…＃・・…＃πた）．　　　　　　　±・、ノ＃．41141．＃π1＃…＃8。、，、〜π1…。1，・・，1＃・。1，1∵＃・∴＃・・、・、＃π∵…　　　　　　　　　柔・μ・顧編＃π1＃…楓許1．　　　　　　　一1払・＃�`≒≧画＃・�`、、．）（べ1＃1・・楓・・＃π？・∵：：：1欝1∵1臨、、、面1∴R臨三面1．．．ll．．ll．1．rll［．名古屋工業大学紀要　第46巻（1994）197Proposition　5．11．　（cf．［5，　pp．489，493］，［8，　pp．298，302］）　珂！θんαuθ　　　　　　　Mah（αの＝d正。＃i＃diOl＃ノ／ε！ノ！（ε十ノ≧1）．Proof．　It　follows　from　Proposition　5．8　that　　　　　　　Mah（αの±Mah（（1σ，01ノ））＝Mah（［10i，01ノ］ん！ノ！）＝dlo＃ご＃do1＃ノ／‘！ノ！．Proposition　5．12．（cf．［5，　P．492］，［8，　P．301］）V7θんαびε加Mah（2，　Q）［［κ，ツ］］訪αε　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　exp＃（（κρ＋ツσ）（1））＝・xp（（1・9（1＋κρ＋ッ・））（1）），ωhθrεexp＃dθノzo亡θs亡hθε算）07τεη亡‘α♂sθr‘θsω泥んrθ司pθcめ亡。＃rprodμc亡；　ρ　rθ司p．　σ　（9θ1τoむθs　εんε”1zeαr　qρθrα寵。ηρ（d正ノ）＝d汁ur岬．・（dの＝d・，」＋1ω娩d・・＝1（π・亡θεんαερ・＝・ρ），　s・漉α砒θαう。ひθ1br剛Zαrεαds：　　　　　　　・xp＃（‘1岬・1・）一・・p（、碁1（（一1）H／蟻（1）・副yk）・Proof．　A　simple　generating　series　computation　gives　a　generalization　of　Waring’s　formula：　　　　　　　、，盈。鱒’一・x・（Σ（（一1‘≧工）‘一’／蟻G）・…’・り　　　　．　　『（cf．［5，　p．486］，［8，　pp．282−283］）．　Applying　Mah（which　naturally　extends　to　Sym（2，　Q）［［κ，ッ］］）on　both　sides，we　compute：　　　　　　　・xp＃（（κρ＋ッ6）（1））　　　　　　　＝・xp＃（d1・κ＋d・・ツ）＝・x正・＃（dl・・）＃exp＃（d・1ツ）＝、，盈。（d1・＃ソの＃（d・1＃7ノ！）・ソ　　　　　　　＝　Σ　Mah（αのκy（by　Proposition　5．11）　　　　　　　　　‘，」≧0　　　　　　　一…（、碁1（（一1ンー1／蟻G）・・岬）一・xp（、…1（（一1）‘一1／の（・ρ＋・・）’（1））　　　　　　　一・xp（（1・9（1＋κρ＋ツ・））（1））・Remarks　5．13．（i）As　stated　in［5，　pp．488−489］and［8，　pp．297−298］，the　expression　exp＃（（∫10κ十d。1：y）in　Proposi−tion　5．12　acts　as　operator　introducing　a　new　indeterminateκinto　the　alphabet芸andッinto汐．；see　also　Pro．position　7．1．（ii）Another　proof　of　Proposition　5．12　will　be　given　in　Remarks　6．7（iii）．6．MacM自hon　Operators　and　the　Double−lndexed　Bell・PolynomialsWe　first　give　a　general　formula　essentially　observed　by　MacMahoh［6，　pp．246・248］，［7，　pp．30−31］＝Th…em　6・1・L・むK伽！‘・Z呵・ん・・α・亡・・‘・伽θ・・α副・七四・一κ［副‘≧1］わ9‘h・κ・�s・わ・α8・…α古・dろツα、（‘≧1），．ωん励αrθco〃L珊珈伽θ厩πo亡πεcθ8sα吻α�sθ6rαlcαZら吻礁Pεπdθ碗．　Assμmθ伽ちうθ8漉s抗θ0唾�SαZmμZ伽Z‘Cα亡‘0π伽0古θ面y加即OS痂0παSωSμαZ，五んαSαπ0亡んθrκ痂εαrCO配mμ亡α伽θ剛Z伽ZεCα亡‘0πdθπoオθ面y＄sαε‘吻‘�rプor‘≧1：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ（1）　　　μ1（μ・1＄’●’＄α・2＝zz・＄α・1＄●●’＄z護・‘一�d≧11　z玩1＄’●’＄μ1＋・ノ＄●●．＄α・ガ銑θηω餉αひθ加五［［c］］ω琵ん。うθ‘η9α厄漉古θr而胤θ伽亡：（2）　・xp（・1c）＝・xp＄（、多1・・cγ‘！）ωんθrθ・xpS伽・εθ3伽θ耀・ηθ漉αZSεr‘esω娩・θ｛鵜‘．亡・＄一副伽伽古‘・π．198Bロ11etin　of　Nagoya　Institute　qf　Technology　VoL　46（1994）Proof．　We　first　note　that　ideptity（1）can　be．interpreted　as　follows．　To砺正＄∵・＄ω亡εcorresponds．　a画r�nitionof　a　set　with亡1＋…＋亡、　oblects　into　honempty　subsetS　each　c6ntaining亡1，．＿，亡‘Qbjects　respectively．　Theleft−hand　side　of（1）signifies　additio玲of　another　object；．and　the．right−han母side　of　（1）　expres3母s　all　th｛ラpos−sible　set−partition串after　the　addition　of　the　new　oblect．　　　With　this　interpretation　in　mind，　we　see　by　an　inductive　argument　that，　forん≧1，（3）．　α1々＝Σ（ん！／乙1εう！m…遡！1γL！・「・）ωα＄ε＄μb＄m＄…whereω。＄』μ。＄…＄ω。（4．times），．and　the　summation　is　over　all．partitions．（α2わm…）ofん，　sinceん！／酵！εわ！配…ゼ！�o！…is　the　number　of　pa士titions　of　a　set　with．んobjects　int64α一subsets，　mわ一subsets，＿．　　　The　formula（2）follows　from（3）by　computation：　　　　　　　exp（ω10）＝Σμ．1ん♂／ゐ！　　　　　　　　　　　　　　　　陀≧0　　　　　　　　　　　　　　　＝Σ（μ。cα／α！）＄ε（μわ。δ／わ！）＄鵬…〃！ητ！…（summation　over　all　partitions（αεわ隅…））　　　　　　　　　　　　　　　一Σ（1／ノ’！）Σ（ノ！々！配！・∴）（・。c・／・！）・・（・、c・／わ！）・・…　　　　　　　　　　　　　　　　ノ≧o　　　　　　　　　　　　　　　　　（inner　summation　over　all　partitions（α2b肌…．）with　4十πL．十…＝ノ）．．　　　　　　　　　　　　　　　＝・Σ（1／ノ！）（ΣψC「／ε！）＄ノ　　　　　　　　　　　　　　　　ノ≧O　　　　　i≧1　　　　　　　　　　　　　　　＝exp＄CΣψCγ‘！）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≧1　　　Before　proceeding，　we　set　some　notation　to　be　used．　For　K　a　field　of　characteristic　zero，　we　denote　by　Sym（2，K）．th・．串ymm・t・i停fun・ti・n　a19・b・a　i・tw・alph・b・t・with…ffi・i・nt忌i・K・　　　　　　　Sym（2，κ）＝K［8εノ1汁ノ≧1］．The　definitions　and　results　in　Sections　2　and　3．are　all　valid　when　K　replaces　Q．　We　see　that　the　operators　　　　　　、．違。α側目．，（汁ノ．≧1）　．　　　．　r　．・be16ng　to　EndK（Sym（2，　K）），and　we　denote　them　also　by　d6　as　in　the　case　of　Q（see　Proposition　5．5）．　Notethat，　since　Sy血（21κ）＝K［αεノ1汁ノ．≧1L　infinite　linear　c6mbinations　of　the　form　　　　　　　Σ．　んノ（1εノ　（庵ノ∈K）　　　　　　汁ノ≧1．be16ng　to　EndK（sym（2，　K））。　　　As　an　application　of　Theorem　6．1，　we　next．．show　an　exponential　formula　for　the　operators．　of　the　foナ血Σ　馬砺（んεノ．∈κ），which　was　also　essentially．observed　by　MacMahon［5，　pp．490−491］，．［8，　pp．299−300コ：‘＋ノ≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　・Theorem　6．2．五θむκα認。．?θα8加．Theorem　6．1，　Zθめρα冠σ6θαs‘πProposition　5．12，．α認pω亡　　　　　　　〜ρ：＝Σ　胤ノρε．σ」．（んε」∈κ），　　　　　　　　　　　三＋ノ≧lso亡加亡　　　　　　．、・1（1）∈E皐d・（増m（2・即）（．4≧1）・．．、1．．』既飢ωθんαθθ‘πEhdK（Sym（2，　K））［［c］ユ亡h�S　　　　　　lexp（cψ（1）．）＝．・xp＃（（6・p（・ψ）71）（1））（！or　exp＃sθθProposition　5．12α乃d　De負nition　5．7．）．P…f・P・tti・g・・：ギ（1）（4：≧1）・we　se晦t　th・y　are　c・mm・�n・ti・r　with．・espect　t・6・導P・・iti・・．・f甲・p・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　名古屋工業大学紀要　第46巻（1994）　　　　　　　　　　　　　　　　　　199in　EndK（Sym（2，　K）），and　that　they　satisfy（1）in　Theorem　6．1．with＄replaced　by＃by　virtue　of　the　definitionof砺．　We　can　apply　Theorem　6．1　to　obtain：　　　　　　　・・p（cψ（1））＝・xp＃（、多1c‘ψ‘（1）／‘！）一exp＃（（・xp（・ψ）一1）（1））・　　　As　a　particular　case　of　Theorem　6．2，　we　show：．Theorem　6．3．（cf．［10，　Proposition　2．1］）既んαoθεπMah（2，　Q）［［κ，ッ］］亡hαむ　　　　　　　exp（（κρ十ッσ）（1））＝exp＃（（exp（κρ十二yσ）一1）（1）），ωん・r・ρ・・d・α・・むん・sα舵・α・伽・・ε・P・・P・・i・i・n5・12；伽！・・翻・・r・d・’　　　　　　　exp（（∫1。κ十（∫OLツ）＝exp＃（Σ　d‘」ρcfyノ／ε！ノ！）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε＋ノ≧1Proof．．We　take　K　as　the　fractional　field　of　Q［［κ，：y］］，putψ：＝κρ十ッσ，and　apply　Theorem　6．2　to　have：　　　　　　　exp（c（κρ十こソσ）（1））＝exp＃（（exp（c（κρ十ッσ））一1）（1））．Thi・id・ntity・a・・peci・正ize　at・・一1・・d　gives　th・desired　f・・m・1・，　b・th』ides。f　whi、h　b，1。ng　t。廠。h（2，．Q）［［κ，二y］］．Corollary　6．4．　（cf．［10，　Corollary　2．2］）　晩んαひε（i）　d1・・d・1・／‘！ノ！一Σdp1，、灘π1＃d。，，，＃π2＃…／π1！・，！…P1！〃・p，！π・…91！πlg、！π・…，（ii）　　Slo直So1ゴ／ε！ノ！＝Σ［P191π1，P2（12π2，＿］／π1！π2！…P1！πlp2！π2…　（11！π1（12！π2…，ωんθrθむんθSα�omα亡ε・πsrα�rθ・UθrαZZ�潟ｿ・翻・η8（　　π1　　　π2Plα1　　　，　P292　　　，　，・・）φ（ヴ）．Proof．　Expanding　both　sides　of　the　identity　of　Theorem　6．3　as　powerseries　inκandッ，　and　picking　out　the　coef−ficients　ofκiツノ，　we　obtai耳（i）．　ApPlying　Mah−1：Mah（2，　Q）一→Sym（2，　Q）to（i）gives（ii）immediately．Remark　6．5．（cf．［10，　Remark　2．3］，［1，　pp．89−90］，［9，　pp．105−106］）Defining　the　dbμうZθ一加deκθd　BθZZ　po砂πo一脚Z・K・＝Z・（9ゐε1ん十2≧1）・fi・d・terminates　g・・（ん＋2≧1）by（1）　1十Σ｝傷κ汐ノ／‘！ノ！：＝exp（Σgりんily∫／ε！ノ！），　　　　　　　　　　言＋ノ≧［　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　汁ノ≧lwe　see　that　　　　　　　1＋、蔦≧1猟・・‘ッ燭！：＝・xp＃（Σ（∫厚κiニゾ／ε！ノ！‘＋」≧1）＝・xp（41・・＋d・1ツ）・wh・・e猟・d…tes　th・X・i・t・・m・・f　d・・（ん十ゼ≧1）with・espect仁・＃一P・・d・・t…dth・1・・t・quali�ny　f・ll・wrfrom　Theorem　6．3．　Thus　we　have　　　　　　　y＃‘ノ＝6Z．10i（101；see　corollary　6．4（i）．　Note　that，　as　in　the　case　of　the　usual　Bell　polynomials，　the　double−indeked　Bell　polynb−mials　appear　in　the　differential　formulas　for　composite　function『．　For　example，　we　have（2）　（a・∂。ノ’）・・p（9（亡，・））一・xp（8（ち・））・Z、（8・…（亡μ）1ん＋2≧1）with∂‘＝∂／∂‘，　a＝∂／∂μ，　and　8（ゐ・の（亡，の＝∂¢た∂、　e　8（‘，の；to　see　this，　we　compute：200Bulletin　of　Nagoya　Institute　of　Tech耳。ユogy．Vo1．46（1994）．　　　　　　　（Σ．ガ∠ゾ∂」∂ノ／ε！ノ！i，ノ≧O）・・p（9（・，・））＝・xp！・a＋・∂・）（・x・（9（亡・・）））．　　　　　　　一・xp（・xp（・∂汁グ∂の9（・・の）一・xp（（1＋、再．。・y∂・‘∂鋤！）9（亡・の）　　　　　　　一exp鯛）・x嵯1・汐’・（‘ヴ）（ちμ）／‘！ノ！）　　　　　　　一・xp（9（ち・））（1＋認≧1X・（8（陀’ε1（ちの1ん．†遡≧1）・‘・燭！）・where・xp（・∂汁ン・の1・th・M・・lau・…xp・…6・m・p・・…g・・alg・b・a　m・・ph・・m，　and・h・1・・t・qual・・￥・・lllows　from（1）．　Taking　out　the　coefficients　ofκy　on　the　leftmo6七and　rightm6st　sides　gives（2．）．A・an・・her　p・・t・r・1・・case・・．E…reb5・琴，．平・g’・・ag・gr・a’�S・・f　T与・gre胆613．lPropositioロ6．6．　（cf．［10，　PropositiQn　2．4］）　V陀んαひθ読］y【ah（2．，　Q）［［κ，ツ］］亡んαむ　　　　　　　・耳P（〈・ρPσq＋・ρr6り（1））一・xp＃（（6・p（晒9＋・・rσS）．一1）Φ）・　，吻・ρ・伽・…ん・…・α・伽蜘P・・P・・…6…12・．．凋・・加厩αd・・．　　　　　　　・xp．（砺，κ＋d．、ッ）；e・p＃（，Σd。・吻汁・ノκy／‘！ノ！　　　　　　　　　　　　　　　　汁ノ≧1）．　．・（p十g≧1，r．十s≧1）．2Voむθ漉α亡ω記んp＝s＝1α認g＝r＝0ωθrθcoびθr　Theorem　6．3．P…f・S・卑・a・th・t・f　Th…em　6・3・xcept　that　we　put　he「eψ：＝κρPσ9�．ツρ「σε・R6markS．U．7．（i）（cfl［10，　Corollary　2．5］）By　Proposition．6．6．and．Remark．6．5，、　we　have：　　　　　　　・xp（d…千d・・ツ）一1＋認≧1猶・・（d岬・・一1ん＋4．≧1）酬‘！ノちso　that　　　　　　　dpqfφ・ノー践（d。、＋．，，9、．，■ん＋4≧1）（．ε＋ノ≧1），i．・．，C…il・・y　6．4（i）wit臨replaced圃碑＋一1・．　ApPlyi・g　M・h−i・M・h（2，　Q）一Sym（2，　Q）・n　b・thlsides・w・・b・・i脚・xpressi・n　f・・…‘・・S’a・1i・・ar　c・ゆati・n・f　aug血・�kted一ゆal　functions・i・e・．，Corolla士y　6．4（ii）with．獅?ｃｅｓｓａｒｙ　modifications．（ii）Tbe　formulas　o’Theorems　6．1，6．2，　ahd　6．3　h△ve　a　certain　resemblance　tρthe　generating　series．of　the　B611．numbers　B＝　　　　　　　ΣB∫が／‘！＝exp（θ‘．一1）　　　　　　　1≧0（see　books　on　co．mbiロatorics　for　details　of　B∂．　．　　　　　　　　　　・纏無響総膿1鵯縣臨器画幅d画聖Q「em612；lh『P「oof’1（iv）We　can　prove．　Theorem　6．3　and　Proposition　6．6　in．a　straightforward　manner．uSing．Prob6sition．5，1．0．　AsTheorem　6．3　is　a　particular　case　of　Proposition◎6，　we　give　here　the　proof　of　Propositiop　6．6　using　Proposition謝p剛10，r「6pol’t’？r2匿4］．）●C岬e「thesystem．ofpa「ti昌’d’ffe「e吻lequat’o峰s’酬2’．P）　　　　　　　∂、、（！）＝d，，！，∂。（ノ）＝4，、／with∂．＝∂／∂κ，∂ン＝∂／ay，　and．　　　　　　　／一1＋認≦1！翻ノ・・∈M・h（2・Q）・w6　easily　see　that　the　unique．solution　is　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　二名古屋工業大学紀要　第46巻（1994）201　　　　　　／＝exp（（1pqκ十（ゐ，ツ）．　　　　　　　　　　　　　　　Σ　dpi切，qi＋，ノκ1：ゾ／‘！ノ！），we　compute：Putting　9＝exp＃（　　　　　　　　　　　　　　汁ノ≧1　　　　　　　∂・（9）＝8＃（、再≧1．嘱・q副一’ソ／（ご一1）！ノ！）ニd・・＃8＋9＃（、需≧μ・＋P・・…q一酬ε！ノ！）・　　　　　　　　　　　　　　　　　‘≧lnote　that　p‘十η’十φ十訂＝（p十g）ε十（r十s）ノ≧‘十ノ≧1．　Besides　we　havel　　　　　　　、＋多≧μ・＋…＋・＃∂�`妃（9）．　　　　　　　＝Σ（1ρ＋々，9＋ε＃9＃（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂＃・、，（d向，φ＋・・）・’ヅ岬）　　　　　　　　　た十ε≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε＋ノ≧1　　　　　　　ニ9＃（、再≧1μ融9＋・＃∂＃d・・（d・汁・ノ・q汁・ノ）・w‘！ノ！）　　　　　　　　　　　　た十ε≧1　　　　　　　＝9＃（Σdρ＋ρ‘＋嬬9＋q汁、ノκ‘ly1／ε！ノ！）．　　　　　　　　　　　　ε＋ノ≧1Hence：　　　　　　　∂・（8）＝d・・＃8�`苓≧μ・＋…＋・＃∂＃・、，（8）　　　　　　　　　　　＝（d・・＃�`早≧1d・＋…＋・＃∂＃・、2（9）　　　　　　　　　　　±（∫ρ，8　（by　Proposition　5．10）；similarly　we　have∂ン（8）＝d．、8．　Since　the　constant　term　of　8　is　1，　we　obtain．∫＝8．　　In　fact，　identity（1）of　Proposition　5。10　is　considered　as　an　exprgssion　of（1）of　Theorem　661　in　the　case　ofEndQ（Mah（2，　Q））．7．　Hopf　Algebra　StructureWe　put　　　　　　E（κ，ッ）：＝exp＃（dl・．κ＋4・1ッ）＝・xp（（1・9（1＋κρ＋y・））（1））　　　　　　　　　　　　　　一・・p（、…1（（一1）‘一1殊ぞ．、ωd…」・り（see　Proposition　5．12），and　recall　that　　　　　　A（ちの＝Σαiノがαノ＝n（1＋α諾＋β、の　　　　　　　　　　　　　　‘，ノ≧0　　　　　ε≧1（see　th6　P・。・f・f　P・・P・・iti・n　5．1）．Proposition　7．1．（cf．　Remarks　5．13（i））For読dθ亡θrm‘ηαホθ就，μ，κ1，．．．，κ。，ッ1，．．．，ッ。，ωθんαひθ　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　カ（1）、甲…ツ・）（A（ち・））＝（、要1（1＋・・亡＋ツ・の）A（亡・の（η0εθ伽‘1r（κらッ∂αr召況鷹α殉CO舵m漁伽θ）．Proof．　First　observe　that　　　　　　E（κ，：y）（αiノ）＝Σ（（d10κ十（101ツ）＃∀ん！）（α‘∫）＝αrノ十κα‘一U十yαぎ」一1　　　　　　　　　　　　　　　　　た≧1with　the　convention　thatαたε＝0（んくOorぜく0）；see　Definition．5．7．　Hence　we　see　that　　　　　　E（。，ツ）（A（ちの）一ΣE（・1ッ）（・、ノ）が・・耳（1＋・亡＋．y・）ム（亡，・）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε，ノ≧oInduction　onπgives（1）．202Bulletin　of　Nagoya　Instiもute　of　Techロology　Vol．46（1994）Proposition　7二2．　（cf．．［3，　PP．21−23］）　W2んαひ6　　　　　　　庶ラ）（α、、（τ，フ））一、蕩．、．伽時）…節）u・ノ≧・）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ＋9呂ノωhθrθE（←←κ，ツ）：＝H五1（κf，）の．　　　　　　　　　　　　　　　1≧lP…f・T・ki・g　th・limit・→∞・・bgth・id…f（1）・f　P・・P・・iゆ．7・1　gives　　　，玖属ラ）（A（ちの）7λ（ち移）A（ち蕊）w・・hλ（ちのニΣα‘ノ（努，ラ）がωノ＝H（1十κ‘む十ツ　　　　．ε，ノ≧O　　　　　　　　　　l≧1）…k・・gr・tt耳ec・・ff・…n七・・蜘f・・m…h・’des・fth・above　idgntity，　we　obtain　the　result．R・m・・k6・・1・．（・）．…d・・」・…un・r・・…1・h・b…拡・ア・万・w・61・th・・　　　　　　　αごノ（茨デ∪姦「，ラ∪7「）＝Σα々‘（「万，5ア）αρq（7，万），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た十P＝王，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど＋α藷ノsince　　　　　　　、、晃。α・．（烹∪π5u7）が・’一λ（ちのA（ち・）isee　the　proof　of　Proposition　7．2）巴Hence　we　c3n　rest艮te　Propo畠ition　7．2　as　　　　　　　E（←←κ，ツ）（・、、（面恥））一期（�e∪〈r，ヲ∪万）（らノ≧o）．（・・）S・nce　Sym（・，　Q）一Q［…商≧1］w・・h砺（・．＋ノ≧1）…m・・g・嬉・1・・b・・・・…，w・hav・・hr　na…alidentification：　　　　　　　Sym（2，　Q）�MSym（2，　Q）≧Q［α、、（を，ラ），・、、（妄，万）li＋1≧1〕．　　　　　　　　　　　　　　　　　砺�Mα、ゼー一．・燕，予）伽（7，万），・here歯d・n・・es　th・t・n…p・・d・・t　6ver　Q・．ほii．｝　NVe　have　　　　　　　E（一一、91ex・（、§1（（一1）肪）、＋弓．、（夷）・ゆ・り　　　　　　　　　　　　　　一・xp（Σ（（」1ノ≧1）帆＋弓二、（ゐ）…（葡）伽see・h・first　p・・ag・aph・f　this　secti・n），・・th皐t　E（←←κ，ツ）i・ah・xp・n・血ti・1・f・d・・ivati・n；h・nce　it　gives　a　Q一品二塁鴇mS・m（21Q）igtoSγm（2・Q）rSアn（2・Q）．噸“ghthenatu「al．id�Sf’cat’onof（”）・We　　　　　　　E・sym（2，　Q）．一』sym（2，　Q）�Msym（2，．Q）．　　　　　　　　　　　　　　　　αεノ・一一→Σαたε�MαPα．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん十ρ冨ε，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ＋q＝ノ・・mm…4・（・f・［・・PP・・7L・72］，［・，　PP・27−29］）…E・・剛融・R・甲・・k・7・・餌）・．・��1・　　　　　　　ε　：Sym（2，　Q）→Q，ε（α‘ノ）：＝Q　（‘十ノ≧1），ε（1）：＝1；　　　　　　　γ：』Sy血（2，　Q）・一Sym（2，母），・（砺）・一（一1）�j・（‘，ノ≧q），・・・…．c剛加解・・…Q一三…α．m・廊璽・・勉・・ω魏・　　　　　　　（E�Mid）．E＝（id�ME）．E・（．・．�Mid）．E自id，ω娩伽‘d・呵ε・伽・Q�Msアm（2・Q）≡．sy皿（2・Q）・・記名古屋工業大学紀要　第46巻（1994）203　　　　　　　　Σγ（α々のαρα＝ε（α‘」）（ε，ノ≧0）．　　　　　　た十ρ；‘，　　　　　　9＋q＝ノωε腕εんθ几α伽rα♂碗ノθcε‘oπQ⊂Sym（2，　Q）．Proof．　By　straightforward　computationS．Definition　7．5．（cf．［2，　pp．171−172］，［3，　pp．27−29］）By　virtue　of　Lemma　7．4　we　can　define　the　Hopf　algebra（Sym（2，　Q）；Eゴε，γ）with　comultiplicatiob　E，　counitε，and．antipodeγ；it　is　commutative　and　cocommuta−tive．Remark　7．6．　Defining　on　the　polynomial　algebra　Q［X，　y］the　comultiplication△：Q［X，　y］一→Q［X，　y］�MQ［X，y］by△（X‘｝η）：＝（X�M1十1�M．X）‘（y�M1十1�My）1，　and　putting．V隣ノ：＝X‘y」’／ε！ノ！，we　have　　　　　　　△（w！ノ．）＝ΣW規�M肌q（‘，ノ≧0）．　　　　　　　　　　　　　　　舛；：1’・Such　a　double−indexed　sequence　as四ノ（‘，ノ≧0）in　a　coalgebra　might　be　called　a　sequence　of（10α配e一（五ひ‘（1ed加ωεrs（cf．［2，　p．170］）．　Using　this　term　we　could　say　thatαごノ（‘，ノ≧0）form　a　sequence　of　double−dividedpowers　in（Sym（2，．　Q）；E，ε，γ）；see　Remarks　7．3（iii）．　　　Note　that，　puttingκ：＝X�M1，κL：＝1�MX，ッ：＝y�M1，）11二＝1�My，　we　can　write　as　　　　　　　△　＝exp（κ1∂／∂κ十ツ1∂／∂ヒy），which　is　the　Maclaurin　expansion　map　in　two　indeterminates．P・・P・・iti・b　7．7．（・f．．［2；PP．170，172］，．［3；PP．21，23］）晩勧・・（i）み）rαmoンτ01ηεαZルπC加0πλ，　　　　　　　E（λ）＝Σμ�Mりω髭んSμπLmα‘‘0π0ひerα．Z♂Pαかs（ゾ伽αr翻。πs（μ，・）謡Cん醜αεμUり＝λ，ωh2rθμ∪レ　4θπ0‘θ8疏θbψαr加一泥めπωんosεbな）αr‘sαrθ亡んosε（ゾμ　απd　り　（sθεαZso亡hθノケs‘∫）αrα8rqρんq／Section　4）；（ii）　プbrαpoωθrsωπL　Sεノ（‘十ノ≧1），　　　　　　　E（8の一8、、�M1十1�Ms、，so漉α‘Si」（‘十ノ≧1）αrθprεπL咽びθθZθηzθ説s厩（Sym（2，　Q）；E，ε，γ）．Proof．　For　anyア（7，万）∈Sym（2，　Q）＝Q［αε∫1‘十ノ≧1］，we　have　by　Remarks　7。3（i）and（iii）that　　　　　　　E（←←κ，ツ）（！（�c，万））一！（妄∪7，ラ∪万）．Hence　we　see　by　Definitions　2．1（iii）and（iv）that　　　　　　　E（←←κ，ツ）（λ（7，蓼「））＝λ（「万u「菱一，ワ∪拓「）＝Σμ（悔，ラ）ソ（π，万）with　summation　over　all　pairs　of　bipartitions（μ，ソ）such　thatμ∪レ＝λ．By　the　natural　identification（seeRemarks　7．3（ii）and（iii））we　obtain（i）．　In　particular，　ifλis　a　bipartition（ij）having　one　bipart，　then　thesummation　reduces　to　be　over　the　two　pairs（（ガ），φ）and（φ，（の），　so　that　　　　　　　E（←←κ，ツ）（・、、（7，万））一・、ノ（努∪葱，ヲ∪万）＝・、ノ（烹，ラ）＋・、、（7，万），since　sφ＝1．　We　obtain（ii）through　the　natural　identification．204Bulletin　of　Nagoya　Institute　of　Technology　Vol．46（1994）Remark．V．8．　Proposition　5．4（dlゴelements）1．　see［2，　p．174］．．are　derivations）can　be　related．to　Proposition．7．7（ii）（sl／are　primitive［i］［2］［3］［4］［5．n［6］［7］［8］［9］［10］［11］［12］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ReferencesD．Fujiwara，　q6neralized　Beil．polynom二ials，8£8αん琶42（1990），89−90（in　Japanese）・L・G・issi・ger，　H・pf・lg・b・毎・・f・ymm・t・i・fun・ti・・r　and・1・ss　fun・�ni・n・・助航9・で五NM　579（1977）・1．68−181．D．E．　L・とb，　S・q・・阜ces・f・y騨・t・i・f・h・ti・n串・f　bi・・mi・l　typ・，　S鰯．帥♂．　M・亡ん．．83（1990），1−30．1・G・M・・d・孕・ld，“Symm・t・1・．　Fun・ti・・S　a・d　H・ll　P・ly璽・mi・1・・”Cl・・e・d・n，0琴f・・d，1979・．P．　A．　MacMahon，　Memoir　on　sym．metric　function臼df　the　roots　of　sy6tems　of　equatiQns，　P観．野απs．．18．1（1890），481−536（in．“C611ected　Papers　II，’1．MIT　Press，1986，　pp．32787）．P．A．　MacMahon，　A　theorem　in　the　calculus　of　linear　partial　differ．?ｎｔｉａｌ．盾垂?ｒａｔｉｏｎ．s，　Qμ鋭．」．　Mα醜．24（1890）ゼ246−250（i・“C・llect・d　P・pers　lI・”MIT　Press・1986・PP，673−677）・P・A・M・・M・h…“C・mbi早・…yA・孕ly・i・1（r・p・i・・．wi・h　ll　i・・n・v・1・m・！・’I　Ch・lsea・N・w．Y・幻960（・・iginal．斗917）・・・A・M・・M・h・n・“c・mb・na…yAnal・…II（・ep・i・・wi・h　l　i耳・n・v・1・m・）・”．c・・lse群・Nr甲Y・・k・1♀6・（original　1918）．S．Mas6，　Sur血ame　prob16m−Birthday　problem　wi七h　unequal　occurrenbe　pr6babilities，　RZMS（絢δ亡。σ1z‘o．．j1（δ1妙£roんμ777（1992），103−125（in　Japanese）．K・・U・n・，Th6　H・mm・nd・pera…al・・b・a　and・h・B・ll．．・・1…mi・1・，二丁．S・血ina・R・p・・t・n　M・・h・m・・icsNo．66，1991．K・・U・n・，M・rM・h…ymm・t・i・fun・・i・n・pera・・rs・i・“P…曾・di・g・・f・h・161h．Sym…i甲q・．　S・mi・groups，　Languages，　and　their　Related　Fields，“T6h6　University，1993．J．G．　van　der　c。，p。t，　s。，．Pes．f・n・ti・ns　sym6t・iq・es，励9．煎ん．12（1950），216−230．

