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The main purpose of this paper is to expand the Green's function of the Schr6dinger equa-

tion (- A + FL )u
- 0 on the punctured unit ball Bd ＼(o)into an explicit Fourier series of

spherical harmonics,where 〟 1S a rOtationally lnVariant signed Radon measure on the punc-

tured Euclidean space Rd ＼(o)of dimension d≧2. As an application of this expansion the

Martin compactification (Bd ＼(o))p*of Bd ＼(o)with respect to the equation (- A + FL)a
-

0 will be determined as follows : (Bd＼(o))p*-(α(FL)≦t3l≦1),where α (FL)in [0,1) is the

singularity index of the measure FL at its singularity over the origin.
Since no regularity

assumption upon FL are imposed, the result is the utmost genelarization of earlier relevant re-

sults obtained under certain regularity conditions on FL Such as the one that FL IS absolutely

continuous with respect to the Lebesgue measure A on Rd and its Radon-Nikodym density

dFL/dl is of locally H61der continuous and positive(Nakai [11] ) or more generally of locally

class Lb With♪> d/2 (Murata [10]).

163

Rdをd次元ユークリッド空間(d≧2), FLをRd＼(o)上の回転不変ラドン測度で,穴空き球Bd＼(o)上シュレ-
デインガ一方程式(-A+FL)u-0がグリーン関数G〟をもつものとする｡本論分の主目的は,グリーン関数G〟の

00

G〟(rE,s7)- ∑
〝=0

〟(〟)

e〝. (r)fun (s) ∑ Snj (i)Sn]
EZ5 "

(0<r<s≦1,E,り∈Sd-1)

の様な具体的な単位球面Sd-1上の球面調和関数Sn,･のフーリエ級数展開を導くことにある,こゝでe〃とfuはFLに関

する単位と陪単位であり

dFLn(I)-dfL(I)+n(n+d-2)‡3l-2dx(n-0,1,2,･･･)

とする｡この展開公式の応用として, Bd＼(o)の(-A十FL)u-0に関するマルチン･コンパクト化(Bd＼(o))u*を具

体的に決定する:

(Bd＼(o))p*-(α(FL)≦l3I≦1),

こゝでα (FL)はFLの特異性指数である｡この結果は1974年第一著者[11]が,
FLが正値絶対連続でdFL (I)/dxが局所へ
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ルダー連続と言う仮定のもとに導き, 1986年村田[10]がFLが絶対連続でdFL (I)/dx∈ Lb,,oc (P> d/2)の仮定のもと

で再発見した｡本論文の結論は, 〃に関しての上記の様な色々な正則性の条件が一切不用であるので,最良の最終的

な結果と言える｡

1.回転不変測度

l.l. d次元ユークリッド空間Rd(d≧2)のベクトルx-(xl,･-,Xd)の長さをIxI-(x21+-･Xd2)l'2と記す｡ Rd

の単位球をBd-(x∈Rd: lxl<1),単位球面をSd~1-(x∈Rd:Ill- 1)
,Sd-1上の固有曲面測度をq,単位球面

積をqd-q(Sd-1)とかく｡ d次直交群,即ちd次直交行列全体にRd2の位相を与えた位相群,を0(d)と記すo 0

(d)の各元gは各x∈Rdに対してg･x-i(gtx)(tは転置)と定めてRdに作用するものと考える｡すると0(d)は,

特にSd-1に推移的かつ効果的に作用するコンパクト位相変換群となり, Sd-lは0(d)のコンパクト等質空間である｡

Rdのボレル部分集合X上のボレル測度の差としてあらわされる一般符号測度FLをX上のラドン測度という｡

従ってFLの仝変分測風FLはx上のボレル測度であって, FL- FL'-FL- (FL'-(lFLI+p)/2,FL- -(LFLトFL)/2)はFLの
ジョルダン分解となる.特に,本論文では, B-d＼(o)(B-a-Bdu sd-I)上のラドン測度FLを考える｡これが回転不

変であるとは,すべてのB-d＼(o)のボレル部分集合Eと,すべてのg∈0(d)に対して

(1.1)
FL(g･E)-FL(E)

となることであるとする｡こゝにg･E-(g･x:x∈E)を意味する｡先ず最初に次の結果の証明から出発する:

定理l.1. B-d＼(o)上の任意の回転不変ラドン測度pに対して,常に(0,1]上のラドン測度fL-が唯一つ定まって,

次の表示を持つ:

(1.2) dFL (rE)- rd-ldfL- (r)dq(E) (r∈(0,1]
,E
∈ Sdll).

証明. BTd＼(o)-(o,1]× Sd-1とみて, (0,1]のボレル部分集合AとSd-1のボレル部分集合BによりB-d＼(o)の

特別のボレル部分集合としての矩形集合A xβを考える｡ Aを任意に固定してβを色々動かすことにより, βト→

FLA(B)-FL(A
X B)はSd~1上のラドン測度FL｡を定める｡任意のg∈0(d)をとるとき

FLA(g･B)-FL(Ax(g･B))-p(g･(Ax B))-pu X B)-FLA(B)

であるから, FL^(g･B)-FL^(B)となり, FL^はSd-1上の回転不変測度である｡ Sd-1上には元々固有の回転不変測

度qがあることを想起しよう.

群0(d)はRd2の部分空間としてコンパクトで可算基をもつ｡ 0(d)の等質空間Sd-1のどの点における等方部

分群も互いに共役であるが,とくに(1,0,･-,0) ∈Sd-1における等方部分群は

(至o.二o),
TE 0(d-1)

の形の0(d)の元よりなるので,これを0(d-1)と同一視してよい｡故にg･0(d-1) L-g･(1,0,･･･,0)は左剰

余類集合としての商空間0(d)/0(d- 1)からSd-1の上への位相同型写像を与える｡故にこの意味で

(1.3) sd-l- o(d)/0(d-1)

と表現できる([8],p.167参照).こうしてq, FLA共に商空間0(d)/0(d-1)上の0(d)の作用に関しての不変測
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度と考えられる｡

0(d)はコンパクト群だからユニモジュラーで唯一の両側不変正規化ハ-ル測度wdをもつ｡ 0(d)の部分群と

しての0(d-1)も同様のwd11をもつ｡f∈ C(0(d))に村して0(d)上の関数

x トう (xt)dud_1 (i)

を定義すると,これは0(d)上連続となる｡しかも0(d-1)による0(d)の各剰余類上で定数となることがwd_1

の不変性によりわかる｡故にf∈C(0(d))に村して

/～(∈)- (xt)daJd_1(i) (x∈E∈0(d)/0(d-1))

によりf～∈ C(0(d)/0(d-1))が定義できる｡すると線形写像f -f～はC(0(d))からC(0(d)/0(d-1))の

上への写像であることが示される([5],p.131参照)｡
qは(1.3)により0(d)/0(d-1)上の0(d)の作用に関す

る不変測度と考えられるから, If～(E)dq(E)の値をfの積分とみて, 0(d)上の不変積分となることがわかり,不

変測度の一意性により,ある定数cが定まって,すべてのf∈C(0(d))に対して,

/I-(E)dq(E)-c/I(g)dud
(g)

の形のフビニ型等式が成立する([5],p.131参照;又[16]も参照)｡全く同じ理由によりある定数c^が定まって,す

べてのf∈ C(0(d))に村して,

/r(E)dpA(E)- c｡/I(g)dud
(g)

が成立する｡特にf ‥f～が上への写像だからc>0となる｡今一度f -f～が上への写像であることから,上の2

式より

J甲(E)♂(p^一号q)(e)-o

がすべてのp∈ C(Sd-1) (- c(o(d)/0(d-1)))に対して成立する.こうしてSd-l上FL^-(c｡/c)qが結論出来

る｡そこでcA/c-レ(A)とかくならば, fL｡(B)-i,(A)q(B),即ち

FL(Ax B)-i,(A)q(B)

が結論出来る｡とくにリu)-fL(A x Sd-I)/q(sd-I)により, Aを(o,1]のボレル部分集合を色々と動かして,

i,(A)が(0,1]上のラドン測度となることがわかる｡故にdFL-(r)- rl-ddLJ(r)により(0,1]上のラドン測度FL-を定め

ることにより, (1.2)が導かれる｡ 口

BTd＼(o)上の回転不変ラドン測度FLに対して(1.2)で定まるFL-をFLの半径成分と呼び,記号節約の為, fLと同

じ記号〝であらわす:

(1.4) dFL(rE)- rdlldFL(r)dq(E) (r∈(0,1]
,E∈
Sd-1).

Rd上の回転不変正ラドン測度の典型例はd次元ルペッグ測度lである:

(1.5) d) (rE)- rdlldl (r)dq(E)- rd~1dydq (E).

又dス(I)-dx(3∈Rd)とかdq(E)-dE(E∈ Sd-I)と略記することも多い｡
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l.2. Rdの開集合u上のラドン測度FLが力卜-族であるとは,次の条件がすべての3∈ Uに対して満たされ

ることであるとする:

(1･6)
lei琵(yesB7xPE,/B(3,e,N

(y･z ,d lpkz
,)

- o･

こ､でB(x,e)はx中心半径Eの球であり, N(y,I)はニュートン核即ちIy-zl2~d(d≧3)又はlog[y-zL-1(d-2)で

あるo U上のカト一族のラドン測度の全体を記号K(U)であらわす｡ B-d＼(o)上のラドン測度FLを本論文では主とし

て考えるが, Rd＼(o)の任意のボレル集合ELこ対しては,例えば, FL(E)-FL(En(B-d＼(o)))と定めて, Rd＼(o)上

のラドン測度と考えることが出来る｡さらにFLがB-d＼(o)上回転不変なら,この様に拡張すればRd＼(o)上回転不変

となる｡以下BTd＼(o)上のラドン測度FLは常にRd＼(o)上のラドン測度に拡張して考える｡しかもB-d＼(o)上回転不

変ならRd＼(o)への拡張も回転不変なもので考えるものとする｡

定理l.2, Rd＼(o)上の回転不変ラドン測度pはRd＼(o)上カト一族である｡

証明.規約通りpの半径成分も又FLと記す: dFL(rE)-rd-1dFL(r)do(E) (r∈(0,∞),E∈ Sd~1)oすると1FLIの

半径成分も又(o,-)上で考えたIFLlである: dlFLl(re)- rd~1dlFL[(r)dq(∈)｡そこで任意のa∈ Rd＼(o)に村して

･ (a ; p ,

-l8i琵(vesB7a?E,/B(a,e,N
(I,y ,d lpI(I,)

とおくとき, γ(α;〟)-oを示したい｡

･(y)-/B.a,E,N(x,y)d[p l(3)

とおくと, T(a;FL)-1imEl.(supy｡B.a,E,I(y))であるので, I(y)を評価する.その為対称軸上にaを含み,開きe-

sin-I(E/lal)の,原点を頂点とする錐

^(a,0)-(x∈Rd:a･x>la‖xlcosO)

を考える｡こ､でa･xはaとxの内積である｡ Eloの場合を考えるから, 0<E<IaL,o<o<打/4となる様な十

分小さなEばかりを考えることにしてよい｡すると^(a,0)∩(lal-E<1xl<la卜+e)⊃B(a,E)だから

J(y)-/A(a,e,n{ta仙.くraE.e,N
(x･y)d [pI(I)

とおけば, I(y)≦J(y)となるから, I(y)を評価する｡ T,-(x∈Rd:lxI-r) (r>o)とかけば

′(y)-/A(a,e,n{.a…<.a..6,N
(3･y)d [pl(I)

-I.a._e,laE.e,(/^(a,e,n,lN
(rE,y)rd-ldq
(e))
d lpI(r)

となる｡そこで

ur (y )

-/^(a,e,n,1N
(re一y)rd-1dq (E )

とおけばJ(y)- /(.a;_E,tor.8,U,(y)d[FLl(r)となる｡T,上の面素をdsとしるすと

uy

(y)-I^(a,e,n,,N
(x･y)ds (I)
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となり,これは曲面分布sのニュートンポテンシャルであるo最大値の原理によれば

supU,(y)- sup U,(y)
y∈Rd y∈^(a,e) nrr

となるので,任意のy.∈^(a,0)n r,に対するU,(yo)を評価する｡ 77-(0,-,0,1)∈Sd-1に対して

Ky

-/A.7,2e,n,,N
(x･n )ds (I)

とおく｡ A (a,0)⊂^(y.,20)で,回転でA (y.,20)は^(り,20)に重さなるので,積分/^'.,2e'nT,N(I,y)ds(I)はy

に関係しないので

ur (yo
)-/A(a,e,n,,

N (x･yo )ds (I)
≦/^(yo,2e,∩,,

N (x･yo )ds (x)

-/^(～,2e,n,,
N (x･7 )ds (3)- Ky

となり,結局supy∈RdU,(y)≦K,となるoゆえにK,を評価しさえすればよい｡ I-(xL,xd) (x'∈Rd-1)とかくと,

A (77,20)n r,上の面素ds (I)は

ds(3)-孟dxl
･･･

dxd-1- -Ldxl (xd
-Jr21ポ⊥-二詔二)Xd

とかける｡故に

Ky

-I3,E<,sin20
N

(x･り)孟d3L

となる｡ xE ∈ Rd-1をRd-1上の極座標3L
-

EEL (t∈(o,-),∈t ∈ Sd-2:Rd~lの単位球面)でかくとdxL- td-2dtdeL

(d∈LはSd12上の面素)とかけるから

Kr

-/sd_2(J:sin2eN(I,り)去td-2dt)
dEt

である｡こゝでL,(EL)- I.rsin2eN(I,刀)(r/xd)td-2dtとおけばK,- /sd-2L,(EL)dELとなる. xd≧托OS2eであり,

Lx-りl2-IxLf2+(3d- 1)2≧1xtl2に注意すると, 1/lx- T]l≦1/lxLI- 1/tであるから, N(i)- 1/td-2(d≧3)又

はlog(1/i) (d-2)とおけば, N(I,7?)≦N(i)となる｡以上により

L, (EL)
≦J.rsin2eN(i)志td-2dt

となる｡上の右辺は, d≧3ならば

/.rsin2e貴志td-2dt- ^an20

となるし, d-2ならば

J:sin2e(logi)hid-2dt
- (^an20 )(1 -.ogr -log(sin20H

となる｡ゆえに

β(e )- ([al十e )

･(tan(2sin-1B))･(-log(la
I- e
)-log(sin2(sin-1B)))
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とおくならば,すべてのd≧2に対してL,(Et)≦β(E)となる｡従って

K,- L, (EL)dEL ≦qd_lβ(e)

となる｡こ､でod_1はSd~2の表面積である｡故にU,(y)≦K,だから

U,(y)≦qd_1β(E) (y∈Rd,r∈(IaトE,lal+E))

が出る｡よって

J(y)-I.al_E,b..E,Uy(y)dlpl(r)≦qd-1β(E)lpl"IaトE･
IaI･ E))

であるから,

r (a ; p ,

-lEi諾(yESBTa?e,I
(y
,)≦lEi琵(yesBTa?E,I

(y
,)

≦1imqd_1β(e)lfLl((1aトE,laJ+E))- qd_1
I 0
･IFLl((lal))-

o.

Elo

1.3. Rd＼(o)上のラドン測度FLをポテンシャルに持つ定常シュレ-デインガ一方程式

(1.7) (-A+FL)u-0 (A-∂2/∂x12+-+∂2/∂xd2)

を考える｡ Rd＼(o)の開集合U上の関数uがU上(1.7)の解であるキは, uが(1･7)の超関数解である,つまり,

u∈Ll,Loc(U;)+lpl)で,しかもすべてのテスト関数q)∈ C㌻(U)に対して

-/uu(I)A甲(3)d3･/uu
(I)甲(I)dp (I)- 0

となることであるとする.解uは必ずしも連続でない([12]参照)ので,特にu∈C(U)で, uが(1.7)の解であ
るとき, uをU上fL-調和であると言う｡ U上のFL一調和関数全体をHu(U)と記すことにすれば, Rd＼(o)の各開集

合uにH"(U)を対応させる写像Hp:U -Hu(U)が定義できて,これは次の層の公理と称する3条件を満足するの

で, HuはRd＼(o)上の関数の居である:

(a)Rd＼(o)の各開集合Uに対してHp (U)はU上の関数族である;

(b)U,VがRd＼(o)の開集合でU⊂ Vならば,
u∈Hp(V)に対してulu∈Hp(U)となる;

(c) (u,)E∈IがRd＼(o)の開集合族で, uがU
E｡IUE上の関数であって, uluE∈

Hp (UE)ならばu∈ Hp(UE∈∫UE)と

なる｡

空間Rd＼(o)とその上の関数の層Hpの組(Rd＼(o)
,Hp)が次の3公理を満たすとき,

(Rd＼(o)
,Hp)をブルロー

調和空間であると言う:

公理1. Rd＼(o)の各開集合Uに対して, Hp(U)はC(U)の線形部分空間である;

公理2. Hpについての正則領域がRd＼(o)の位相の底である,こゝでRd＼(o)の領域vが正則であるとは, V

が相対コンパクトで, ∂V≠βで,各q)∈c(∂v)について,唯一のu∈C(V)でul∂v-q),uJv∈Hp(V)で, q'≧

0なら〟≧0となるものが定まることである;

公理3 (ハルナック原理). uがRd＼(o)の領域で, Hu(U)の列(un)が単調増加で(un(I.))があるx.∈ Uで有

界ならばIimn_00un ∈ Hp (U)となる｡

Rd＼(o)上の任意のラドン測度FLに対しては, FLに何等かの条件を課さぬかぎり,仲々(Rd＼(o) ,Hp)はブルロー
空間とはならない｡その意味で,カト一族のラドン測度が重要であるのは,次の事実の成立することにある([1],[2]

参照) : FLをRd＼(o)上のカト一族のラドン測度とすると, (Rd＼(o),Hp)はブルロー調和空間となる｡従って定理

1.2により,･次の重要な結果が得られる:
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定理1.3. FLをRd＼(o)上の回転不変ラドン測定とすると(Rd＼(o) ,Hp)はブルロー調和空間となる｡

l.4.以下ではRd＼(o)上の回転不変ラドン測度FLをポテンシャルにもつ定常シュレ-デインガ一方程式(1.7)

の連続解, FL一調和関数,を研究する｡定理1.3で(Rd＼(o) ,Hu)はブルロー調和空間なので,ブルロー調和空間の一
般論が利用出来る([3],[6]参照)0

〃の回転不変性を最大限に利用して,我々は(1.7)を変数分離法で扱う｡その為に対応する常微分方程式

(1.8) (rd-lyL)I
-

rd-1yIL

を考える,こゝでFLはRd＼(o)上の回転不変ラドン測度FLの半径成分としての(0,∞)上の任意のラドン測度であり,

又一変数rの関数pに対して甲L-dq)/dr,甲LL-d2p/dr2を意味する｡ (0,…)上の関数yが(1.8)の解であるとは,

yが(0,∞)上の連続超関数解,即ち, y∈C(0,∞)であって,すべての¢∈C『(0,∞)に対して

/.由y(rd-1甲L)Ldr -I.仰rd-1ypdp
となることであるとする｡ Rd＼(o)上の関数u(I)が回転不変であるとは, u(g･x)-a(x) (すべてのx∈Rd＼(o),

すべてのg∈0(d))となることであるとする｡このとき, u(I)はIxlのみの関数なので, u(Ixl)-u(I)により,

uを又(0,…)上の関数とみなす｡逆に(0,-)上の関数vがあるとv(I)-v(lxl)と定めて, vをRd＼(o)上の回転不
変関数とみなすことが出来る｡すると

定理1.4. (0,∞)上の関数u(r)がRd＼(o)上の回転不変なfL一調和関数となる為の必要十分条件は, u(r)が(0,

-)上(1.8)の解となることである｡

証明. u∈Hp(Rd＼(o))とする｡任意の甲∈ C.w(0,-)をとるとき,それは又C㌻(Rd＼(o))の関数とみなせる｡

さて〟の〝一調和性により

/Rd､{.}u(r)A¢ (r)d"rE) -/Rd､{o}u
(r)¢ (r)dp (re)

となる｡この左辺は

/sd_1I.∞u(r)rl-a (rd-1d (r))Era-1drdE - qd /.仰"(r) (rd1-1¢′(r))Ldr

となり,又右辺は

/sJowu(r)甲(r)rd-1dp (r)dE -
qdj:00u

(r)rd-1甲(r)dp (r)

となるので,結局

/.00〟(r)(rd-1¢L (r))Edy -/.pro-1u
(r)甲(r)dp (r)

となり,これは〟が(0,-)上(1.8)の解であることを示す｡

逆にu(r)が(1.8)の解であるとき,任意のq'∈ C㌻(Rd＼(o))をとると, p-(r)- /sd-1P(rE)d∈∈ C.a(0,∞)で

あって

JRd､{o,u(r)A甲(re)d} (rE )-I.Tsd_1u
(r)Ap (rE )rd-1drdE

-/.叩u
(r)A (/sd_.甲(rE)dE)

rd-1dr-J:u
(r)Ag (r)rd-1dr
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-/.叩u
(r)rl-a (rd-1p-I (r))Era-1dr

-/.00u
(r)(rd-1p-I (r))Ldr

-/.∞u
(r,rd11軒(r,dp (r,-/.00u

(r,rd-1 (/s._.甲(rE,dE)dp (r,

-/olsd_1u
(r)¢ (rE)γd-1dp (r)dE

-IRd､{.,u
(r)甲(r- (rE)

となりu(r)はRd上FL一調和関数となる｡ □

1.5. Sd-1上のn位球関数Snを任意にとる([9],[15],[13]等参照)0 Bd＼(o)上のFL一調和関数u(rE)に村し

un(r)-
滋(rE)Sn (i)dE

を作る｡又Rd＼(o)上の回転不変ラドン測度FLに対して新らたな回転不変ラドン測度

(1.10) FLn
-

FL +
n(n+d-2)
γ2

) (n-o,1,･･･;p.-FL)

を定める｡ (1.8)同様(o,-)上常微分方程式

(1.ll) (rd-1yl )I - rd-1ypn

が考えられる｡すると

定理l.5. u(rE)をBd＼(o)上のFL一調和関数とするとき, (1.9)で定める(0,1)上の関数unは(0,1)上(1･11)

の解となる｡

証明. A-A,E-A,･r-2AEと分解する,但しA,-

rl-d去(rd-1去)で,
AEはSd-1上の自然なリーマン計量に

関するラプラス･ベルトラミ作用素とする｡任意に¢∈C㌻(0,∞)をとるとき, AeSn(i)ニーn(n+d-2)Sn(E)

により,

rl-a(rd-1¢L (r)sn (E))I
-

A,(¢(r)Sn(E))- A (¢(r)Sn(i))- r~2Ae(¢ (r)Sn (E))

-A(p(r)Sn(E))+r~2n(n+d-2)¢(r)Sn(i)

であるから, ¢∈ Com(Rd＼(o))に注意して,

/.pun(r) (rd-1甲L(r))Ldr -/.i/sd_1u
(rE)Sn (E)dE)(rd-1¢L

(r))`dr

- I.1sd_1

- /.Tsd_1

u (r∈)rl-d (rd11¢E (r)Sn (E))trd~1drdE

u(rE)(A (¢(r)Sn(E))+ r-2n(n+
d- 2)甲(r)Sn(E))rd-ldydE

-JR′＼10r

+n(n+d-2)

u (rE)¢ (r)Sn (i)dp (rE)

JRJ＼10l r-2u (rE)甲(r)Sn (E)rd~1drdE

J:(/sd_1u(r∈)5n (E)dE)¢
(r)rd-1dp (r)
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･ n (n I d-

2)/.∞r-2(/sd_lu
(rE)5n
(E)dE)甲(r)rd-1dr

I.00un(r)甲(r)rd-1dp (r)I n (n I d -

2)I.∞r-2un
(r)¢ (r)rd-1dr

-/o∞rd-1un(r)甲(r)(dp
(r)+

- /.∞

n(n+d12)
γ2

rd-1un (r)甲(r)dFLn (r)

dnr))
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となるので,
unは(1.ll)の解である｡

□

以上の理由により(o,…)上のラドン測度〃を与えて常微分方程式(1.8) ((1.ll)はその特別のもの)の研究が不

可欠となる｡

2.常微分方程式

2.l. 0≦a<b≦∞とする｡区間(a,b)上の関数uが,次の4条件を満足するとき, uは(a,b)上可成り滑らかで

あると言う: (i)uは(a,b)上絶対連続である; (ii)(a,b)の各点で有限な左及び右微分係数uLとulが存在して(a,b)上局

所有界である;(iii)E-(x∈(a,b):uL(I)≠uL.(x))は可算集合である;(iv)uL-uL -ul∈ C((a,b)＼E)で, (a,b)上

uL及びuiは左及び右連続である｡ E-Euをuの(a,b)上の角点集合と言う｡ FLを(0,-)上のラドン測度とする｡

(a,b)上の関数uがFL一可成り滑らかとは, uが(a,b)上可成り滑らかで,その角点集合Eu⊂(3∈(a,b):lfLl(3)>0)と
なることである｡ (0,-)の点xでIFLl(I)-oとなるときxをFL一過常点, lFLl(I)>oとなるときFL一特異点と呼ぶ｡故に

〝一可成り滑らかな関数〟の角点集合は〝-特異点からなると言える｡

(o,-)の点c,tに対し,記号I(c,i)でf≧cなら閉区間【c,t], t<cなら符号付開区間-(i,c)をあらわす｡任意に

y∈C(0,-)をとり,又cとFは(0,～)の任意の点,更に任意の定数y.,I.をとって

(2･1) z (r)-

zo･JI{c,,}td-1y
(i)dp (i)

で(0,-)上の関数zを定め,ついで

(2.2) w(r)-yo+ tl-dz (i)dt

で(0,…)上の関数wを定義するoするとwはFL-可成り滑らかであることを以下示す｡

(2.1)で定めた関数z(r)は増加関数の差としてあらわされる(有界変分)ので,各r∈(o,…)に村してz(r

-o),I(r十0)が存在して, FL一通常点ではz(r-0)-I(r+0)-I(r)となり, FL-特異点では, a(r-0)≠z(r

+o)-I(r)となる｡積分域をI(c,i)にとったことからz(i)の右連続性がわかる.一般に

(2.3) z(r+0)-I(r- 0)- rd-1y(r)fL(r)

となる.こ､で,又以後もFL((r))をp(r)と略記する｡ E〟をFL一特異点集合とすると, E〟は可算で, z∈ C((0,∞)＼

E〝)となり,又z(r-o),I(r+o)は夫々左及び右連続となるoついで各rについて

(2.4) lz(r)- z｡l≦rd-1IIy ; L船(I(c,r))=FLl(I(c,r))

等となるから,
I(r),I(r-0),I(r+0)は局所有界となる｡

さて(2.2)で定めたw(r)は(0,∞)上絶村連続で

(2.5) w主(r)-rl-dz(r±o)
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が存在し, (2.4)よりw主は局所有界で, FL一通常点ではwL(r)-wi(r)-wE(r)-I(r)が存在し,
wL∈ c((o,-)＼

E〟)となることがわかる｡又u)i(r)およびu'i(r)は夫々左および右連続である｡ (2.3)から一般に

(2.6) wi(r)- wL(r)-y(r)FL(r)

となる｡これにより, r∈E〟かつy(r)≠0とwL(r)≠wi(r)が同値となる｡つまりEw-E〟＼y-I(o)となる｡

2.2. (0,-)上のラドン測度〃を与えて常微分方程式(1.8)を考える｡改めて陳列する:

(2.7) (rd-1yE)I
-

rd-ly(I.

この方程式の(0, -)上の解yは連続超関数解を意味するとした｡

定理2,1 (解の表示). (0,∞)上(2.7)の任意の解yはFL一可成り滑らかであって,佳意の(0,-)の点c,Fに対

して

(2･8) y (r)- y (り+/c_'sl-a(cd-1yi(c)I/I.c,s,td-1y
(i)dp
(i))
ds

の表示式が成り立ち,さらに

(2.9)

であり,又

(2.10)

rd-lyi (y)- cdllyi (c)+
td-ly (i)dFL (i)

yi (c)-yi(c)-y(c)FL(c).

証明. y.-y(F),I.-cd-1y土(c)として, (2.1), (2.2)で(0,-)上の関数z,wを定める｡そこでh-y-w

とおく｡テスト関数q)∈C.M(0,-)を任意にとるとき

J:y(r)(rd-1¢L (r))Ldr -/.00rd-1y
(r)p (r)dp (r)

にまず注意する｡さてwもzも有界変分なので,ルペッグ･スチルチェス積分における部分積分の公式と,

d (/Iic,,ltd-1y(i)dp (i))- rd-1y (r)dFL (r)等により([14]
,pp.225-229参照)

J.pw(r)(rd-1¢′ (r))Ldrニー/.餌ra-1甲L
(r)dw (r)

-

-I.のrd-1甲′
(r)d (/c_ysl-dz(s

)ds)--/o申rd-1d
(r)r-dz (r)dr

--/.仰pL(r)2(r)dr-/.00p
(r)dz (r)

-J:甲(r)d(Jt.c.,,tally
(i)dp
(i))=I.00rd-1y

(r)甲(r)dp (r)

となる｡以上によりすべての甲∈ C.～(0,∞)に対して

(2･11) /.由h(r)(rd-l¢L (r))Ldr- 0

となる｡ここでh(lxl)としてhをRd＼(o)上の連続関数と考えるとき, q)∈C.a(Rd＼(o))を任意にとると
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IRd､{o}h(1xI)A¢ (I)dx
-/J.∞h

(r)(Ayp (r- r-2AEP (r-a-ldrdE

であるが,グリーンの公式により

/sd_1Aep(rE) dE -lsd_1(1Aep
(rE)一甲(rE)Ael )dE - 0

となるので, (2.ll)により, E∈Sd-1をとめると甲(rE)∈C㌻(0,-)だから

/Rd､{.}h(Ixl)A¢ (x)db -/sd_1(I.印h
(r)Arゃ(rE
)γd-1dr)dE

-/s._.(I.00h
(r)(rd-1¢r (rE))r

dr)
dE - 0

となり, h(lxl)は連続なので,ワイルの補選により, h(lxl)はRd＼(o)上調和関数となり, h∈C.～(0,∞)となる｡よっ

てy-w∈C㌻(0,…)だから, yはwと同程度に滑らかで, yも可成りFL一滑らかなことがわかる｡ h(F)-b-w)

(f)-y(F)-y.-0, hL(c)-(y-w)I(c)-yi(c)-wL(c)-yi(c)-cl~dz(c-o)-yi(c)-cl-dz.-yi_

(c)-y土(c)-oに注意する｡ (rd-lhL(r))I-oだから, rd~1hL(r)-cdllhL(c)-oとなり,従ってh(r)-h(ア)

-0となる｡故にh…0又はy…wとなる｡ (2.2)に(2.1)を代入して(2.8)がえられる｡ (2.5)と(2.1)から

(2.9)が出る｡ (2.6)から(2.10)が出る｡ ロ

2,3.常微分方程式(2.7)の初期値間題を考える｡初期値は,任意にc∈(0,-)を定め, y.,a.を任意にとると

き

(2.12) (y (c),yi (c)) -(y.,cl.dzo)

で与える｡ yi(c)で与えたいなら, (2.10)により, yi(c)-cトdz.+y.IL(c)で与える訳で,もしcがFL一通常点又は

yo-0ならyL(c)-cトdz.と本来の形で与えることができる｡

定理2.2(初期値間是の解の存在と-意性).任意の開区間(α,β)⊂(0, ∞)と任意のc ∈(α,β)と任意の初期値(2.12)

に対して,初期値(2.12)をみたす(α,β)上の(2.7)の解が唯一つ存在する｡

証RB.他の場合も同様なので(α,β)-(0,∞)の場合で考える｡定理2.1及びその証明によると, y∈ C(0,∞)が

上の初期値間題の解となるための必要十分条件は, yが次の連立方程式の解の組y,2のyとなることである:

(2.13)

y(r)-yo+

I(r)-I.+

il-d2 (i)dt,

td-1y (i)dFL (i).

従って(2.13)の解の組y,zが唯一組存在することを言えばよい｡任意に0<a<c<b<-をとるとき,[a,b]上(2.13)

をみたすyとzが存在して唯一つであることを言えばよいoその為

K

-max(al-d･/a,A.td-1dlpA(i))
I
k --ax(iyo I･lzoI)

とおき, y.(r)≡go,I.(r)≡z.から出発して,逐次近似列(yn(r)), (zn(r))を次式で定める:

(2.14)

yn(r)-y.+

2n(r)-Zo+

tl-dan_1 (i)dt,

td-ly._1 (i)dFL (i).
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この漸化式から,次の評価式が帰納的に導かれる:

1y2n-

y2n-1l≦kK2止詳,
lz2n-

Z2n-1l≦kK2nk#
ly2n.1- y2n [≦kK2n･1宙㌫

, lz2n.I- Z2n LskK2n･1出
n!

(n-1,2,･･･).

これから(yn),(zn)は[a,b]上一様収束するので,その極限をy,zとするとき, (2･14)でn-∞として(2･13)が出る｡

上のy,z以外に(2.13)をみたす5-,fが[a,b]上にあるとする｡すると

y(r)一軒(r)-

I(r)- i(r)-

tl-a(I(i)- f(i))dt,

td-1(y(i)一軒(i))dFL(i)

となる｡ M-max(Hy一軒;L∞[a,b]‖,Ill- i;L帥[a,b]‖)とすると,順次代入をくりかえして, 【a,b]上

Iy(r)- 5-(r)l≦MK2n-1出, Iz(r)- f(r)l≦MK2n出,
(n- 1,2, -･)

n!
'lん＼'′

A' ､′′l=`'J▲▲

n!

となる.これよりy…軒,z…fが出る｡ □

補題2.l. yが(0,-)上(2.7)の解であるとき, (0,∞)上の可成り滑らかなコンパクト台の関数fに対して,

次の等式が成り立つ:

(2･15) /.帥yL(r) (rd-1ft (r))dr --/o00rd-1y
(r)I(r)dp (r)･

証明. fの正則化f6∈ C㌻(0,∞) (E>0)であるから

/.00yL(r)(rd-1feE (r))dr - -/.00y
(r)(rd-1fEL(r))′dr

--/.00rd11y
(r)f8 (r)dp (r)

と成る,こゝで£1oとすることにより(2.15)が導かれる｡ ⊂]

(o,-)の開部分区間(α,β)上〟は(2.7)の解でしかも〟≠0とする｡任意にα∈(α,β)をとるとき, 〟から作

られる(α,β)上の新しい関数

v(r)-u(r)
dt
(γ∈(α,β))

をuのダランベール変換と言う｡

補題2.2.ダランベール変換〃は又(α,β)上(2.7)の解である｡

証明.任意のテスト関数甲-C.w(α,β)をとる｡ v(r)を定める右辺の積分部分を¢(r)とかけば, ¢L(r)-

rl-du(r)-2である｡そこで

-/aev
(rdlld )Ldr

-/a8vL
(rdlld )dr

-/ae(uL¢
+ urlTdu-2 )(rdllpL )dr

-/aBuL
(rd-1pLQ )dr

I/a8u-1pLdr
となる｡ (甲¢)I-pE¢+¢rl-du-2なので,上の最右辺第1項は,補題2.1を使って
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/a8uL(rd-1 (甲¢)∫-

u-2p )dr

-/aBuL
(rdll (p¢ )I)dr
+IaB(u-l)Lpdr

-

-/aBrd-1upQdp
(r)

-JaBu-1pLdr
となる｡以上により

/a8v(rd-1d )Ldr -/qBrd-1叩dp
(r)

となるから,これは〝が(2.7)の連続超関数解であることを示す｡
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2.4. FL, LJを(0,-)上のラドン測度とし, (0,-)の部分区間(a,b)上で, uを(rd-1uL)I-rd~1u[lの解, vを

(rd-IvE)I-rd~1vリの解であるとし,更に(a,b)上u≠0とする｡このとき

命題2.1. w-v/uは(a,b)上可成り滑らかで,次の方程式の解である:

(2.16) (rd-lu2wL)I - rd-lu2w (i,- iL),

即ちすべてのテスト関数¢∈ C㌻(α,∂)に対して次式が成立する:

/:w(rd-lu2pL)Ldr -/:rd-1u2wpd
(レI P )(r)･

証明. u,vと共にwは可成り滑らかである｡ q)∈ Cow(a,b)を任意にとるとき,部分積分と, q)a,甲Vが可成り滑

らかなことから,補題2.1を使って

w (rd-1u2¢J )Ldr --

--/:

/:

--/:

wE (rd-lu2d)dr--
vLu-VUL

〝2

(vL (rd-1q)Lu)- ul (rd-1¢Lv)) dr

(rd-1u2q)I)dr

[vE (rd-1 (甲u)I -

yd-1¢uL)-
uL (rd-1 (甲V)I

-

rd-1¢vL)]
dr

--/:
(vL (rd-I(pu)I)- uL (rd-1 (pv)I))dr

/:rd-1叩伽du-/:rd-1upvdp-/:rd-1u2wpd
(リーP ) (r)･ [コ

定理2.3. (0,-)上(2.16)の可成り滑らかな解ulと(0,∞)の任意の点c,アをとるとき, cd-1u(c)2wL(c)-

I.,w(F)-w.とおくとu)は次の形にあらわされる:

I(r)-2o+

u)(r)- w.+

td-1u (i)2w(i)d(i)
-

FL)(i),

sI-du (s)12z (s)ds.

(2.17)

従って(2.17)のwの式にzを代入して再帰公式

w(r)-w(F)+ /c:sl-du (s)-2

･(cd-1u
(c)2wL
(c)I/I.c,s}td-1u

(i)2w (i)d
(リーP)(i))

ds

(2.18)
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がえられる｡とくに(2.17)の第2式を微分したものと第l式から, u)の角点集合(可算集合)を除いて次の表示公

式が出る:

(2.19) rd-1u (r)2u)I(r)- cd-lu (c)2wi (c)+ td-lu (i)2w (i)d(i, -FL)(i).

証明. (2.17)の第1式はzの定義式故, (2.17)の第2式が成立するすることを示せばよい｡その為(2.17)の

第2式の右辺をw-としてu)≡ w-を示せばよい｡ w-が可成り滑らかなことはすぐわかる｡任意のq)∈C㌻(a,b)に対

して

I:面(rd-1u2pL)Ldrニー/:rd-1u2pLd(woI/c_rsl-du-2zds)
-

-I:pLzdr

-/:甲d(zo+II.c,r,fd-1u
(i)2w (i)d (u

-

p)(i))-/:rd-1u2w甲d
(u

-

p)(r)

となる｡
u)は(2.16)をみたすので, h-w-w-とおくと, hは可成り滑らかで(rd~lu2hL)I-oをみたす｡従って,

¢∈C㌻(α,∂)に対して

/:(rd-1u2hL)pLdr

-/:hL
(rd-1u2pL)dr

--/:h
(rd-1u2d )Ldr - 0

となる｡ (a,b)の任意の点α,β(α<β)を(lul+lFLl)一通常点とし, 0<277<β-αにとり, (a,b)上の連続関数甲を

[α,β】の外では0,[α+77,β-り]上1,残りでは線形となるように作る｡ E>0を十分小にとり,甲eをq)の正則化と

すると, ¢8∈C.w(a,b)なのでIob(rd11u2hL)中主dr-0となる｡
E J oとすることにより

(rd-1u (r)2hL (r))甲L (r)dr- 0

となる｡ hEはα, βで連続で(α,α+77),(β-7],β)で甲Lは夫々1/り,-1り,そこ以外(a,b)上oなので,上式で叩

1 oとすることにより, rd-1u(r)2hL(r)がαとβで同じ値をとることがわかる.つまりrd-1u(r)2hl(r)は([ul+
IFLl)一特異点(可算個)以外では一定であり, WIL_(c)を調べて, hL(c)-0がわかるから, rd-1u2hE-oとなり, hL

-oとなる｡h(F)-0もわかるから, h…0即ちu]…w-となる｡ □

3.陪単位

3.1. Rd＼(o)上の回転不変ラドン測度FLをとり,その(0,∞)上の半径成分も又FLとかく: dFL(YIE)- rd-1dfL(r)

dE(r∈(0, ∞),E∈ Sd-1). (rd-1yL)I
-

rd~lyflの解fuでVp(1),fpL(1))-(0,
I

1)となるものが唯一つ存在する｡ fp

(1)-0だから必然的にfpL(1)が存在する((2.10)参照)｡fpを(0,1]上で考えてFL一陪単位と呼ぶ｡ハルナック不

等式により(0,1)上fpが負の値を取らぬとfp>0となる｡fpが(0,1)上負の値を取るときFLは楕円型,そうでな

いときpを非楕円型と言う｡定数oはRd＼(o)上の回転不変ラドン測度と考えることもできる｡ 0一階単位f.は

(rd-1f.I)I- oを解いて

fo (r)-
読(吉-1)(d≧3),

･ogi
(d-2)

となることがわかるので, 0は非楕円型である｡色々のpに対するfpを互いに比較する必要がしばしば起きる｡そ

の時次の結果は有用である｡ i,もFL同様Rd＼(o)上の回転不変ラドン測度とする｡

定理3.1 (比較原理). (0,1]上FL≦L, (又はFL<レ)で(0,1)上fp>0とする. (0,l)上fJfpは減少関数(又

は真に減少関数)でfy(r)/fp(r)1 1(r† 1)である.とくに(0,l)上fy≧fp (又はfu>fp)となる｡
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証RB. (0,1)上w-fu/fpとおくと,命題2.1により, wは

(rd-lfp2wE)I
-

rd-1fu2w(i,
-

fL )

の解となる｡ (Jul+IFLF)-通常点a∈(o,1)を任意にとる.ついで(IuI+lFLl)一通常点r∈(0,a)を任意にとると(2.19)

により

rd~1fp(r)2wL (r)- ad~lfp(a)2wL (a)- td-1fp(i)2w (i)d(I)
-

FL)(i)

となる｡ fp(i)2w(i)-fu(i)fu(i)-0(i I 1),fp(a)2wL(a)-f](a)fp(a)-fy(a)fuL(a)-o(a I 1)に注意して,

上式でα†1とすると

(3･1) rd-lip(r)2wE (r)--i,I,td-1f"
(i)2w (i)d (リーP)(i)

となる｡もしfuが(0,1)で負の値を取るとすると, fy(b)-0かつ(b,1)上fv>0となるb∈(0,1)が定まる｡ (3.1)

から[b,I)上の(rz'l+lFLI)一通常点yでwL(r)≦oとなる｡しかも

･i-w (r,

-空紹‡;にf:''ll''''',''r,二11''-浩一三-
1

yTl

なのでw(1)-1と定めてw∈C(0,1]となるoそこでb≦rl<r2≦1を任意にとると

w(r2)- W(rl)-
wL (r)dr≦0

だから,
wは[b,1]上減少関数となる｡すると0-w(b)≧w(1)-1と言う矛盾が出るから,結局, (o,1)上fu>

0でないといけない.再び(3.1)により(ルJ+lFLl)-特異点(可算個)を除くと, FL≦L' (又はFL<L')に従って, wL

(r)≦0 (又はwL(r)<o)となり,
u)は減少(又は真に減少)となることがわかり,定理の主張するところがすべて

導かれる｡ □

系3.1. FLが非楕円型でFL≦レならレも非楕円型である｡

3121
FLを非楕円型とし, fL≦z'とするとL,も非楕円型で, fy/fuは(0,1]上減少関数でム(r)/fp(r)1 1(r†

1)であるので1im,1
ofu(r)/fu(r)∈[1,-]が定まる｡

定理3.2 (同位定理). 1im,1.fy(r)/fu (r)<∞となる為のIEt要十分条件は

(3･2) /Io<s<L<1(i)d~1(鰭)2dsd(リーP)(i)<-

証明. (0,1)上w-fJfuとおくとw∈C(0,1]に拡張できてw(I)-1であり, (3.1)が成り立つことを定理

3･1の証明でみた｡ (3.1)をかきかえて, sが仙‡+1FLI)一通常点ならば

wL

(s)--Is,1,(そ)a-I(鰭)2w(i)d(u
-

p)(i)

となる｡上式を[r,1]上dsで積分して, w(1)-1を使い, 2重積分になおして,

w (r)- 1

+//,<s<,<1(壬)a-I(鰭)2
w (i)dsd (リーP)(i)

を得る｡ u)(+0)-1im,1.fu(r)/fp(r)を調べたいから,上式でrl oとして
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w (. o)-

1.∫/.<s<,<1(そ)a-I(妻浩)2
w (i)dsd(リーP)(i)

である｡ w(i)≧1だから,上式から

w (I

o,≧/I.<s<fく1(i)a-1(鰭)2
dsd (リーP,(i)

となる｡故にu)(+0)<…を仮定すると(3.2)が導かれる｡

逆に(3.2)を仮定して, w(+0)<∞を出したい｡ (3.2)よりp∈(0,1)を十分に小さく取って固定すれば,

任意のr∈(0,p)に対して

/I,くS<p,S<,<1(i)a-I(鰭)2dsd (リーP )(i)

<喜
となるように出来る｡これとw(p)≦w(i)≦w(r) (r≦t≦p)により

w (r,-

1.(//,<s<p,s<,<1+∫/pくS<,<l)(i)d~1(鰭)2
w ("dsd (リーP,("

-

w (p

)･//,<s<p,s<Lく1(i)a-1(妻告)2
w (i)dsd (リーP)(i)

･w (p

,I(/I,<s<p,s<f<1(i)d-1(#)2
dsd

(リーP,(i))
w (r,

≦w(p)+w(r)/2

となる.ゆえにw(r)≦2w(p)となりw(+0)≦2w(p)<∞が出る｡

3.3. Rd＼(o)上の非楕円型回転不変ラドン測度FLに対して,新らしく同種のラドン測度

(3.3) FLn
-
FL +
n(n+d-2) A(n-0,1,-･)

[コ

を考える去 ただし)はRd＼(o)上のルペッグ測度である｡

FL-FLo<FLl <･･･<FLn<FLn.l<･･･

なので,定理3.1により,各FLnも非楕円型であって, (0,1)上

(3.4) 0 <fp -fp. <fpl <-･<fp. <fp..1
<-･

となり,更にfp/fu"-fp./funは(0,1)上増加で† 1(r† 1)となるから

(3･5) αn

(p,-I,i発給∈【o･1'(n
-

1,2･-I

が定義できる｡ αn(FL)をFLのn位特異性指数(n- 1,2,-),とくにα(FL)- α.(FL)をFLの特異性指数と呼ぶ｡
(3･4)

より直ちに

(3.6) 1>α(p)-α1(p)≧α2(FL)≧-･≧αn(p)≧αn.1(FL)≧-･

となることがわかる｡この特異性指数列(α"(〟))のもつ重要な性質として次の結果が成り立つ｡
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定理3.3. α(FL)>0ならばαn(FL)>0(n-1,2,-)であり, α(FL)-0ならばαn(FL)-0(n-1,2,-)であ

る｡

証明. ill-FL.-(d-1)rL2)であるから,定理3.2によりα(FL)-α1(FL)>0は

//o<s<,<1(i)A-1(鰭･)2dsd (pl
-

Po ) (i)

-(d
I 1

)∫/.<s<,<1t-2(i)All(鰭)2dsit
<-

と同値であり,任意のn-1,2,-に対してFLn-FL.-n(n+d-2)r-21だからαn(FL)>0は

//.<s<,<1(そ)a-1(鰭)2dsd (pn
-

po )(i)

-
n (n I d

-
2

,∫/.<s<t<1′-2(i)a-1(鰭)2dsdt <-

と同値である｡上の2つの積分条件は互いに同値だから, α(FL)>0と任意のnに対するαn(FL)>0の同値性がわか

る｡ ロ

3.4. fLLn(r)の大きさをできるだけ具体的に評価したい｡特にf..(r)については具体的にわかっている,つま

り(rd-lyL)I-rd-ln(n+d-2)r~2yを初期値(y(1),yL(1))-(0,- 1)で具体的にとける:

(3.7) ん(γ)- (n-1,2,･･･).

上式はn-0でもd≧3なら正しいが,即ちf..(r)-I.(r)-(d-2)~l(r2-all)であったが, d-2のときはfo.

(r)-I.(r)-log(1/r)と修正せねばならなかった. fun(r)をf..と比較することにより, fp.(r)を具体的に評価する

式を与える｡

定理3.4 (基本評価).定数K∈(1,…)と点R∈(1,-)を任意に与えるとき,番号面-好(FL,K,R)が定まって,

次の評価が成り立つ:

(3.8)
K-1f.A(r)≦fp.(r)≦Kf.n(r) (r∈【R,1】 ; n≧打).

証明. w-fun/fo.とおくと,定理3.2の証明と同様にして, r∈(0,1)のとき

w (r)- 1

-JI,<s<,<1(i)d~1(鰭)2
w (i,dsdp (i)

が成り立つ.こゝでr∈【R,1]に限定すると

Iw (r)- 1
一≦∫/,<sく,<l(i)d~1(鰭)2

w (i)dsdlp I(i)

･/IR<s<f<1(i)a-1(鰭)2
w (i)dsd lpI(i)

-IR,1,I
(i)w (i)dip l(i)

となる,たゞし

･

(i)-IRE(号)a-1(鰭)2
ds

とする, (3.7)に注意すると
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となる,たゞし

である｡ゆえに
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I

(i)-/RE(そ)all(

I(i)-/RL

I(i)-

i-n-a+2-tn

s-n-a+2-sn

s2n+a-3

(1-s2n'd12)2

1

2
.

_(1-t2n'd~2)2
t2n+a-3

1 1

I(i)

2n+d-2 1-s2n'd-2

t2n+a-21 R2n+a-2

(2n+d-2) (1
-R2n'd12)

1-t2n'd-2

1
-t2n+a-2

t2n+d~3 (2n+d-2) (1-R2n+d-2)
(t2n'd-2

- R2n+a-2 )

(2n十d-2) (1-R2n+d12)

となる｡これをIw(r)11lの評価式に代入して

Iw(r)-
1l≦IR,1,

である｡こ､で

M(R,n) :-

(2n+d12) (1-R2n'd-2)

(2n+d-2) (1-R2n+d12)

w (i)dIFLI(i)

dIFLl(i)-o (n--)

であるから, n--好(FL,K,R)を十分大きくとると,すべてのn≧好に村して

K11≦
1-2M(R n)/

1

1-M(R,n) =1-M(R,n)
≦〝

となる様に出来る｡ K-max′∈[R,1】W(i)とおくとIw(r)-1l≦M(R,n)Kとなり, w(r)≦1+M(R,n)K(r∈

【R,1]),従ってK≦1+M(R,n)K又はK≦1/(1-M(R,n))となり,これから, lw(r)11l≦M(R,n)/(1-

M(R,n))となる｡故に

K-1 ≦ 11112MM((Rf,;n))≦w (r) ≦

となるが,これは(3.8)に他ならない｡

1-M(R,n)
≦K(r∈[R,1];n≧好)

[コ

4.単位

4･l. FLは非楕円型とすると, (0,1)上FL一陪単位fu>0である｡そのとき,任意のR∈(0,1)を定めて, fpの

次のダランベール変換を考える:

(4.1) e"R (r)-I" (r)
dt

td-lip(i)
2
(rE[R,1)).

初期値間題の解の一意性によりepRは(o,…)上の(rd-1yt)I- rd-1yfLの解であって, 【R,1)上では(4.1)の表示をも

つものと理解する｡これは(R,1)上次の境界値をもつ:

(4.2) (epR (R),epR (1 ))-(0,1).

事実, e〝R(R)-0は明らかなので, epR(1)-1を示す｡ (4.1)の両辺をfp(r)でわって, (R,1)のFL一通常点で微分
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することにより

eLR (r)fp (r)- eβR (r)I"I(r)-
rl~d

となる｡仏(1),fuE(1))-(0,-1)なので,上式でr† 1とすることにより, e.R(1)-1が結論できる｡

上の考察によりわかることは, E∈(0,1)をどんなに小さくとっても, [e,lュ上(rd-1yL)I-rd~1yILの正の解の存

在することである｡これにより次の2性質が成り立つ｡まず, (e,1)上最小値原理が成り立つ: (rd-lyL)I- rd-1y/I

の解yについてy(E)とy(1)が非負ならyは(e,1)上非負である｡ついで,デイリクレ間監の可解性が成り立つ:任

意の実数の組(α,β)に対して(rd-1yl)I -

rd~ly/Lで(y(e),y(1))-(α,β)となるものが唯一つ存在する｡この見方をす

れば, e〃Rは境界値(4.2)で定まる唯一の解であると定めてもよい｡

最小値原理により,あるいは直接(4.1)の形から, (0,1]上(e〟R)I(Rl o)であるから,ハルナック原理によ

り(0,1]上1imRl.e〟Rは(0,1]の各コンパクト集合上解に一様収束するか,又は+∞に一様収束する｡前者の成

り立つときFLは双曲型,後者のとき放物型であると言う｡故にRd＼(o)上の回転不変ラドン測度の族は, Bd＼(o)に

限定して,次の様に分類される:

楕円型

非楕円型i芸冨芸
さて〝が双曲型ならば

(4.3) ep (r)-1imepR (r) (rE(0,1])
Rlo

とおき,
ββを〃一単位という｡特に‰(1)-1である｡

(4.1)と(4.3)から直ちに次の結論が出る:

命題4.1.非情円型の〃が双曲型となるための必要十分条件は

(4･4) I.r
dt

td-lip(i)2
<∞

が1つの,従ってすべてのr∈(0,1)について成り立つことである.そのとき

(4.5) e〟 (r)-fu (r)
di

td~lfu(i)2
(rE(0,1)).

直接に(4.5)から,両辺をfp(r)でわって,
fL一通常点で微分して, r† 1とすることにより, e〟R(1)-1を導

いたと同様にして, e〟(1)-1を出すこともできる｡

4.2. FL一陪単位fuはBd＼(o)の外側の境界Sd-1で0となるBd＼(o)上の正のFL一調和関数であり, FL一単位epは

Bd＼(o)の内側の境界(0)で"境界値o"となるBd＼(o)上の正のFL-調和関数である｡勿論後者の"境界値0''は実際

の0となるわけではない(実際の境界値は∞となることもある.たゞし, 1im,1.e〟(r)/fp(r)-0ではある).しか

し‰は(0)で0となる気分の挙動であると考えると,以下の所論が理解しやすい｡

関数uがある(e<l3I<1) (E∈(0,1))で定義されており,ある77∈(E,1)と正数Cがあって, (り<Jx[<1)上u

≦cfpとなるとき, uqfpと記すことにする｡ u≧0ならuはSd-1で境界値oである｡又uがある(0<lx十:E) (E∈

(o,1))で定義された関数で,ある77∈(0,E)と正数Cがあって, (0<lxJ<77)上u≦Ce〟となるとき, u<e.と記すこ
とにする｡ 〟≧0なら〟は(0)で"境界値0''となる訳である｡

さて簡単の為Bd＼(o)をL2と記すことにする: L2-Bd＼(o).Hp(L2)に含まれる非負関数の全体をHI(L2)と

かくことにする｡ノu∈H:(i2)に対してu<euなら, uはたしかに(0)で"0となる''と言って良いことが,次の結果
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により了解される｡

補題4.l. u∈HI(i2)がu<fuかつu<eβならu≡0である.

証明.
uの代わりにuの正数倍を考えるとよいから, 0<[xl<77上u(I)≦e〝(I) (-e〟(lx[))としてよい｡ uq

fpからSd-1におけるuの境界値は0となることに注意して,それぞれの境界値を較らべて,最小値の原理から77

封xl≦1上u(I)≦e〟(I)だから,結局L2上u≦e〟である｡任意のR∈(0,1)を取るとき,境界値を較らべて,再度

最小値の原理を使うと, R≦Ixl≦1上e〝R(I)≦eβ(I)-u(I)となることがわかる｡ R J Oとしてe〟≦e〝-uとな

り, u…0がわかる｡ □

HI (L2)の元0は無論, oqfL,,Oqeβであるが,逆にこの性質をもつHu+(i2)の元は0のみであることが示された｡

これに基づいて次の結果が出る:

定理4.1 (分解定理).任意のu∈HI(L2)は唯一通りにu-u.+ul(u.∈HI(L2)でu.<eL,,ul∈HI(L2)で

ulqfp)の形に分解される｡

証明.任意に0<R<S<1をとり, uRSをR<lrl<sでFL一調和, R≦l.rl≦sで連続, lxL-R上uRS-0か

つIxl-s上uRS-uとなるものとする｡最小値原理とハルナック原理でuRSl uR(S† 1)となるuR∈HI(R

<l3l<1 )が定まる｡次にvRをR<lxl<1上FL一調和, R≦lxl≦1上連続, 1xL-R上vR-u,かつIx[-1上vR-

oとなるものとする｡すると最小値原理よりo≦u-uRS≦vRだからS† 1として0≦u-uR≦vRとなるo これか

らSd-1上の境界値としてu-uR-0となる｡再び最小値原理とハルナック原理によりuR I u.(R I 0)となるuo

∈HI(L2)が定まる｡ R∈(0,1/2)として,最小値原理により

uR

(3,≦((.xT=a152u)/
ep

(1,2,)
e〟 (I, (R Sl如1/2,

だから,上のe〟の係数をCとして, Rloとするとu.(I)≦Ce〟(0<Lx[<1/2)となりu.<epである｡そこでu-

u.-ulとおくとul∈HI(32)で, Sd-1上の境界値u-uR-0だから, R l oとしてSd-1上の境界値u-uo-0

となり, ulはSd~1上境界値0をとる｡すると,最小値原理で,例えば

ul

(3,≦((,T=a152u)/fu(1,2,)fu
(I, (1/2 <Ex[<1,

となるからul<fuである｡分解u-u.+ulの一意性は補選4.1からわかる｡

4.3. 0≦p<1とp<ly[<1を任意にとる｡ (p<l3l<1)上の関数(値-も許す) Gppが(p<Lxl<1)上のFL-

ポテンシャル即ち正値FL一優調和で,その最大FL-調和劣関数が0となるもの)で,超関数の意味で(p<lxl<1)上

(-A+FL)Gpo(･,y)-∂v (yにおけるデイラック測度)

となるとき, G"p(･,y)をyに極をもつ(p<Ixl<1)上のFL-グリーン関数と言う. FL-グリーン関数は対称となること

がわかるので, 2変数の関数Gpp(･, ･)とみて,これをFL-グリーン核とも言う｡ Gpo(3,I)-∞ (村角線挙動の詳細

は[2], [12]等参照)で, 2変数関数として広義連続であり,対角線を除いて2変数関数として有限倍達続である｡

o <R<1の時はsR(I)-min(ん(Ix[),e〟R(lxl))でsRを定めると,これが佃<lxI<1)上のポテンシャルである｡

エルベの定理により, FL-ポテンシャルの存在とFL-グリーン関数の存在は同値なので(例えば[4]参照),
0<R<1

のときG〟R(･,･)は常に存在して, (R<IxI<1)の境界でGpR(･,y)-0となる｡ G〝.即ちL2-(0<Ixl<1)のIL-グ

リーン関数を簡単にG〟と記そう｡すると

命蓮4.2. L2上FL-グリーン関数が存在するための必要十分条件はFLが双曲型となることである｡
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証明.上でも使った, L2上のFL-ポテンシャルsの存在とFL-グリーン関数G〟の存在が同値となることを利用

する｡まずL2上fL-ポテンシャルsがあったとする｡ 0<R<1/2<S<1を任意にとり, (rd-1yl)I-rd~1y[Lの解

gRSでgRS(R)-0, gRS(S)-infLr弓=SS(I)となるものをとると,最小値原理とハルナック原理により(R,S]上0

<gRS≦sでgRS I gs(R J o)となる解gsが定まり, (0,S]上0<gs≦sである｡ hs-(s(1/2)/gs(1/2))gsとおく

と, (0,1/2]上0<hs≦sでhs(1/2)-s(1/2)なので,ハルナック不等式とアルゼラ･アスコリの定理により部分

列Sn† 1に対して, (0,1)上広義一様にhsn-h(n--)となる解hが定まり, (0,1)上h>0となり, (0,1/2]上

o<h≦sである｡もしh(1)-0なら最小値原理により(1/2,1)上もh≦sとなり,従って(0,1)上0≦h≦sと

なり, h…0でなければならぬと言う矛盾がでる｡ゆえにh(1)>0でないといけないから, (R,1)上e〝R≦h(1

)-1hとなることにより, ep-limRl.e〟R≦h(1)~1hが存在するので, fLは双曲型である｡逆にFLを双曲型とすると,

s(I)-min(fp(l31),ep(Ixl))をL2でを考えることが出来る｡これがFL-ポテンシャルであることが補選4･1よりわかる｡
[コ

以下掛こ断らぬかぎり常に〝は双曲型と仮定するので, 〟-グリーン関数G〟がβ上に存在する｡しかも

(4.6) G〟 (a,y)-1imGβR (I,y)
Rlo

であることがすぐにわかるので, G〟(･,y)qe〝かつG〟(･,y)qfuである｡

4.4.特異性指数列(αn (FL):n
-

1,2,-)を3.3でFLn一階単位fp"を使って導入した｡今度はこれらのFLn一単位epn

を使う同種の表示を導く｡その為の準備として,又後程くりかえし利用する簡単ながら重要な次の不等式をのべる:

補悪4.2 (混合不等式).各n-o,1,2,･=に対して

(4･7)

e仰(r)≦鯵e〟(r)
(o<r≦1)･

証明.比較原理により(I-'E理3.1), fp(i)/fun(i)≦fu(r)/fu"(r) (t≦r)であるので,

e伽(r)-fun (r)
dt

td-1fJt)
2

td-1fp(i)
2

dt

td-lip(i)
2

ム!立_
td-1fp(i)2~~fu.(r)

(a)2dt

e〟 (r). □

命題4,3. n位特異性指数αn(FL)は次の表示をもつ:

(4･8) αn

(p,-I,i記譜(n
- 1,2,..･'･

証明.まずαn(FL)-0の場合には(4.7)と(3.5)により

o≦#≦紛1αn(p)-0(flo)
だから(4.8)が直ちに従うo次にαn-αn(FL)>0の場合を考える｡任意にT>1を与える.fp(i)/fun(i)1 αn(i

lo)だから,十分小さなp>0をと､ると, 0<t<pであるかぎり

･n

≦鯵≦Tan
となる｡ゆえに0<t<r<pであるかぎり
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となる｡これから
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α孟/fp(i)2 ≦1/fun (i)2 ≦T2α孟/fu(i)2

dt

td-1fun(i)
2
≦
TZα孟

dt

となり,これと(1/Tαn)fp (r)≦fpn(r)≦(1/αn)fp (r)とをかけ合わせて

号ep(r)≦e批(r)≦T2αne〟 (r)

となる｡上の両辺をe〝(r)でわってrl oの極限を考える:

並≦1iT↓l:nf鰭≦1im,
lS.up鰭≦

T2αn･
T

こ､でTllとすることにより(4.8)が従う｡

5.グリーン関数のフーリエ級数展開

[コ

5.l.単位球面Sd-1-(lel- 1)上の自然なリーマン計量に関する体積要素,即ちSd-1上の曲面要素をdq(E)-

dEとかき,ラプラス･ベルトラミ作用素をAEとする｡Aeの固有値-n(n+d-2)に村する固有関数Sn(E),即

ちAeSn(e)--n(n+d-2)Sn(E)となるSd-1上の関数がn位球関数で,その全体はL2(Sd-1)-L2(Sd-1,dq)の

有限N(n)次元の部分空間となる｡この部分空間の正規直交基底(sn)(E):j- 1,･･･,N(n))を任意に1つ定め,以下

固定する｡こ､でN(n)は具体的にはN(n)-(2n+d-2)Il(n+d-2)/T(n+1)r(d-1) (n≧1),N(0)-

1であるが,我々の必要とする所は評価

(5.1) N(n)≦2d~lnd-2(n-1,2,-･ ;N(0)-1)

である｡ Sn,I(E)の取り方にかゝわらず常に加法定理

(5.2)
〟(〟)

∑ Sn,,(E)Sn,･(り)-
)A-I

N(n)
qd
Pn(E･巧)

が成り立つ｡こ､でqd- /sd-1dq(E), Pn(i)はd次元n位ルジャンドル多項式である｡ Pn(i)lま具体的には,例え

ばロドリーグの公式

pn(i)-(-i)
n r(Gil)
r (n･旦チ)(1-2)譜(1-t2)竿(n-o･1････)

でも与えられるし,又次の母関数表示からも決定できる

00

∑N(n)Pn(i)xn -

〝=0

1-32

(1+x2-23t)a/2
(o≦x<1,(tJ≦1).

シュワルツの不等式を(5..2)に施せば,次の評価式が得られる(P.(1)-1に注意) :

(5･3) 警Ipn(E ･州≦"glsn,(E)l[sn,(州≦地)･= 1
qd

以下(Sn,･(E):i- 1,･-,N(n);n- 0,1,･･･)を固定する｡これがL2(Sd-I)の完全正規直交系となることが示される｡

これによりグリーン関数G〟(rE,s7?)をフーリエ展開し,その絶対一様収束性を論ずる｡球関数の詳細については, [9】,

[15]等を参照するo球関数のフーリエ級数の絶対一様収束性に関する一般論については[13]を参照せよ｡
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5.2.本論文の主目的は次の結果を証明することである:

主要定理. Rd＼(o)上の任意の回転不変ラドン測度FLに対してBd＼(o)上グリーン関数G〟が存在すると, G〟は

(5.4)

こ●3コ

G〝(rE,sq)- ∑
n-0

N(n)

e伽(r)fu. (s) ∑ Sn) (E)Sn)
FZe E!

(0<r<s≦1)

の形の表示をもつo こゝこで右辺の級数は(E,77)∈ Sd~l x sd-1の関数として絶対かつ一様に収束するo更に任意の

0<R<1に対して定数♪-p(R)>0と番号q-q(R)が定まって,すべての0<r≦R<s≦1と(E,77)∈Sd~1×

Sd~1に対して

(5･5) e-

(r,ん(s,1;nl'ISnj
(E,lISn,･(州≦pep (r,nd-2 (!)n(n≧ 哩,･

又任意の0<R<S<1に対して定数♪-♪(R,S)>0と番号q-q(R)が定まって,すべてのR≦r<S≦s≦1と

(∈,77)∈Sd-I x Sd-1に対して

N(n)

(5.6) e〝. (r)fun (s) ∑ lsn,･(∈)llsn,I(7])F≦bfp(s)nd-2
メ=1

(i)n(n≧ q)･

証明のプラン.上記定理の証明の心臓部分は次の公式を示すことにある: 0<r<s≦1と1≦j≦N(n)および

1≦i≦N(m)に村して

(5･7) JsJsd_.G〟(rE,s7)Sn, (E)5mi (り)dEd7 - 6n,I,m,e伽(r)ん(s) (0 <r <s ≦1 )

となる,こ､に6n],m,･は2重添字nj-miなら1, n)'≠mi (即ちn≠m又はj≠i)なら0を意味する｡これを使っ

て, E又はりについてのG〟のL2(Sd-1)におけるフーリエ展開が(5.4)であることがわかる｡ (5.5)又は(5.6)

により,このフーリエ展開が絶対かつ一様に収束することがわかる｡よって(5.5)と(5.6)を証明することで,主

要定理の証明が完了する｡

5.3.最初(5.7)の証明に必要となる技術的な準備をする｡任意に0<R<1を固定して,球環A-(R

<l3l<1)を考える｡任意のu∈Hp(A)n C(A-)でIxl-R上u(I)-0となるものをとり,各R≦s<1に対して

A一上の関数

us(I,-lsd_l常u(-
(3∈ A-)

を考える｡そのとき次の結果が成り立つ｡

補題5.l. A一上の関数族(Us)RSs<1はA一上一様有界で, 1imsT
IUs(3)- u(I)

(3∈A)となる.

証明. uの0一調和相応物vを考える｡即ちv∈H.(A)n C(A-)で∂A上v-uとなるものをとる｡よく知られ

た様に

(5.8)
a(I)-v(I)-

GpR (I,y)v (y)dfL (y)

となる(例えば[12]参照)｡そこでUsに対応して

vs

(I)-lsd_1幣v
(q )dq

とおく｡上の積分の中でv(77)-u(叩) (7?∈Sd-1)であることに注意しておく.任意の3∈A-に村してs∈[R,1】
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の関数
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gI(s)-
G.R (I,S77)dり

を考える｡すると,任意にx∈A-を固定するとき, gx∈C[R,1]である. [R,1]上点Ixl∈[R,1】以外の点における

連続性は明白である｡ s-[xlにおける連続性は, A-上Lx-yL<1/2のとき, G.R(3,y)≦cdN(I,y) (cd- 1/27T(d

-2),cd-1/(a-2)qd(d≧3))であることを使って,曲面分布のニュートンポテンシャルの連続性の証明と同様

にして示せる｡又gIは定理1.5 (又はその証明)により[R,1]＼(lx[)上(rd~1yL)I-rd-lyoの解である｡ x∈ ∂Aなら

gx(s)…oである｡ x∈Aの場合,まず[[xI,1]において, g3とf.を較らべる｡その為

gi (1 )-/sd11[去GoR(3,叩)]s=1d7-/sd_1eOR
((7I)怠G-(I,-

-/8AeOR(Iyl)孟GoR
(x･y)dsy

--

eoR (1xl)I

たゞし∂/∂L)は∂A上の外法線微分でdsは∂A上の曲面要素とする,となることに注目する｡よってgi(1)/eon

(lxl)ニー1であり,又明らかにg3(1)-0なので, g3(s)/e.R([x[)…f.(s) (s∈[lxl,1])となる｡次に【R,[x[]上で,

境界値を較らべて(即ち, g3 (l3I)/e.R (lxL)-I.(Ixl),g3(R)/e.R (lxl)- o <f. (R)),最小値原理を使うと,

g3(s)/e.R (IxI)≦fo(s) (s∈[R,lxI])となる｡ゆえに綜合して, g3(s)≦ム(s)eoR(lxl) (x∈ A-,s∈[R,1])となる.

かきかえると

/sd_1幣d7≦eoR([x(,(x∈ A-,s∈[R･1))

である｡従って

Ivs
(I)F≦/s._1幣Iv

(～)ld7≦eoR (l3I)supsdlllvI (I ∈ A-)

となる. e.R(Lxl)≦1でSd-1上v-uなので

(5.9) IVs(I)L≦supsd-.lul(x∈ A-,s∈[R,1))

となる｡さてx∈Aを任意に固定し, c-(lx卜+1)/2とするとき

K

-(FyT=PcGoR(I,y,)/fo
(c,<-

であり,境界値を較らべて最小値原理を使うと,

G.R(I,y)≦Kf.(ly[) (c≦lyl≦1)

となる｡ゆえにすべての77∈Sd-1に村し

G.R (3,Sq)/fo(s)≦K(s ∈【c,1))

であり,又ロビタルの定理によると

∂

望㌍幣-lim石GoR'x
･Sn'

sTl fL.(s)

ニー[去GoR(x･叩)]s=1-一念GoR(I,刀)
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となる｡よってルペッグの収束定理により

Isi㌍Vs(I ,-lsd_1(lsi㌍幣)
v '榊

ニーJsd_lV(叩,孟GoR(x･-ニー/8^V(y)孟GoR
(x･y)dsv

-

v (I)

となる｡つまり次式が示された:

(5.10) limVs(I)-v(x) (x∈A).
sT1

次に周知のレゾルベント方程式(例えば[12]参照)

G〃R (.r,S77)- G.R (I,S77)- G〟R (I,I)G.R (a,S77)dFL (I)

187

の両辺にu(7])/I.(s)をかけてSd-1上で積分し,フビニの定理を使うと,

(5･11) 鰭us(I,- vs (x)-/AG-(I,I)Vs (I)dp (I)

となる｡右辺の積分項は絶対値に於て, (5.9)を使うと,

/AG畑(I,I)lvs(I)[dlpB(I)≦(supsd-1lul)/^G-(x･z)dlp I(a)

でおさえられる. A上Ix-zlが十分小さければ,例えばG〟R(3,I)≦2cdN(I,I)と出来る([12]参照)ことと, FLの

カト一族なことから, /^G〝R(I,I)dlFLl(I)はxについてA一上連続,従ってA一上有界となる｡今一度(5･9)を使え

ば, (5.ll)の右辺は,従って左辺は,すべての(I,s)∈ A-×[R,1)について有界となる｡何度も見た様に

望㌍鰭-空紹‡;;二条('ll,',',I('ss:ll,'一筋-三-
1

であるから,結局Us(3)はすべての(I,s)∈A-×[R,1)について有界となる｡更に(5.9), (5.10)により, s†
1

のとき,ルペッグの収束定理を(5.ll)に施して

(lsRf%)･(lsT;us(I,)-
v

(x'-/AG"R
(3,Z'v 'z'dp '2'

となり, (5.8)から1ims†lUs(I)-u(I)がわかる｡ [コ

5.4.いよいよ(5.7)を補題5.1を使って証明する｡その為には,任意のR∈(0,1)に村して次の等式を導きさ

えすればよい:

(5.12)

/sd_I/sd_1G〟R(rE,sn )Sn, (E)Smf･ (り)dEd7
- ∂nj,-･･e-(r)fp- (s )

(R<r<s≦1).

なぜなら上式でRJoとすることにより(5.7)が出るからである｡ rとEを固定して

h

(rE,s)-/sd_1GβR
(rE,sn )S-･･(7 )dn

をs∈(r,1]の関数とみるとき,定理1.5 (又はその証明)により, h(rE,･)は(r,1]上(rd-1yE)I-rd~1yILmの解で,
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h(rE,1)-0となるから, fpmと比較して, h(rE,s)-c(rE)fpm(s)の形となる｡この両辺にSnj(∈)をかけて,その

両辺をSd11上dEで積分して, /sd-1C(rE)Sn)(i)dE-c(r)とおき,フビニの定理によれば, (5.12)の左辺はc(r)

fpm(s)となることがわかる｡再びフビニの定理で

c (r,

-紛/sd_1(lsd_1旦粁smi(-)
snj (E)dE

となる｡こゝでu(s7)-e〟mR(s)Smi(り)とおくと, u(I)はA上FL一調和, A一上達鼠Ix[-R上u(I)-o,lxL-1

上u(I)-u(1x)-e畑R(1)Sm,･(I)-S桝i(I)となる｡ゆえにSm,･(7])-u(77)なので, (5.3)の記号を使えば

c

(r)-器Isd_.Us
(rE"nj (E)dE

であるから,補題5.1とルペッグの収束定理を使えば,上式でs I 1としてfp(s)/fu"(s)-1(s I 1)を使うことに

より

c

(r)-/s._1u
(rE)5nj (i)dE

-

ep桝(r)/sd_1S桝,･
(E)5n,･(e)dE

- ∂nj"ieL,..(r)
-

∂n,･,mje伽(r)

となる｡よって(5.12)が導かれた｡

5.5. 0<r<s≦1を任意に固定する｡更にE∈Sd11を任意に固定してG〟(rE,s7?)を77の関数と考えたとき

のL2(Sd~1)の完全正規直交系(sn,.(り):).- 1,-,N(n);n -0,1,･･･)に関するフーリエ係数

cn,(rE･s)-Is._lGp
(rE･s7)Sn,(～)d7 O'- 1,････N(n) ;n

-

0･1･-･)

を使うと, L2(Sdll)内のフーリエ展開

(5.13)
世 N(n)

G〟 (rE,s77)- ∑ ∑cn,･(rE,s)Sn) (77)
n=0)'=l

がえられる｡各njについて, cn](rE,s)をEの関数と考えてのフーリエ係数

cn]"･ (r,s)- cn}(rE,s)Sm,･(∈)dE(i- 1,-･,N(m) ;m-0,1,-･)

を使うと, L2(Sd-1)内の等式としてのフーリエ展開

(泊 N(〝l)

cn](rE,s)- ∑ ∑ cn,･,m, (r,s)Smi (e)
Iガ=O L=1

がえられる｡こ､で(5.7)を使えば

c-･･hj (r･S
)-/s._1(Js._1Gp

(rE,sq )Snj (～
)d7)
smL･ (E )dE

-/sd_1/s._1G〝
(rE,s7 )S桝,(E)5n,.(叩)dEdq - ∂mi.～,e帥(r)I"(s)

であるから,これを上の展開式に代入すると

cn,･ (rE,s )- cnj,～,A(r,S)Snj (E)- e伽(r)fp. (s)Snj (E)
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となり,これを(5.13)に代入して, L2(sell)の等式とみて(5.4)がえられる｡

0<r<s≦1を任意に固定し,更にE∈Sd~1 (又はり∈Sd~1)を任意に固定するとき,77∈Sd-1 (又はE∈Sd11)

の関数とみて, G〝(rE,s7)がL2(Sdll)内で(5.4)の形のフーリエ展開ができることが示された｡ (5.4)の右辺をE

∈Sd-I (又は77∈Sd~1)の関数項の級数とみて, 0<r<R<s≦1となるR (又は0<R<r<S<s≦1となる

RとS)をとって(5.5) (又は(5.6))を使えば,ワイエルシュトラスの優級数原理から,それらの絶対かつ一様収

束なことがわかり,点関数としての等式(5.4)がえられて,主要定理の前半の証明が完結する｡故に残るところは(5.5)

と(5.6)を示せばよい｡

5.6.不等式(5.5)と(5.6)の証明.まず(5.5)の証明をする｡混合不等式(補題4.2) e伽(r)≦仏(r)/ん
(r))ep(r) (o<r≦1)を基礎とする｡ 0<r≦R<s≦1として,混合不等式により

e- (r,fun

(s)≦鯵e〟
(r)･fu" (s,

となる｡比較原理(定理3.1)により, fp/fp.は増加関数だから, fp(r)/fun(r)≦fu(R)/fp.(R)により

e〃n (r,fun

(s,≦鰭ep
(r,･fp･ (s,- eβ (r,fu

(R,鰭
となる｡基本評価(定理3.4)をK-2で使って,番号打- n-也,2,R)が定まり, n≧許ならば

fp. (s)≦2

となる｡これらの商を作って

2n+d-2

鰭≦4(吾)

fu" (R)≧ 2-1

n+a-2 1-s2n+a-2

1-R2n+a-2

2n+d-2

･4 (!)～

Rn+a-2

をうる｡以上によりe伽(r)fp.(s)≦4e〟(r)fp(R)(R/s)nとなり, (5.1)と(5.3)と合わせると, (5.5)の左辺は

4e〟 (r)fp (R

)(!)n去2d-1nd-2
でおさえられる｡ゆえに, ♪-p(R)-2d'lfu(R)/qd,q-q(R)- n-にとることにより, (5.5)が導かれる｡

次に(5.6)の証明をする｡ R≦r<S≦s≦1として,混合不等式とfpJfpが減少関数であることを使い, (5.5)

の証明の時と同様にして,

e- (r,fp･

(s,≦鯵ep(r,･鰭fp(s,≦紛ep(r,･筋fu
(s)

-fp (s)(ep(r)fp (r),fp (5))鰭
となる.基本評価をK-2で使うと,番号好-打(FL,2,R)が定まり, n≧許ならば

fp" (S)≦2

となる｡これらの商を作って

2n+d-2 Sn+a-2

鰭≦4(号)

fp. (r)≧ 2~l

～+a-21 -S2n+d~2
1 -

r2n+a-2

2n+d-2

･4 (i)～

をうる.以上によりe伽(r)fp.(s)≦4fp(s) (e〟(r)fp(r)/fp(S)) (r/S)nとなり, (5.1)と(5.3)と合わせると, (5.6)

の左辺は
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4fp (s )(e〟(r)fp (r),fp

(S))(i)n吉2d-1nd-2
でおさえられる,ゆえに, P-P(R,S)-2d'1qd-1(supRS,≦1e〝(r)fp(r))fu(S)~l,q-q(R)-打にとることにより,

(5.6)が導かれる｡

6.応用:マルチン理論

6.1. DをRdの任意部分領域とし, pをD上のカト一族のラドン測度でD上にFL-グリーン関数G-G〟が存

在するものとする｡即(刀)の元〟が極小であるとは,まずβ上〟>0で,かつ〟≧〃となる任意の〃∈即(刀)は

常にv-Cu (C:定数)の形となることである｡ HI(D)の構造を, HI(D)の極小関数で記述することを目的とす

るのがマルチン理論である｡任意の点α∈βを固定する｡〟(α)-1となっている関数〟は正規化されていると言う｡

D上のaを参照点とするFL-マルチン核を次のように定める: I,y∈Dとして

K(I,y)-

G(∫,y)/G(a,y) (y≠a),

0 (〟-α,∬≠α),

1 (y-a,I-a).

D内の点列(ym)がFL一基本列であるとは, (ym)がD内に集積点をもたず, (K(･
,ym))がHI(D)のある元にD上広

義一様収束することである｡基本列(ym)と(yi,)は(K(･
,ym))と(K(･ ,yi,))が同一の極限を定めるとき同値であると

言い,基本列の同値類w*の全体をA-A〟(D)とし, D*-Dp*-DUAと記す｡ w*∈Aに対しても,各x∈D

について,

K(I,a)*)-1irnK(I,ym) ((ym)∈ w*)
m-一00

と定めると, KはDxD*に拡張できる｡これを改めてFL-マルチン核と呼ぶ｡ D内に任意に相村コンパクトな球U

を固定し, D*の2点p,qの距離を

d(P,q)-
)
-K(I

K(I,p) -K(I,q)
dx

で与える, dxはRd上の体積要素である｡すると次の結果が成り立つ:

マルチン理論の基本定理.次の5性質が成立する｡

(a) (D*,d)は距離空間で, (y桝)∈w*は1immー00d(ym,w*)-0と同値で, D*はコンパクトで, DlまD*内聞か

つ桐密,従ってAはDの境界である;

(b) K(I,p)はDx D*＼((I,I):x∈D)上連続である;

(c)任意の正規化極小なu∈HI(D)に対してはu-.K(･,w*)となるw*∈Aが存在する;

(d) Al-(w*∈A:K(･,w*)は極小)はAのG6部分集合である;

(e)任意のu∈Ht(D)はマルチン積分表示をもつ,即ちuに対してA上のボレル測度L,-i,uで次の性質を

もつものが唯一つ定まる:

(6･1)

u-/AiK(･,w*)dリ(w*)･U(小Al)-0･

関連する論文数は膨大で上記定理そのもの､証明を含むものゝ存在非存在の特定は困難であるが,調和空間

(D,Hp)に関する諸性質にもとづいてマルチンの原論文[7]の方向に従えば容易に証明できる｡ D*-Dp*をDのFL-マ

ルチン･コンパクト化, A-A〝(D)をDのFL-マルチン境界, Al-h〟l(D)をDのFL-マルチン極小境界と呼ぶ｡

以下では, Dとしては具体的なL2-Bd＼(o)にとり, FLはRd＼(o)上の回転不変なラドン測度でBd＼(o)上双曲
的とし, FL-グリーン関数G-G〟の級数表示(5.4)の応用としてFL-マルチン核K-K"とFL-マルチン･コンパク
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ト化L2*-L2p*を具体的に構成する｡これらは回転不変なFLに関する限り,文献上,もっともゆるい条件下での結果

である｡ L2のFL-マルチン境界をA-Aβ(L2), FL-マルチン極小境界をAl-Apュ(L2)と記す(実はA-Alとこの場

合にはなることが以下でわかる)｡ L2*はコンパクトだから, L2の任意の点列(xm)で内部に集積せぬものは必ずその

部分列(ym)で基本列となるものを含むことに注意する｡そして(ym)はAのある点w*に収束する(即ち(ym)∈ w*)｡

さて,任意の基本列(ym)をとると, (lymI)は0又は1に収束することを示す｡そうでないと, (ym)の部分列(y池一)

と(ym")で, lym,トo,lym"A-1となるものがとれる. lym,l<laI<lym,,Itしてよい｡するとある定数Cがあってl3I-

a上K(x,ym,),K(I,ymLL)≦Cと出来る｡最小値の原理から

K(I,ym,)≦Cfp (lxI)/fp(lal) (laI≦Ixl≦1)

となり, ym-aJ*∈Aとして,上でmL†∞として

K(3,W*)≦(C/fu (lal))fp(l3L) (Ial≦lxI≦1)

となるからK(I,w*)<fpである｡次に任意にR∈(0,Ial)をとるとR<lxl<la=こ対して

G〝R (I,ym")/G (a,ym,,)≦K(I,ym'L)≦C (lxI- a)

であるから,最小値の原理により

G〟R (I,ym")/G (a,ym,,)≦Ceβ (lxl)/e〟(lal) (R ≦Ixl≦tal)

となり, RIOとすることで

K(3,ym〃)≦(C/eβ (lal))ep(lx[)(o ≦IxI≦lal)

がわかる｡そこでmLL-…として

K(I,aJ*)≦(C/ep (laJ))ep(lxI) (o ≦lxI≦Ial)

となるo ゆえにK(･,w*)<e〟となる｡ K(･,w*)∈HI(L2)だから,補選4.1によりK(･,w*)≡0となり,

K(a,w*)- 1に反する｡

w*∈Aで(ym)∈w*が紬mL)-o
(又は1)となるとき, w*は(0) (又はSd~1)の上にあると言って,その様

なw*の全体をAL (又はALL)と記す｡よってAtは(0)の上にあり, ALLはSd-1の上にあり, Aは互いに素なコンパ

クト集合ALとALEの和に分解される: A-AL u Alto

以下ALとALLをそれぞれ独立に決定することによりL2*-AL u L2U A"を決定する. α-α(FL)∈【0,1)をFLの

特異性指数((3.5), (4.8)参照)とし, x∈i2の極表示を3-YTE(r>0,E∈Sd-1)として

7E(I)-7E(rE)-(α+(1 -α)r)E

と定め,球環A-(3∈ Rd:α<lxF<1)をとると7E:α-Aは位相写像である｡これがi2*まで連続拡張出来て

7T*:L2*-A--(x∈Rd:α≦Ixl≦1)

が位相写像となり

7T*(AL)-(lxl-α) , 7T*(ALL)-(txL- 1)
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であることを以下に示す｡以上の意味をすべてこめて簡単に

定理6.l. i2p*-(α(FL)≦lxI≦1)

と述べたら印象的である｡これは第1著者[11]が1974年に0≦FL≪l (≪lはl一絶対連続)かつdFL/dスが回転不変

局所ヘルダー連続のときに証明し, 1986年に村田[10]がFL ≪スかつdFL/dスが回転不変でdFL/dス∈ Lb,,oc (P> d/2)の

とき,実質的に,証明した｡これらの正則性の仮定が回転不変と言う以外一切必要ないことがわかった点大進歩であ

ると自負する｡

6.2,まず77*∈ALLに対するK(･,77*)を決定してALLを明らかにする｡ FLはSd-1上もカト一族で特異点をもた

ぬので,本来こゝには何等本質的な問題のない部分である｡たゞし我々の場合微積分法が自由には使えぬ状況なので

自明な議論ではない｡

x,y∈釧こ対し､ L(I,y)- G(I,y)/fp(lyI)でL核を導入する(K(I,y)-L(I,y)/L(a,y)である)｡すると

(5.4)により

L(rE･s7,-n!.(e-(r,鰭!nl'sn,･(E,5n,･(り,)
(0 <r<s<1 ; E･n E Sd-1'

である.そこでL核の範囲を

L(rE･7,-

n!.(e-(r,!nl'sn,I(E,5nj(り,)
(0 <r<1 ; ∈･qE Sd-1'

まで広げておく((5.6)参照)｡以下L核に関する基本的性質を列記する｡

補題6.1. ym∈L2でy桝-77 ∈ Sd-1とするとL2上広義-様に(L(･,y桝))はL(･,77)に収束するo

証明, fp.(s)/fp(s)-1(㌻→1)と､ ym-sm71mとするときsm-1かつ7]m-巧であることにより,
(5.6)を使

えば直ちにわかる｡ □

補題6.2. L(･,り)…L(･,7L) (77,7]L∈Sd-I)と77-7]Lが同値である.

証明. L(rE,77),L(rE,7?I)をSn,A(E)に関するフーリエ級数とみたとき､展開の一意性によりSnj(り)- Sn,I(77E)

O'-1,-,N(n);n-0,1,･･･)がわかる｡これから(n-1の場合のみで十分であるが) 77-qLがわかる｡ □

補麓6.3. 3の関数としてLk-l･x,叩)…L(I,g･77)がすべてのg∈0(d)とすべての77∈Sd-1に対して成
り立つ｡

証明.加法定理 ∑,q='ln'sn,･(E)Sn) (¶)-(N(n)/qd)Pn (E ･り)により

L(rE･り)-

=ep･(r)警p"(E･叩)
00

n=0

であることゝ､ g~1･(rE)-r也~1･E)と(g･(g-l･E))･(g･77)-e･(g･り)によりわかる｡

補蔑6.4. /sdllL(rE,77)dE- ep(r) (r∈(0,1),り∈ Sd-I).

証明. (5.6)の帰結としてのL(rE,77)の級数の一様収束性と, N(0)- 1,Sol(E)≡ 1/qdl'2よりわかる｡ ロ

補畏6.5. L(･,77)<e〝(7]∈Sd-1).
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証明, L(･
,77)∈Ht(i2)なので,補題4.1によりL(･ ,り)-u.+ul(u.qeLL,ulqfp)と分解する｡

u～i(r)-

/sd-1u,.(rE)dE(i- 0,1)は又回転不変なHI(i2)の元と考えられ,明らかにu～.qeβ,u～1qfpなので,補選6.4によると

ep-u～.+u～lとなり,分解の一意性により u～1…0となり,従ってul…0であるからL(･,り)-u.qe〟となる｡口

走理6.2.次の性質をもつ唯-つの位相写像n:tL:ALL-Sd11が存在する,即ち7TEL(7]*)- 1]とすると, (i)(ym)⊂

L21こ対して, L2*においてym-り*となることゝ, L2-においてym-りとなることゝは同値である;(ii)K(･,り*)…L

(I
,7])/L
(a,77).

証明.任意に77*∈ALLをとる｡どんなに(ym)∈り*をとっても,
-rJEの77∈Sd-1があってym-77となることを示

す｡そうでないとyふ-77t ∈ Sd-1,yii-7]El ∈ sd~l,T]L≠ T]Ltとなる(yふ) , (yii)∈り*がとれる｡ L(I,y去)/L(a,yふ)- K

(I,yふ)等でm-…として補題6.1を使うと

L (I,7L)/L (a,7L)≡ L(I,77LL)/L (a,7?LL)(-=K(I,り*)) (I ∈ L2)

となる｡ I- rE(r∈(0,1))とし, Sd-lで上式の両辺をd∈で積分して補選6.4を使うとe〟(r)/L(a,りL)- e〟(r)/L

(a,7Ll)となり, L2上L(･,77L)…L(I,qtL)となり,補題6.2から7]L-7LLと言う矛盾がでる｡

こうして7TLL(7?*)- T] 8こより写像7ELL:ALL-sd-1が定まり, (ii)と(i)の必要部分と,打Llの単射なことがわかる. 77

∈ sd-1をとりL2-内で7? 8こ収束するi2内の点列(ym)をどんなにとっても, L(I,ym)/L(a,ym)-K(x,ym)の左辺は

補題6.1からL(I,77)/L(a,り)に収束するので, (ym)は基本列となり, (y仇)-77*∈ALLとすると, 7EEL(り*)-りであ

るから, nTEL:All--Sd-lは全単射となる｡しかも(i)の十分性部分も示された｡最後に,各x∈L2に対し, L(I, ･)は

Sd-1上連続なことが(5.6)よりわかり,又明らかにK(I,･)がALL上連続なことから, 7ELLの同相性が出る｡

各x∈馴こ村してw*(I)-n:(I),各り*∈ALLに対して7r*(り*)-7rLL(7]*)とすると,写像が:L2U ALL-(α

<Ixl≦1)が定まり,これは明らかに位相写像となる｡とくに

〃(〟)

C〟n(lxl)∑
(6.2) K(I,り*) sn,.(a)

sn,(n*(7*)) )

n!.(e-(lal,
1;nl'sn,･(A)sn,･(w*(7*,,)

(x∈ L2,77* ∈ALL).

6.3. E*∈ALに対するK(･,E*)を決定し, ALを明らかにする｡一般にFLが境界(0)に特異点をもつので,この

部分の議論は本質的なものである｡よって特異性指数α-α(〟)が重大な役割を演ずる｡先ず易しい場合である, α-

α(FL)-0の場合,を考える｡このとき,すべてのnについて, (4.8)と定理3.3により1im,1.(eu^(r)/ep(r))-

αn仏)-0となることに注意する｡ E*∈ALを任意にとるとき,どんな(ym)∈E*をとってもy桝-0であるo (5.4)よ

り

K (sq,y桝)-
n!.
(鰍. (s,貰sn,･(忠)sn,.(り))

n!.(鰍･
'laJ'!nl'sn,･(a)s",I(A))

であるので, (5.5)により, m-∞とするとK(s7,E*)-fp(s)/fu(lal)となる｡右辺はE*に関係せぬ一定の関数な
ので, E*はALの唯一つの点であることがわかる｡ゆえにAL-(o*)の形であって

(6.3) K(I,0*)-fp (lxl)/fp(Jal)

となる.
7T*(0*)-0とすると, 6.2の最後の所と合わせて,次のことがわかる:

7T*:L2*-ALuA UALL-A--(0≦Ixl≦1)
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は同相写像である｡

6.4. e*∈ALに対するK(･,E*)とAL自身の決定を,本質的な場合である, α-α(FL)>0の場合,で考える｡

(4.8)と定理3.3により1im,1.(epn(r)/e〟(r))-αn(p)-αnであって

1>α-α1≧α2≧-･≧αn≧αn+1≧-･>0

であることを想起する｡さてx,yに村してM(y,I)-G(I,y)/e〃(lyl)でM核を導入する(K(I,y)-M(y,I)/M

(y,a)である)｡すると(5.4)により

00

M(rE,sn)- ∑
n-0

である｡そこで〟核の範囲を

00

M(i,s77)- ∑
乃-0

(鰭fpn(s,inl'snj(E,5nj(り,)(0 <r<s <1 ; E･n E Sdll'

〟(〟)

αn (p)fun (s) ∑ Snj (E)Snj
)-=l

(o<s<1;i,77∈Sd-1;α.(I])-1)

まで拡げておく((5.5)参照)｡以下〟に関する基本的性質を列記する｡

補題6.6. ym
∈ L2,ym-0,ym/lymトE∈ Sd~1とするとi2上広義一様に(M(ym, ･))はM(e, ･)に収束する.

証明. ym- rmEm(rm∈(0,1),E∈ Sd-1)とするとrm-0かつEm-Eであり, epn(rm)/e〟(rm)ーαn(mー∞)で

あることにより, (5.5)を使えば直ちにわかる｡ □

補題6.7. M(E,･)…M(EE,･) (E,EL∈sd-I)とE-ELが同価である.

証明. M(E,s77),M(EL,s7?)をSnj(77)に関するフーリエ級数とみるとき,展開の一意性により, Sn,･(E)-Snj

(EL) O'-1,-,N(n);n-0,1,-･)がわかる｡これから(n-1の場合のみで十分であるが) E-ELがわかる｡ □

補題6,8, xの関数としてM(E,g11･x)-M(g･E,I)がどんなg∈0(d)とe∈Sd11に対しても成り立つo

証明.加法定理 ∑,N='1n)sn,･(E)Sn)(77)-(N(n)/qd)Pn (E･り)により

M(i,sn)-
=αJpn(s)警pn(E･り)
00

n=0

であることゝ, g~1･(s7?)-S(g-1･7?)と, E･(g-1･乃)-(g･E)(g･(g~1･7]))-(g･E)･りよりわかるo □

補題6.9. /sd-1M(E,s7?)d7 -fp(s)(s∈(0,1),E∈ Sd-1).

証明. (5.5)の帰結としてのM(E,s77)の級数の一様収束性と, N(0)- 1,Sol(E)≡ 1/o3'2よりわかる｡ □

補題6.10. M(E,･)<f"(E∈Sd-1).

証明. M(E, ･)∈Hp'(L2)なので,補題に4.1よりM(E,･)-u.+ul(u.4eL,,ulqfu)と分解する｡ u～,.(s)=

/sd-1u.･(s7)d7] (i- 0,1)は又回転不変なHp'(L2)の元と考えられ,明らかにu～.<e〟,u～1dfpなので,補題6･9による

とfp-u～.+u～1となり,分解の一意性によりu～.…oとなり,従ってu.…0であり, M(i,･)-ulqfpとなる｡口

走理6.3.次の性質をもつ唯一つの位相写像7TL:AE-Sd-1が存在する,即ち7CL(E*)- Eとすると, (i)(ym)⊂32
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に対して, L2*においてym-∈*となることゝ, A-(α<Lxl<11)とするときA-において方(ym)-(α+(1-α)lyml)(ym/

lyml)-αEとなること(即ちSd-1に於てym/lymトEとなること)とは同値である;(ii)K(･
,E*)-M(i,.)/M(E,a).

証明.任意にE*∈AEをとる｡どんなに(ym)∈E*をとっても,一定のE∈Sd-lがあってym/[ymトEとなるこ

とを示す｡そうでないとyiJlyふトEL∈ sd-1,yLLm/lyLLmトELL∈ sd-1,EE≠ ∈LL,となる(yi.) , (yELm)∈ e*がとれる｡

M(y左,I)/M(yふ,a)- K(I,yふ)等でm-∞として補題6.6によると

M(EL,I)/M(EE,a)≡ M(ELL,I)/M(∈LL,a)(≡ K(I,E*)) (x∈ L2)

となる｡ I- s77 (s∈(0,1))とし, Sd-1で上式の両辺をd7?で積分して補題6.9を使うとf"(s)/M(EL,a)-fp(s)/M

(EIE,a)となり, L2上M(∈L,･)…M(ELL,I)となり,補選6.7からEL-ELLと言う矛盾がでる｡

こうして7TL(EL)-Eにより写像7TL:AL-Sd-1が定まり, (ii)と,(i)の必要部分と,打Lの単射なことがわかる｡次

にE∈Sd~lをとり, L2内の0に収束する点列(ym)でym/lymトEとなるものをどんなにとっても, M(ym,x)/M

(ym,a)- K(I,ym)の左辺は補題6.6によりM(E,I)/M(E,a)に収束するので, (ym)は基本列で(ym)-E*∈ A'とす

ると, 7TL(E*)-Eであるから, 7TL:AL-sd-1は仝単射である｡しかも(i)の十分性部分も示された｡最後に,各x∈

32Lこ対して, M(･,I)はSd~1上連続なことが(5.5)よりわかり,又明らかにK(I,･)がAL上連続なことから, 7TL

の同相性がでる｡ □

6.2の最後の所で位相写像n:*:L2 U ALL-(α<l3l≦1)を与えた｡そこでE*∈ ALに対して7T*(E*)-α7TL (E*)と

すると, 7T*:32*-AEuL2UALl-A--(α≦lxI≦1)が定まり,これが位相写像となることがわかる｡とくに

〟

αn(FL)fun(Ixl)∑ sn](α-ln*(E*)) Sn,A
(6.4) K(I,E*)-

?.Ism,(α-1n*(E*H Sn,A(a))

n!.(αn
(p,fun(lαl,I;nl'sn,I(a-1w*(E*''Snj(古))

(x∈ i2,E*∈AL).

6.5. 6.2, 6.3, 6.4の最後の所を綜合すると定理6.1の証明が完結したことになる｡最後にA-Alを示す｡ α

(〟)>oのときで証明する｡ α(〟)-0場合も同一思想でより容易に出来る｡

まずAln AlもAln ALLも空でないことを示す.仮にAln AL-8とするとAl-Aln ALLとなる｡fp(3)-fp

(lxl)としてfp∈HI(L2)と考えられるので,基本定理の(6.1)によりAl-AlnALL上にあるボレル測度L,Lこより

fp(s)- K (s77,E*)dL, (E*)

となる｡両辺をSd~l上d77で積分し,フビニの定理と定理6.2の(ii)と補題6.4によると

qdfp (s)

-/sd_1(/Al｡^"K
(s7･E*)du
(E*))
dn

-/^l｡A′′(/sd_1(L
(SWLL (E*),/L (a･wLL

(E*,))d7)
du (E*)

-(/Al｡^,tL
(a･wLL (--1du (E*))

e〝 (s)･

即ちfp(s)/e〝(s) (0<s<1)が定数という矛盾が出る｡ゆえにAln AL≠8である｡同様にして,仮にAlnALL-

8とするとAl-AlnALである. e〃(I)-e〃(lxl)としてe〃∈H/(L2)と考えられるので,基本定理の(6.1)によ
りAl-Aln AE上にあるボレル測度L)により

e〟(r)- K (rE,77*)dL) (7]*)
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となるo両辺をSd-1上dEで積分し,フビニの定理と定理6.3の(ii)と補題6･9によると

qde〟

(r)-/sd_1(/Al｡^,K
(rE･7* )du (り*
))dE

-/Al｡^,(/s._1(M
(wE (り*),rE)/M (wL (り*

)･a))dE)
du (7* )

-(/A.｡^,M(wL
(叩*),a)-1du
(q*))fp

(r)I

即ちe〟(r)/fp(r) (0<r<1)が定数という矛盾が出る｡故にAlnALL≠gである｡

さて任意にE*∈AlnALをとるとき打L(e*)-E∈Sd~1とすると,定理6.3の(ii)からM(E,･)が極小となる｡補

題6.8により任意のE∈ Sd-1についてM(E,･)が極小となり再び定理6.3からすべてのE*∈ALが極小となる: Al n

AL-AL｡同様に7?*∈Aln ALLをとるとき7TLL(り*)-7?∈Sd~1とすると,定理6.2の(ii)からL(･,り)が極小となる｡

補題6.3により任意の77 ∈ Sd-lについてL(･
,り)が極小となり再び定理6.2(ii)からすべてのり*∈

ALLが極小となる:

AI〔 ALL-ALL｡以上によりAl-Aとなる｡
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