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The purpose of this paper is to establish the following result: If I i8 a function on the unit sphereinthe

Euclidean space of dimension d greater than or equalto 3 which is at least
-
2 [
- d/4]

times continuously dif-

ferentiable, then / can be expanded into the absolutely and uniformly con▼ergent Fourier series of spherical
ha【monics on the unit sphere, where [ ] is the Gaussian symbol.
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d次元ユークリッド空間Rd (d≧2)の単位球Bdの表面である単位球面∂Bdの点をw,又∂Bd上の曲面要素

をdwと記すo ∂Bd上のn位球関数の正規直交基底

1Sn)I(w) :j-1,･･･,N(n)I

を一つ定め, L2(∂Bd, dw)の正規直交系

(1) s-1Sn,･(w):j-1,-,N('?);n-0,1,-I

を考える｡f∈L2(∂Bd,dw)のSに関するフーリエ係数

cn,･-l∂Bdf(w)Snj
(w)dw

に依り作った級数

(2)

n蔓.
L7fl'cnjSn,･I

をfのSに関するフーリエ級数と言うofのフーリエ級数(2)が∂Bd上絶対かつ一様に収束してfに-改すると

言う状況は応用上非常に重要である｡本論文では/にどの様な条件を課せば上述の様になるかを考える｡

次元dが2の場合,
w-(coso,sine)となる様な変数e∈(Rlmod2,T)を用いると, (1)は正規直交三角関

数系となり, (2)は通常の三角関数系のフーリエ級数となるので,周知の標準的基礎知識は, f∈ Cl(∂B2)ならば,

(2)は/に∂β2上絶対かつ一様に収束する,と言うものである(例えば[7,p.278]参照)
｡又次元dが3の場合

にはf∈C2(∂B3)ならば, (2)はfに∂B3上絶対かつ一様に収束することが,広く読まれている古典的文献[1,

p.513]に述べられている｡
本論文では, d≧3の場合

fE C21d/4L(aBd)

ならば, (2)は∂Bd上絶対かつ一様収束してfを表すことを示す,但し1Eiは実数E以上の最小の整数を表す

記号である｡従って, 213/4i -2だから,我々の結果は, 3次元の場合の上述の古典的結果を含む｡

本論文は五つのそれぞれに短い辛からなり,各章は複数個の節からなる｡第1章では∂Bd上の自然なリーマン計

量を具体的に計算し付随するラプラス･ベルトラミ作用素を求める｡初等的な内容であるが記録しておくと便利であ

る｡第2章では球関数の三通りの定義を与える｡解説的な内容である｡第3章で球関数系の正規直交系Sを構成し,
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関連する基本的な性質を述べる｡フーリエ係数の評価式が中心的な主張である｡ Sの完全性の手短な証明を第4章で

紹介する｡最後の第5章で本論文の上述の主要結果が述べられかつ証明される｡

1.単位球面のリーマン計1

1.1. d次元(d≧2)ユークリッド空間Rdの点x-(x.,-,xd)の原点0-(0,-,0)からの距離,即ち位置

ベクトルxの長さ,を

Ixl- 【j享dX,'ll/2

とかく｡Rdの単位球Bd-ix∈Rd: lxl<1lの境界

∂Bd-1x∈Rd: lxI-1i

がRdの単位球面で, d11次元のCの多様体である. ∂Bdの点E-(El,-,Ed)に於て,その最も自然な∂Bd

上の局所座標はE.,-,Edから適当なd11個を取ったものである｡即ち∂Bdの点ワニ(ヮ1,-,ワd)に対して

Iヮl-(∑)･≦｡ワj2)1′2-1だから,ワ1,-,ワdのうち少なくとも一つは0でない｡例えばヮd≠0とするとき,

7d>0ならば

n(ヮ)-(∂Bd)nlxd>Ol,

ワd<0ならば

L2(7)-(∂Bd)｢=xd<Ol,

とおく. J】(甲)は∂Bd上のワの開近傍である.

u-1x∈Rd: lxl<1,
xd-Ot

はRB-l内の開球と考えられるoするとE-(E.,･-,Ed)とするとき, El(i)-Ei(i<d)に依るEト(El,-,

Ed_1)は同相写像L2(ヮ)-Uを与える｡これを7に於ける局所座標にとればよい. ∂BdはRdの自然な計量に関

するユークリッド空間の部分多様体としてリーマン空間である｡この局所座標(El,-･,Ed-I)に関する計量テン

ソル

gi)A-gL](El,･-,Ed-1) (i,j<d),

g-g(El,-,Ed-1)-det(gLj),共役テンソルgi''-gij(El,･･･,Ed-I),及びラプラス･ベルトラミ作用素△●
を計算しよう｡

∂Bdの2点(El,-,Ed)と(El+dEl,-,Ed+dEd)を結ぶ線素の長さをdsとすると

ds2- ∑ gL)dE`dE,I
i.ノ<d

であるから, gi)･の計算にはds2を具体的に計算すれば良い｡すると

ds2- ∑(dEL)2
f≦d

である.ここで∑i≦dEi2-1により.順次

∑ ELdEi-0, dEd-Ed-1∑EidEi
l≦d i<d

だから

(dE.)2-Ed12(∑ EidEi)2-EdI2 ∑ EiE]dEidE,I
i<d i.)'<d

である｡従って
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･ ∂ijdEldE,･･(dEd)2- ∑

8りdEidE,･･i,jE<d号dEidEji,j<d i,)'<d

-i,,S<d(8ij･j告J
dELdEj

ds2- ∑ 8i]dEldE,･+(dEd)2- ∑ 8i)･dEidE,I+ ∑

となる｡こうして

(1.1)

gij-gi,･(El,--1,-81j･号(i,j<d)
である｡

∂E/∂Ei-(∂El/∂Ei,-,∂E./∂EL) (i<d)

と記すと, ∑,.≦dE)･2-1より2Ei+2Ed(∂Ed/∂E`)-0であるから,

∂Ed/∂EiニーEJEd

であり

∂E/∂Ei-(8il,-,8i.a-1,-EJEd)

となり, (∂E/∂Ei)･(∂f/∂E)･)を内積とすると

a E a E
-･-- ∑ ∂i▲∂ノ▲+
∂f. ∂E] h<d

となるから, (1.1)は又

EiE)I
-

-

8i,.+一旦止
Ed2 Ed2
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gij-g`)･(El,-･E･-1,-器･詰(i･j<d,と印象的に表示出来ることを付記する｡

l･2･ (1･1)の(gi).)からその行列式g-det(gi)･)およびその逆行列(gi)･)~1…(gij)を計算する｡その為の準

備として(i,j)要素が8i)･+a`a]であるTn次正方行列Aを考える:

A-(8i]+aよa,I)i:llれ;i:1ーm

この行列式IAl -det(8i)･+aia))と逆行列A~1を計算すると

(1.2) lAl-1+ ∑a?
i≦m

であり,又

(1･3) A11- (8Lj一器Ii=11m;j:._m
となることを示そう｡

最初(1.2)をmについての帰納法で示す｡ m-1については明らかに正しい｡ m-1のとき成立するとしてm

の場合を考える｡ IAlの第Tn行ベクトルを(0,-,0,1)+aれ(al,-,am)とみて, IAJの第Tn行につい

ての加法性を使い, FAlの第Tn行をそれぞれ(0,･･･,0,1)及びa爪(al,-,a爪)とする行列式B及びCの和

として表す: fAl -B+C｡ Bを第m行について展開すると,帰納法の仮定により,

B-1+ ∑aヲ
i<m

となる.Cでは第Tn行についての斉次性からa爪をくくり出し,その後の第Tn行(al,-･,aれ)にそれぞれ

al,･･･,a,～-.をかけて第1行,-･,第Tn-1行から引けば
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1 0 -･ 0 0

0 1
･-

0 0

0 0
-･

1 0

al a2
‥●

a爪-1 aT,(

C-ant

となる｡そこでB+Cを合わせて(1.2)が得られる｡

次に(1.3)の証明に進む. (1.2)によりIA[≠0だから確かにA-lが存在する｡A-1の(i,j)要素をAi]と

すると, Aは対称行列だから, A11もそうであってA]-A]`である.各i(1≦i≦m)について, AiはAのi

行i列を取り除いて出来る小行列式をIAlでわったものだから, (1.2)より

IAIAi-1+ ∑ a呈-LAI-aヲ-lA18iL-aiai
h≦m,h≠i

となりAi-8ii-aiaJIAlだから(1.3)の形となる｡今度はA](i≠j)も(1.3)の形となることを示したい.

同じ事だから,書き易いために, m-4として,例えばA32で見てみようo A32はAの2行3列を取り除いて出来

る小行列式に(-1)3+2ニー1をかけてIAlでわったものだから

-
1A ･A32- L…T:a:i……………i:a:2

1+a署 ala2 ala4

al a2 a4

a.al a.a2 1+a…

となる｡第2行にそれぞれα1,α4をかけてそれぞれ第1行,第3行から引くと

-･A･A32-a31去1;20;4
である｡このそれぞれ第1行,第3行にそれぞれal,a.をかけて第2行から引くと

一IA･A32-a3lo:a:2;I-a3a2
となる｡よってA32--a,a2/[Al-832-a3a2/lA[となり(1.3)の形となる｡

1.3.前節1.2でTn-d-1, ai-EJEdとおけば, (1.1)により(gl,･)-Aである｡そこで(1.2)によると

IAl-1+ ∑EuE2d-(∑e≡)/E2d-1/E芝
i<d l≦d

であるから, lAl-gにより

(1.4) g-g(El,･･･, Ed-1)-I-d2

となる. (1.3)によれば, A一l-(gi)')だから,

gLj-8i]-EiE,･/lA[-8i,･-E2dEiE]

である｡よって

(1.5) gij-gij(El,-, Ed-1)-8L,I-E芝E`E,. (i,j<d).

リーマン空間∂Bd上の計量テンソルgi)･に関するラプラス･ベルトラミ作用素A'は

1
A･

a-(i7i,,S<dまtJigij器l
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で与えられる(△'の代わりに-A'を採る事もある)
｡これに(1.4),(1.5)を代入して具体的に計算すると

(1.6) A'u- ∑ (8L,･-EiEj)
i,j<d

a2u

∂∈`∂∈ノ ノ<d

の形を取ることを以下確かめよう｡事実J~盲-I Edl~1だから

△●u-lEdI ∑

+(2-d) ∑Ej

∂ r 8ij-E`E,I ∂u

-I-i,)lT<d∂Eil I Edl ∂E]

である｡座標近傍内Ed>0又はEd<0であるから,何れの場合でも

∂ . 8i,I-E.Ej ∂LL

i,'T<d ∂E`L Ed ∂E]
d●u-Ed ∑

-

∑ (8i,･-Elf,I)
iJ<d

となるので, (1.6)を示す為には

(1.7) ∑ Ed
i<d

a2u

a Eia E,.
+ ∑ f ∑Ed

∂ 8.i-EiE,･1 ∂u

j～dLiぞd-ー ∂E` Ed J ∂E,I

∂ 8▲)-Et.E]

∂EL Ed
-(2-d)I) (j<d)

を示せば良い｡先ず1.1の(1.1)のすぐ下の所で見た様に∂Ed/∂Ei--EJEd (i<d)なので

8i]-EiE]
-E]Ed+(EJEd)(8L)-EiEj)

∂Ei Ed E芝

であるから, ∑i<dEヲ-1-E急に注意して

∂ 8L]-EiE,･
∑ed

ニーE-ale)･+E-d38L)･Ei-E-d3E,･E≡

ニー∑E]+EJd2∑8i,･Ei-E-d2Ej∑ Eぎ
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i～d,ー ∂Ei Ed i<d l<d l<d

ニー(d-1)E,+I-die)･-E-d2E,･(1-E芝)ニー(d-1)I,･+E,.-(2-d)E)I

となって(1.7)が導かれる｡

1.4. Rd＼畑iの任意のxに対して,有向半直線Oxは∂Bdと唯1点Eで交わる. Ixl-T･とするとx-rE

と表示できる｡これをxの極座標表示と言う｡ E-(El,-,E.)はEl,-,Ed内のd-1個により定まるので,

例えばそれを El,-,Ed-1とすると, xは極座標(T･,El,-･,Ed-1)で定まる｡ Rdのラプラス作用素A-

∑i≦d∂2/∂x…を極座標で示すと

･1･8,

Au-詰･土工生+÷A･u,r ∂r

即ちAuはu(x)-a(rE)-a(r,El,-,Ed-.)を球面上の点Eを固定して,
T･だけのいわゆる半径関数u(T･E)

に∂2/∂r2+(d-1)T･~1∂/∂rを施したものと, rを固定した球面∂Bd上の球面関数u(rE)に∂Bd上のラプラ

ス･ベルトラミ作用素A'を施したもののT･-2倍の和に分解できる.この公式を検証しよう.

xの各成分x.(b≦d)をx-T･Eから(T･,El,-,Ed_I)の関数とみて連鎖律により

au au aT･

王-壬三一三二手壬
となるo再び連鎖律により,各h≦dに対して

(b≦d)
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∂2u ∂T･ ∂2u ∂Ei

二丁-+ ∑
∂T･2 ∂xA iてd∂Ei∂r ∂x.

十-+∑
∂T･∂Ei ∂xA j<d

∂T･ ∂u ∂2r

-+--
∂xA ∂T･ ∂x2h

a2(I ar a2u aE)･1 a EL

∂E`∂E] ∂xhJ ∂xh

となる｡だからzLはC2級として微分順序を自由に変更してよいとすると,

∂2u_∂2u

Au=h毒d言打
~

aT･2

h毒二Ⅰ£
】2･器h弓d器+i,,S<d

+2∑乎て-
∑ 3iiil.∑阜∑

∂u ∂2Ei

∂E` ∂x2.

a2EL

-lてd∂r∂Ei
hT;d ∂xh ∂xh iてd∂EihT;d ∂x2A

となるo故に∑h≦d(∂r/∂x.)2,∑h≦d∂2r/∂xi,
-等を以下順次計算して上式に代入する｡先ず, r-lxI-

(∑h≦dX2.)I/2及びE.-r~1xh (b≦d)だから,

£-r-1xh-Eh,器-rll-r-3x2h-r-1(1-E呈,
であり,又

∂2Ei

∂xま

a Ei

∂xh
-r~18ih-r-3x`xh-T･~1(8i.-ELEh),

-

-r-38`hXh-r-3xl+3rt5xiXミニr-2(3E.E2h-Ei-8ihEh)

である｡従って順次計算して

∑

∑
b≦d ≡≡.~-∑ E2h-1,

h≦d

a2r･

hミd盲打=r~1
∑ (11E2A)=r-1(d-1)
h≦d

aEl aE,.

hT=d ∂xA ∂xh hT=d'

-rI2 ∑ 81h8,･h-rL2 ∑ (8i.E]+8]hEi)Eh+T･~2EiEj ∑ E2h
h≦d b≦d b≦d

-rL2(8Lr2EiE]+EiE])-T･~2(8L]-EiEj),

h毒.£怒-h毒｡∈--I(8ih-EiEh,
-r-I ∑ 8`.Eh-r-1EL∑ Eま-rAIEL-T･-lei-0,

h≦d b≦d

a2EL

h弓d了訂=r~2
∑ (3EiE呈~EL-8iAEh)
h≦d

-3T･-2EL∑ E呈-r-2 ∑ E`-r-2 ∑ 8i.E.
h≦d b≦d b≦d

-3EiT･-21d･E`r-2-Eir~2 -T･-2(2-a)Ei

-T･~2 ∑ (8iA-ELEh)(8]h-E)Eh)

を得る｡これらを上の Auに代入すると

Au-詰+字音+‡L是｡(8i,I-EiEj,
a2u

∂T･Z T･ ∂T･
r2li.詩d､-り'■'J′∂EL∂Ei

-､I

-'iてd

となる｡ここで(1.6)を用いると上の最後の項はr~2A'uとなるので(1.8)が導かれた.

+(2-♂) ∑∈`
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2.球関数の定義

2.1. d次元ユークリッド空間Rd(d≧2)の単位球Bdの表面である単位球面∂Bdの点をw-(wl,-･,W.)

と記すとRdの点xは極座標でx-T･w (r-lx()と表されるo ∂Bdは,例えばwd>0の部分に於ては

(wl,･･･,Wd-1)を局所座標に取ったときには

gL](a)-8i]+叫W,･/w乙 (i,j<d)

で与えられる計量テンソル(gり)をもつ完閉リーマン空間で((1.1)参照)

g(w)-deも(a.i(w))-w-d2

だから((1.4)参照) , ∂Bdの体積要素(即ち曲面要素)は

dw-J言古うdwl-dud_1-w-.1dwl-
dud_1

で与えられる. ∂Bdの全体構(即ち全表面積)を表すのに記号

nd-I∂Bddw
を用いる｡Rdのラプラス作用素Aは橿座標x-r(〟(r-lxl)で書くと

∂2u d-1 ∂u 1

Au=訂+~~+TA'u
r ∂r

となりt ここで△●は∂Bd上のラプラス･ベルトラミ作用素

A･u-{tii,,;<d去(Jigi,'器】
((gi,',-(gLj,-1,

である((1.8)参照) 0

2.2.完閉リーマン空間∂Bd上の関数Sn(w)がn位球関数(n-0,1,-)であることの代表的な定義を3つ述

べる:

第1の定義 Sn(w)は作用素-A●の固有値n(a+d-2)に対応する固有関数である,即ち

(2.1)
-A'Sn(w)-a(a+d-2)Sn(a)

;

第2の定義
rnS.(w)はx-rw (r-lxl)に関してRd上調和関数である,即ち

A(rnSn(w))-0 ;

第3の定義 &(a)はRd上のd変数のn次斉次調和多項式に拡張出来る(この拡熟ま実は一意的であることが

示される)0

以下に於て以上の3個の定義が互いに同値であることを示す｡第1の定義と第2の定義が同等であることは, (1.8)

式から導かれる恒等式

A(rnSL(w))-rn~2(A'sn(w)+a(n+a-2)S.(w))

により,直ちにわかる｡

Sn(w)が第3の定義を満たすとする,即ちSn(w)がn次斉次調和多項式Hn(x)に拡張できたとする:

HJ∂Bd-Sn｡x-rw (㍗-Jxl),即ちx.-rwh(h-1,･-,a),と置くと, H.(x)はn次斉次多項式だ

から

Hn(x)- ∑ caxd-rn ∑ c.wq

la I-A la I-A

となる｡ここにa-(al,-,αd)は非負整数のd組で, la I-α1+-+ad,かつ
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xq=xlal -･Xdad, Wa=xlal
-･

wdad

を意味するとし,又c｡は定数である｡

Sn(w)-Hn(w)- ∑ cawq

E a L-A

だから, Hn(T･w)-T･nSn(w)となり,これが調和だから,第2の定義が導かれた.つまり第3の定義から第2の定

義が出る｡

ついでに第3の定義に於けるSn(w)の拡張であるn次斉次調和多項式は

T･nSn(w)

の形のものでこれに限ることもわかった｡

第2の定義と第3の定義の同等であることを示すためには,従ってrnSn(w)がRd上調和であると仮定して,こ

れがn次斉次多項式となることを示せば良い｡簡単な証明を思い付かぬので次の様な大がかりな道筋を取る｡一般

にuがRdのa中心で半径pの閉球Ix-al≦pを含む領域で調和とするとき,開球

1x-al<(Jす-1)p

に於てuは
00

u(x)- ∑ Hh(x-a)
h-0

の形の絶対かつ広義一様収束する級数にただ1通りに展開される｡ここで, Hh(x)はh次斉次調和多項式(h
- 0,

1,-)である([3,p.78]参照).この結果を我々のrnS.(w)に適用するときa-0でp-∞である｡上でも見

たようにk次斉次調和多項式Hh(x)に対して

Hh(rw)-T･hH.(w) (k-0,1,-)

である｡従って上の結果からRdに於て

80

T･ASn(w)- ∑ rAHh(w) (w∈∂Bd, 0≦r<∞)
h-0

の形にk次斉次調和多項式T･AHA(w) (h-0,1,-)の和に唯1通りに展開され,この級数はRd上絶対かつ広義

一様収束する｡ 0≦T･<∞で収束するrのべき級数の一意性によりT･nSA(w)-rnHn(w)となり, rnSn(a)がn
次斉次調和多項式となることがわかる｡

3.球関数の正規直交系

3.1. ∂Bd上のn位球関数の全体がベクトル空間を作ることは,前節の3個の何れの定義にしたがっても直ちに

分かる｡その次元を

N(a) (n-0,1, ･･･)

と記す｡ N(n)の計算法は色々知られているが,何れも第3の定義に基づく｡例えば,数列1N(a) :a-0,1,･･･i

は次のように定まる([4,p.4]参照) :この数列の母関数は

心

1+i
∑ N(a)tn-
n=o (llt)all

で与えられる｡一般2項定理で直接右辺の展開係数を計算して
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(2n+d12) Il(a+d-2)

Il(n+1) I'(dll)
(n≧1)

(n-0)
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が得られる｡

勿論直接に組合せ論的にN(n)を数え上げることも容易である｡先ずn次斉次多項式の空間の次元M(n)は単項

n次斉次多項式の数と一致するので,これはd個のものからn個取る重複組合せの数dHA- I,(d+a)/Il(d) r(n

+1)に等しいから

M(n)-
Il(d+n)

Il(a)r(a+1)

となる.
n次斉次多項式の中に調和なものがどれくらいあるかについては,例えば後節4.2で説明する公式(4.2)

に依ると

N(a)
-

M(a)-M(a-2)

が分かる｡勿論n≧2としての話であって, N(0)-M(0), N(1)-M(1)は自明である｡とにかくこれからもN(n)

についての上の公式が得られる｡

後で我々が使うのはN(a)の具体的な表示と言うよりはN(n)のnに関する増大の位数であるo N(n)に関して

上の公式から次の評価式が得られる:

(3.1) N(a) i_End-2 (a- 1,2, ･･･),

但しKは例えば2d-1に取れる.

3.2.
m位球関数Sm(w)とn位球関数Sn(w)について, Tnとnが異なるとき,それらの直交性

(3･2) J∂BdSn(w)Sn(a)dw-0(m+n)
を示す｡その為には第1の定義に従うとよい｡完閉リーマン空間∂Bdは境界を持たぬので,グリーンの公式により

I∂Bd(A･Sm(w)･且(wトSm(w)A･sm(w))dw-0

となる｡ (2.1)により

Sn(w)A'sn.(w)-Sm(w)A'Sn(w)

-Sn(w) ･Tn(Tn+d-2)Sm(w)-Sm(w) ･n(n+d-2)S.(w)

-(m-n)(Tn+a+d-2)Sn4(w)S.(a)

だから,これを上式に代入して

(,n-a)(m.n.d12)I∂BdSm(w)氏(w)dw-
0

となり(m-a)(m+a+d-2)≠0に依り(3.2)が導かれるo

3.3.
n位球関数の全体(a-0,1,-)は,ヒルベルト空間

L2(∂Bd)-L2(∂Bd, dw)

のN(n)次元部分空間と考えられるので,その一つの正規直交系

Sn,･(w) (j-1,-,N(n))

を固定する｡ (3.2)により
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(3.3) s-1Sn,(w):j-1,-,N(a);a-0,1,-i

はL2(∂Bd)の一つの正規直交系を作る｡以下この様なSを一つ固定して考える｡ f∈L2(∂Bd)に対して

(3･4) c.j-

CA,V)-I∂Bdf(w)Sn,･(w)
dw

(j-1,-･,N(a);a-0,1,-)をfのSに関するフーリエ係数と言い

･3･5,

n蔓.信cn,A(I,Sn)･(w,
]

を/のSに関するフーリエ級数と言う｡

3.4.特にf∈C2(∂Bd)として,そのフーリエ係数と△+fのフーリエ係数との関係を調べよう｡ ∂Bdは完閉リー

マン多様体でその境界は空集合であるから,グリーンの公式により

I∂Bd(A･f(w)･Sn)I(w)-I(w)△･sn,･(-)Idw -0
となる｡ (2.1)によりA●sn](w)--a(n+d-2)Sn](w)だから,上式より

I∂BdA事f(w)
･Snj(w)dw--n(n･d12)I∂Bdf(w)Sn,･(w)dw

となる｡更にhを自然数としてf∈C2h(∂Bd)とすると,上式を繰り返し使って

I∂Bd(A･)hf(w)･S"L(w)dw- lln(a+d12)thlaBdf(w)S".(w)dw
となる｡従ってフーリエ係数の言葉では

cn,･((A')hf)-トn(a+d-2)ihcn,･(I)

となる｡これから次の評価式が得られる:

(3.6) lc.j(I)l≦nL2hlcnj(A')hf)l (j-1,-,N(a);a-0,1,-).

此の簡単な仕組みが,しかしながら,我々の主要結果を保証する為の本質的な役割を果たす｡

3.5. n位球関数に関する加法定理を説明する為に, d位のn次のルジャンドルの多項式Pn(i)を考える｡つまり

‡Pn(i):n-0,1,-i

は次の3性質

(a) pn(i)はtのn次多項式,

(b)rlPn(i)Pm(i)(1-t2)`d-3'/2dt-0(n≠,n),

(c) Pn(1)-1

を持つものとして漸化的に決定される｡更に具体的にはロドリーグの公式([4,p.17]参照)

pn(i)-ト‡】

で与えられる｡

n位球関数の正規直交系

A

r(守,

･(n･宇)

(1- t2)~丁
聖二土 dn

din

2n+a-3

(1-t2)T~ (n-o,1,-)
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Snj(w) (j-1,･･･,N(n))

に対しては,次の加法定理が成り立つ([4,p.10]参照) :

∑ sn,･(f)S.j(7)-型pn(E･?),
N(A)

)'-1 L2d

ここでE,ワは∂Bdの任意の点であり, L2dは∂Bdの全表面積であった｡この式に於て,特にE-7-w∈∂Bd

に取るならば, w･w-I wl2-1であり,又Pn(1)-1であるから

(3.7) ∑ Sn)･(w)2 -N(n)

N(A)

j=1 L?a

が得られる｡これはd-2ならば,実質的にはcos2e+sin2e-1を意味する(後節5.1参照) 0

4.球関数の正規直交系の完全性

4.1. (3.3)のSはL2(∂Bd)の一つの正規直交系であった.フーリエ係数をこのSについて考えるとき,ヒル

ベルト空間の一般論により,すべてのf∈L2(∂Bd)に対してベッセルの不等式

n享.
r:;nl'･cA,･(I,.2)≦.･f ;L2(∂Bd,‖2

が成り立つが,更に,もしすべてのf∈L2(∂Bd)についてパーセパルの等式

n蔓.
f;;nl'fcnj(I,,2J-.･f ;L2(∂Bd"2

が成り立つとき,正規直交系Sは完全であると言う｡次の3条件が互いに同値となることは,やはりヒルベルト空

間の一般論である:

(α) sは完全である;

(β) Sの元の有限1次結合の全体はL2(∂Bd)内桐密である;

(γ) L2(∂Bd)の2つの関数fとgについて

cn](I)-cn)I(g) (j-1,-,N(n);a-0,1,-)

となるならば, L2(∂Bd)の元としてf-gとなる.

実際には,正規直交系Sについては次の重要な結果が成り立つ｡

完全性定理 ∂Bd上の球関数の正規直交系

S=fsnJ(w):j-1,･･･,N(n),･n=0,1,･･･l

は完全である｡

事実此の結果はSについて最も重要なものであるから,その証明は色々と知られている｡例えば, [4,p.43]に与

えられている様に,ポアソン積分ヤア-ベル和の定理を使う証明が簡単ではないがいかにも自然なものである｡ここ

ではいささか技巧的ではあるが手短な1つの証明を述べる｡

4.2. Rd上のd変数x-(xl,-･,Xd)のn次斉次多項式

P(x)- ∑ c.xq
lal-n

の全体をp.と記す｡ここで2.2節と同様にa-(al,･･･,ad)は複合添字で
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l a I-al+･･･+ad

はその長さを示し

■】

xq-xl ･･･Xdqd

であって,又cqは定数である｡ Pnの元の内調和なもの全体をH.と記す:

Hn-1p∈p.:AP-Ol.

H.はベクトル空間P.のベクトル部分空間である｡ P.の構造をHnに基づいて明らかにしたい｡

先ず△Pn-fOHn-0,1)であるから

･4･1) iE:≡::
となる｡

Pn (n≧2)については,次の直和分解

(4.2) p.-H.OIxl2 p._2 (n≧2)

が成り立つ｡即ち任意のP∈Pnに対して唯1通りにH∈HnとQ∈Pn-2が求まって

P(x)-H(x)+Ixl2Q(x)

の形に表される｡

さて(4.2)を繰り返し使えば,ついには(4.1)に到達し,次の興味深くてしかも重要な基礎的結果であるシュタ

イン･ワイスの直和分解([6,p.139]参照)

(4.3)
P,.-H2.OIxl2H2n_2(D･･･(DIxl2nHo

P2n.1-H2n.1⑳fxI2H2n_10-･(DIx[2nHl
(n≧1)

が得られる｡

以下に念の為(4.2)の証明を与えるが,その為の準備的考察を行う｡ P∈ Pnが

P(x)- ∑ c.xq
la --A

で与えられるとき,記号ベクトルV-(a/∂xl,-,a/∂xd) (即ち勾配ベクトル)に対してVの多項式

P(V)- ∑ c.Vq
Jql-A

で与えられる微分作用素を考える｡
a-(al,-,ad)に対して,通常通り

α!-α1!･-αd!

と記すならば, ‡al-lβl-nのとき

v･x?-
(α≠β)

(α-β)

となることが容易にわかる.だからP,Q∈ Pnに対して

<P,Q>-P(V)Q

と定めるが,これがPn上の内債となることが直ちに示される.こうしてPnは<･,･>を内債とする有限次元ヒル

ベルト空間である｡

さてここでA : P.-PA-2は上への写像であることを言う｡そうでないと零でないQ∈ PA-20APn(直交補空間)

が存在する.従って,すべてのP∈ Pnに対して
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<Q,AP>-0

となる｡特にP(x)-Lx12Q(x)とすると, P∈Pnであり,

AQ(V)-lvl2Q(V)-P(V)

に注意すると

0-<Q,AP>-Q(V)AP- AQ(V)p-P(V)p-<P,P>

となる｡これからP-0となるからQ-0と言う矛盾が出る｡

(4.2)の証明 G.-PnOIxl2p._2 (直交補空間)とおいて, Gn-H.を示せば(4.2)が示されたことになる｡

任意にP∈Pnを取るとき, P∈Gnとなる条件を書き表そう｡その為任意のQ∈PA-2をとりR(x)- lxI2Q(x)

とするとき

<P,R>-0

が必要十分な条件となる｡ここで

R(V)-[vI2Q(V)-AQ(V)

であるから

<P,R>-<R,P>-R(V)P-△Q(V)p- Q(V )AP-<Q,AP>-<AP,Q>

となり,結局P∈ Gnとなる為の必要十分条件は,すべてのQ∈ Pn-2に対して

<AP,Q>-0

となること,つまり AP-0となることである｡よってP∈GnとP∈Hnとは同値であり, G.-H.となって

(4.2)が示された｡ 終

4.3.完全性定理の証明 [S]をSの元の有限1次結合の全体とし,これがL2(∂Bd)内鋼密なことを言えば,

4.1節の(β)により, Sが完全であると結論出来る｡任意のn位球関数はSn,I (j-1,-,N(a))の1次結合で表

されるので[S]に入る｡よって[S]はすべての球関数の有限1次結合全体とも一致する｡

そこで任意のf∈L2(∂Bd)と任意のE>0に対して

(4.4) l[f-h;L2(aBd)"<e

となる様なh∈ [S]が取れることを言えば良い｡良く知られた様にC(∂Bd)はL2(∂Bd)内柵密なので

(4.5) "I-g;L2(aBd)lI<e/2

となるg∈ C(∂Bd)が取れる｡ワイエルシュトラスの多項式近似定理により, Rd上のd変数の多項式hで

Ilg-h;L恥(∂Bd)ll<E/2nd

となるものが取れる,但しndは∂Bdの全面積であった.従って

(4.6) "g-h;L2(∂Bd)I[≦L?dllg-h:L00(∂Bd)"<E/2

となり, (4.5)と(4.6)と三角不等式から(4.4)が得られる.後h∈[S]を示せば証明は完結する｡さてhをm

次多項式として
〝l

h- ∑hh
h-0

をhのh次斉次多項式hh (h-0,･･･,Tn)への分解とする. (4.3)を∂Bd上で考えると分かる様に,各hhは球関

数の和として表されるのでhh∈ [S],従ってそれらの有限1次結合としてh∈ [S]が結論される. 終



114 Bulletin of Nagoya lnstitute of Technology Vol. 44 (1992)

5.主要結果

5･1･ (3.3)のSはL2(∂Bd) (d≧2)の完全正規直交系であるから,任意のf∈L2(∂Bd)に対して, (3.4)に

より定めるフーリエ係数によるフーリエ級数(3.5)によって

･5･1, f-

n享.
I;;nl'c凡ノ(I,Snj)

の様にL,(∂Bd)内の収束の意味でフーリエ展開出来ることが分かる｡此の結果は十分に一般で,多くの様々な応

用があるけれど,更に精密に, (5.1)が∂Bd上絶対かつ一様収束の意味で成り立つ為にはfにどの様な条件を課し

たら良いかを論じたい.通常fが十分に滑らかならば良いと言い表されている｡例えばfがC"級ならば良いと言う

ことであろうが,これではあまりにも大雑把過ぎるので,いま少し精密な限界を与えることを試みる｡

次元d-2の場合にはN(0)-1で, N(a)-2(a-1,2,-)となり,更にw∈∂B2をw-(coso,sine)

と補助変数e∈(Rlmod27r)を用いて表すと

s.1(w)- 1/伝,
snl(a)-(1/ノ言~)cosne,s.2(w)-(1/JT)sinnO (n- 1,2,-)

に取れる｡リーマン空間∂B2の体積用素(線素) d`リ-deであるから, (3.3)のSは通常の正規直交三角関数系,

∂B2上の関数f(w)-I(cose,sine)-I(e)とみると, (3.4)はfの通常の三角関数系のフーリエ係数, (3.5)

は/の通常の三角関数系のフーリエ級数なので,三角級数に関する標準的知識([7,p.278]参照)によれば, /が
Cl級ならば, (3.5)の級数への展開

eD

f(w)-col(I)Sol(w)'n享1lcnl(I)Snl(w)+cn2(I)Sn2(w))

は∂B2上絶対かつ一様収束の意味で成り立つ.これは随分と良い結果で, d- 2の場合のみに有効な特殊事情に基

づく｡即ちd-2の場合には

Icni(∫)I -a-I fcnj(if)い(i･j)-(1･2)及び(2,1))
が成立ち･ (3･6)と見較べてみると,一般にはA'f-(d2/dO2)fで考えなくてはならぬ所が(d/de)/で良い点,

滑らかさが1階節約される｡以下で行うd≧3に対する我々の議論をd-2に適用すると, fはCl放では不足で

C2級としなければならず,従って我々の所論はd≧3の時だけ意味がある.

5･2･本論文の主要結果を述べるために,記号1Eiで実数E以上の最小の整数を表すことにする｡実数E以下

の最大の整数を表す常用のガウスの記号[E]を用いて書けば

1Et--[-E]

である｡此の記号を使って我々の結果は次のように述べられる:

主要定理 fが∂Bd(d≧3)上のC2td/.1級の関数ならば. fは∂Bd上絶対かつ一様収束する完全正規直交球
関数系のフーリエ級数

f(u,=n蔓.[:f.'cnJf,S〝j(a,)
に展開出来る｡

次元d- 3の場合fがC2級ならば, fは∂B3上絶対かつ一様収束する完全正規直交球関数系のフーリエ級数に

展開出来ることが[1,p.513]に述べられている｡

C2I3/4r-c2
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なので,我々の結果はこれを含む｡ d-4の場合でもC2u/4l-c2級で良いことがわかる｡ d- 5になると

C215/4‡ - c4級に一挙にふえる｡

しかしd-3の時,絶対収束性を不問にすれば, fを単にCl級とするだけで,

ml無･Ff-n蔓.
(;;nl'cnjV,Sn)･J;L00(∂B3) ‖-0

となることが[2,p.259]又は[5,p.254]に述べられている｡絶対収束性が保証されぬのだから,級数の任意の部分

和でなく上の形の部分和だけが/に一様収束するのであり,又勿論項の順序を入れ換える訳にはゆかぬ｡この様に絶

対かつ一様収束するC2級の場合に較べて非常に使いにくいが,他方Cl級だけで良い点は注目に催する｡此の方向

への一般化(d≧3)については他日を期したい｡

5･3･主要定理の証明1d/4l-h≧1と置くとき, f∈C2A(∂Bd)ならば, fは絶対かつ一様収束する(3.3)

のSに関する/のフーリエ級数(3.5)に展開出来ることを示したい｡

先ず(3.5)が絶対かつ一様に収束することを示すためには

R-(w,-n蔓mr:;nl'.cn,･(I,S乃ノ(w)･)
(--1･2･-)

と置くとき

(5.2) 1im"Rれ;L00(∂Bd)ll-0
/n~◆

a)

を示せば良い｡

f∈C2h(∂Bd)だから(A+)Af∈C(∂Bd)⊂L,(∂Bd)であって,そのフーリエ係数

bn]-cn)･((A')hf) (j-1,･･･,N(a);a-0,1,･･･)

を考えることが出来る｡ベッセルの不等式に依れば

･5･3,

B-n蔓.r:;nl'bn2,･l
≦ ‖(A･,Af ;L2(∂Bd"

2<-

である｡ (3.6)により

Icnj(I) I≦n~2AIcnj((A')hf) I -n~2hlb.)･l

であるから,

R-(w)≦n蔓m(;;nl'n-2h･bn,･･･Sn)･(w, I)
となる｡シュワルツの不等式に依れば

R-(w,≦n蔓m(;;A.'n14hb:,A)1′2(:;nl'sn,.(w,2Jl/2
となる.上の右辺の各項の第2の因子の括弧の中は,加法定理の特別の場合である(3.7)に依れば, N(a)/ndで
あるから

00

Rれ(w)≦ ∑
n=m

n~4AN(a)

I?a

となる｡再びシュワルツの不等式を使い,更に(5.3)を使うと
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Rm(w)≦
竺
n-4hN(n)ll/21三INin)∑ l ∑紙

A--lm I?a I Ill-m I j-1

･(B,nd)1′2 (n蔓mn14AN(a,)1′2

となる｡ここで(3.1)によりN(a)≦Knd~2なので

R-(w,≦(B,nd,1′2 (n蔓mn-4▲･Knd-2ll′2

-(BK,nd)1,2 L蔓mn-(-,11′2
となる｡ hの定義により

4h-d+2-41d/4トd+2≧4･(d/4)-d+2-2

であるから
00 (X〉

∑ nL(4h-a+2)≦ ∑ n~2
n=m n=m

により

"Rm;L00(∂Bd) Il≦(BK/I?.)1/2 L享mn-2ll′2-o(---)

となるので(5.2)が示された｡

従って/のSに関するフーリエ級数

g(w,-.蔓.信cnj(I,Sn,･(w,I
は∂Bd上絶対かつ一様収束するのでg∈C(∂Bd)を定める.故に,両辺にSn,･(w)を掛けて∂Bd上d`｡で積

分するとき,項別積分とSの正規直交性により

cnj(a)-C.j(I) (j-1,･･･,N(a);n-0,1,･･･)

となる｡ Sの完全性(4.1の(γ)参照)から, L2(∂Bd)の元としてf-g,ついで,連続性から∂Bd上f…g

となる｡ 終
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