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A density P on the punctured open unit disc is a locally H61der continuous real function on the punctured closed

unit disc which may take both positive and negative values･ The Picard dimension of a density P, dim Pinnot&tion,

is the cardinal number of the set of extremalrays of the convex cone of nonnegative solution8 0f the time in-

dependent Schr6dinger equation with the density P as its potential on the punctured open unit disc with boundary

values zero on the unit circle･ The main purpose Of this paper is to establish the monotoneity of the Picard

dimension dim Pimp for rotation free densities P : The larger Pgives the larger dim P for rotation free densities

P･ In the course of proving this result the structure of the above convex cone of nonneg&tive solutions is also

clarified from the view point of the Choquet-Martin theory for rotation free densities P by representing the Green

function of the Schr6dinger equation concretely.
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本論文の目的とする所はポテンシャルPの孤立特異点のまわりの定常シュレ-デインガ一方程式

(1) (-A+P)a-0

の正解の構造を研究することである.空間の次元n≧2には本質的に依存せぬ性質の研究であるので, n-2の場合,
即ち複素平面Cを基礎空間とする｡孤立特異点としてはz-0にとる.

I-0のまわりでの挙動に興味があるので,

穴あき単位円板o< lzf<1上で考える.記号

n:o<FzI<1, Il: Izl-1

を固定する,シュレ-デインガ一作用素-A+PのポテンシャルPとしては,本論文では, n上の密度Pをとる.

即ちPはnUT上の実関数P(I)で, nUIl上の局所ヘルダー連続なものとする.一般にCの部分集合X上の

関数f(I)がX上で局所ヘルダー連続であるとは,各w∈Xに対して, 0<p≦∞, 0<K<∞, 0<a≦1と

なる実数p,K, αが定まって

If(zl)-I(z2) I≦KIzl-Z2 lq

がすべてのzl,Z2∈1z∈X: Jz-wJ<plに対して成り立つことである｡Pのヘルダー連続性により, (1)の解

が本来の解,即ちCz級となる(例えば[3]参照)0 Pがn上の密度と言うとき,その定義域がL?ではなく
a UTであって,そこで局所ヘルダー連続なことに再度注意する.本論文では,更にPは中心力のポテンシャル,

即ち密度Pは回転不変とするoつまり

P(I)-P(Jzl)

が全てのz∈L2UTに対して成り立つものとする｡ ∫?上の回転不変密度Pの定義域は0< lzl ≦1であるが,

1<lz[<∞となるzに対しても,本論文では常にP(I)を

P(I)-P(1/盲)/IzI4

によって定める｡するとP(I)は0<lzf<∞上の回転不変な局所ヘルダー連続な関数となる｡よって(1)は

0< lzl<-上の回転不変密度PをポテンシャルとするC＼iOi上の定常シュレディンガ一方程式と考えてよい｡

更に,回転不変性により,密度Pは(0,-)上の局所ヘルダー連続な1変数関数P(r)を定め,またそのようなも
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ので定められている｡

nにおける(1)の正解o).I-0に於ける挙動を観察耳るために, I?UT上連続な実関数uで, n上(1)の解

で, n上u≧0であり,更にr上u-0となるもの全体の族を

PP(I? ;T)

と記す｡最初のPは密度Pを,第二のPCま正値(positive)の頭文字のPを表すo よって密度Qによるものなら

ばep(I? ;T)と記すわけである,鏡像の原理によればu∈PP(I? ;r)はC＼jOi上(1)の解に拡張でき

る｡よってu∈PP(a ; I.).のrに於ける法線微分[∂u/∂r],-1が存在して, u>0なら法線微分は真に負と

なる(例えば[3]参照)｡そこで各比に対して

6

(a)ニー去J…汀[怠u
(re`り]′-1dO

が定義されu>0ならば6(a)>0であるo全く自明なPP(I? ; Il)-10iの場合を除けば,凸錐PP(I? ; T)

の構造は,凸集合

ppl(a ;T)-1zL∈PP(L2 ;T):6(a)-1‡

により定まるが,ショッケ理論(例えば[10]参照)により, PPl(I? ; Il)はその端点集合ex･PPl(I?; T)に

ょり定まる:広義一様収束によりPP(L2 ; T)に位相を与えたとき, PP(a ; T)からex.PPl(n･; Il)上のボ

レル測度全体-の全単射uトFLが定まって

u-Lx.ppl'n; r.'Vdp(u)

となる｡
ex.PPl(I? ; T)を具体的に.(1)のグリーン関数を利用して表示することが本論文の1つの目的である○

これらと深い関連にある文献としては【5], [1], [4]等を参照｡更に詳しい文献的経過については[12]参照｡

上の表示によりex.PPl(a ; r)の濃度#(ex.PPl(わ; T))がPP(a ; r)′の構造の解明上重要であるo こ

の濃度をdimPと記しPのピカール次元と言う:

dimP-#(ex.PPl(I? ; T)).

一般に0≦dimP≦c (連続体濃度)である｡回転不変密度Pのピカール次元dimPは実は0, 1, cの3個の濃

度のみをとることが本論文で示される｡とくにdimP-1となるときP8こついてピカール原理が成り立つと言う｡

恒等関数0としての密度0 (いわゆる調和密度)についてピカール原理が成り立つことをフランス人ピカールが最初

に示したことにちなんだプーリガンの命名であるとブルロ′-が述べているo実は米国人ボッフェルがより早くより一

般にこの事実を発表していたのであるが,今ではピカール原理と言う呼び方が定着しているのでこれに従うoこの様

なことはよくあることである｡ピカール次元の単調性,つまり2つの密度PとQがあって

P≦Q ならば dimP≦dimQ

となるか否かについて著者らは長年研究を続けている.最もはっきりした結果としては, L2上P,Q≧0となるいわ

ゆるD上の正価回転不変密度P,Qについては単調性が成り立つことが知られている([6L [2]参照)｡これが必

ずしも正債とは甲らない一般符号の回転不変密度P,Qの場合でも成立することを示すのが,本論文の主目標である｡
単調性は回転不変でない場合には全く成立せぬ事も付言する([8], [9], [11]等参照)0

初めに述べたように本論文の結果は定性的には空間の次元n≧2に本質的には関係しないという理由で簡単のた

めn-2として議論するのであるが,技術的にはn≧3となると無論やはり本質的ではないながら複雑で表面的に

は変更が必要となる｡例えばフーリエ級数展開で語られる所は球関数級数展開で置き換えなければならないと言った

具合である｡これについては他日を期すことにする｡

1.楕円型と陪単位

l. 1.回転不変密度Pに対して次のような常微分作用素Lpを考える:

Lpw (r)
-w''(,)'iw'(r)-p(r)

w (r),

ただL w'●- dw/dT･'等とする｡次の基本初等事項は繰り返し使われる:

初期値間蓮の一意存在定理.任意のc∈(0.∞)と実数a,bに対して(0.∞)上L,w-0でw(c)
-a.
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w'(c)-bとなる(0.∞)上の解wが唯一つ存在する.

これによれば, (o,∞)上の任意部分区間上のLpw-0の解wは(0,-)上の解に一意的に拡張できる.

与えられたn上の密度P8こ対して同じくL?上の密度列P)･を

P](T･)-P(r)+j2/T･2 (/-o, 1, 2,･･･)

によって与える｡簡単のため, Pが了解されているときには, Lp,-L)･とも記す. (0,∞)の部分区間(s,i)上の

L,･w-0の解w(T･)に対して常に

w(I)-w(lz[) (s<lzI<t)

と定める約束にするときw(I)はs<lzI<t上の(-A+P,･)a-0の解となる｡勿論w(r)は(0,∞)上の

解に接続され,従ってw(I)はC＼7oi上の解に接続されている.逆にuを0≦s<Jzl<t≦∞上の(-A+

P,･)zL-0 の解とするとき,そのフリーエ係数

ao (r)

-討…汀u
(rei" de･

aA(r)
-fI…汀u(re`りcosnede

(n-1,2,-),

bn(r)

-iI…汀u(re･'o)sinnOde
(n-1･ 2,-),

を(s,i)上の関数と考えて(s,i)上

Loao-0, L.a.-0, L.a.-0 (n-1,2,3,･･･)

となるo例えば,積分記号下の微分法により A,-a,,+r-1u,と書くことにすれば

LnaA (r)

-iI喜好(A,a
'reiり-Pn 'r'u (reiヮ)

co苧ne
de

ニーiI≡汀(-A･P)
ucosne

de-iJI…打【きuee(re`り･告u(reり)】cosnode
において最右辺の第一項は(-A+P)a-0により0,第二項Iは,二度の部分積分で

J喜汀ue8(re`りcosnede--J…汀n2
a (reiりcosne-de

だから, I-0となりL.an-0となる.

1･2.回転不変密度Pについて, I?上の(-A+P)a-0の正解(0を含む)の全体をPP(I?)と記す｡ PP

(I?)-ioiとなるときPを楕円型と言うoそうでないとき非楕円型と言うofj-fp,･ (j-0,1,2,･･･)を次の初

期値間題の解を(0, 1]に限定して考えたものとする:

LJ]-0,f] (1)-0,f]'(1)--1.

特にfo -fpoのことをfpともかきP陪単位と言う:fp-fo. P陪単位は次のごとく楕円型の判定に本質的である:

定理1.1.次の3条件は互いに同価である:

(a) PP(a)≠foI;

(b) PP(a; r)≠‡ol;

(c)lf.(r)-fo(r)>0 (0<r<1).

証明･最初(c)を仮定する.I.(2)-I.(1zI)と定めてfo∈PP(L2 ;T)なので(c)-(b)となる.

PP(a)⊃PP(a ; T)故(b)-(a)は自明である.最後に(a)を仮定する.PP(L2)＼101から任意に一

つuをとり固定する｡

- (r)

-去J…汀u
(re`o)de

とおくと(0,1)上Low-0でw>0である｡よってwは(0,∞)上の解に拡張される｡
w(1)-0ならば,

w′(1)≦0によりw′(1)<0 (そうでないとw…0となってしまい矛盾である!)となり,
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fo (r)--w(r)/w'(1)

だから/o(r)>0 (0<r<1)となる.残る可能性としてはw(1)>0であるが･このときは

wo(r)-w(r)I

1 dl

,山ノ(わ2

とおくと,直接の計算で, (0,1)上Low.-0かつwo>0であり,さらにまたwo(1)-0でw'o(1)ニー1/

∽(1)<0だからやはり

/0 (㍗)ニー∽｡(㍗)/∽′o(1)

となり(0,1)上/0(㍗)>0となる｡故に(a)-(c)が示された｡

1. 3. P,Qをn上の回転不変密度とし,fp,/.はそれぞれP,Qの陪単位とする｡次の結果は本研究の鍵である:

定理1.2. 0≦p<lzl<l上P≦0(又はP<0)とする.(p.1)上f,>0とするとfo/f,は(p,1)

上減少関数(又は真の減少関数)でIim,I. fo/f,=1となる.掛こ(p, 1)上fo≧f, (又はfo>f,)である.

証明. w(T･) -fq(r)/fp(T･) (p<r<1)とおくと直接の計算で

(1. 1) 1rfp(r)2w'(r)r -T･ (Q (r)-P(T･))fp (r)fQ(T･),

(1･ 2) 1,i.Trip(r)2w'(r) =o･

まず(p,1)上fq>0となることを言う｡fq(1)-0,fム(1)ニー1<0だから,十分1に近いt∈(0,i)に

対しては(i,1)上fQ>0である｡そこで

T-inf壬t∈(p,1):(i,1)上fq>Oi∈【p,1)
とおくとき,

T-Pを言えば良い.もしT>pとすると,I.(T)-0で,
(T,1)上でf.>0故(1･1)より

(r,1)上rfp(r)2w'(,)は増加関数で(1.2)より非正となる｡故に(r,1)上w'≦0だからwは減少関数

である｡所がロビタルの定理より

1imw (r)
-I,i.Tfム(r)/I;

(r) = (-1)/(-1)=1
′†I

だから,
w(T)≧1であり/q(I)-0,fp(T)>0に反する｡故にT-Pで,

(p,1)上fq>0となる｡残るとこ

ろは上に論じたところから明白である｡ 終

pを固定し, P)･ O'-0,1,2,･･･)を考えると, (0,1)上P,･≦P. O'≦h)なので,次の二つの定理1･2の系

は明白である:

系1.l.. f,>0ならば不等式f.(r)/fj(r)>f.(s)/f,(s)が全ての0<r<s<lとj<kについて成

立する｡

系1.2. f]>0ならf]<f. (j<k).

各R∈(0,1)に対して

(1.3) c- c (p･R) -RP2Tsxlr仰｢

とおく｡定理1.2の今一つの帰結として

系1.3. f](s)/fj(r)≦(r/s)J-C (R≦r≦s<1.j>C=C(P,R)).I

証取R≦r≦1上のr…=≦CよりP(T･)≧-C2/r2だから

Pj (T･)-P(r)十j2/T･Z≧ O'2-Cz)/r2 (R≦r≦1)

となる｡j>Cに対してスエO'2-c2)1/ZとおくとPj(r)≧人2/,2 (R≦r≦1)である｡ (l2/r2)陪単位は

(o,1)上

(r~Å-rl)/21 >0
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であることが直接の計算により分かる.従って定理1.2によりR≦r≦s<1に対して

f] (r)/=T･-A-rl)/2人‡≧f)(s)/i(s-A-s^)/2一=

となり,人>j-Cだから

f] (s)/f] (r)≦ (SIA-sl)/(T･-ユーrÅ)
- (T･/s)A (1

-s21)/(1 -r2A)
≦ (T･/s)A≦(T･/s)j~C

141

終

1.4. Pが楕円型で奉るとPP(L2; T)-10Iで興味は何もない｡そこで以下ではPを非楕円型と仮定するo

すると定理1.1と系1.2より(0,1)上

0<fo <fl <fz<-<f]-1<f,･<･･･

であるので, fo/I)1 4ま系1･ 1与り増加関数となり

(1･4) α)･-a,I (P)-1,itTfo (r)/fj (r)∈[0･-1) U-1･2･-)

が定義できる.特にαl-α1 (P)をα(P)ともかきPの特異性示教と言う.明らかに

1 >a (P)-al(P)≧a2(P)≧･-≧aj (P)≧α,1.1(P)≧-≧0

であるのでa(P)-0ならa] (P)-0 (メ-1,2,-)となることに注意するo

Pが非楕円型ならばf.∈PPl (L2; T) (Pが楕円型ならばPPl (L2; T)-¢)であるが,いつPPl(I?; Il)-

Volとなるかは興味深い｡ PPl (a; r)-Vo!となるときPに対してピカール原理が成立すると言う.特異性示

数a(P)はこの決定に本質的な量である:

定理l.3. Pに対してどカール原理が成り立つ(即ちPP,(a ; r)-ff.I又はdim P-1)為の必要十分

条件はPの特異性示教α(P)-0となることである｡

証明.まずα(P)-0とする｡そのとき任意のu∈PPl(a ;Il)をとるとu--I.となることを示す. T･∈(0,1]
に対してzL (T･eLe)のフーリエ展開

00

u (reie)=ao (,)+n蔓1(an(r) cosne+ bn(r) sinne)

に於て,フーリエ係数a.(T･) (n-0,1,2,･･･), bn(r) (n-1,2,-)はL.w-0の(0,1)上の解で

a.(1)-0 (n-0,1,2,-), bn(1)-0 (n-1,2,･･･)である｡更にzL∈PPl(L2 ;T)により

a'o

(1)-去J…汀【まu
(reilL=ldO--6 (α)-- 1

なので, (0,1)上恒等的にao-I., an--a二(1)I" bA--b二(1)fn (n-1,2,･･･)がわかる｡よって
00

u(re") =fo (r)-n蔓1(a二(1)cosne+b二(1)sinne)fn(r)

となる｡
a(rei8) (1±cosne)≧0だから

o≦去J喜打u(reie-干cosno)de-fo
(r)
‡‡a二(1)fh(r)

となり, Ja二(1)･I≦2Vo(r)/I.(r)) (0<T.≦1)となる.ここでrJOとすることによりIa二(1)l≦2a

(P)だから, a二(1)-0 (n-1,2,･･･)が出る.全く同様にzL(T･eW) (1士sinnO)について同じ事を繰り返せ

ばb′n(1)-0 (a-1,2,･･･)も出る｡故にu-I.となる.

次にa(P)>OとするとPPl (a ; T)＼V.t≠¢であることを示す.

u (re`o)-I. (r)+α (P)fl (r)cose

とおくと,直接の計算でn上(-A+P)a-0となることがわかる｡更にa(P) Vl/I.)は真の減少関数なので

o≦a(P) Vl(r)/fo(r))<lifPa(P)Vl(r)/fo (r))-1 (0<r≦1)

であるから

u (reie)-fo (T･)(1+a(P) (fl (T･)/fo (r))cose)

≧fo (r) (1-a(P) (fl (T･)/fo (T･)))>0

となり,
u∈PP(a ;r)がわかる｡更に
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6(a)-去J喜汀[まu(reLO",-1dO--f占(1)一去α
(p)f'l (1) J喜汀cosodO-1

となるのでu∈PPl(I? ;r)である｡明らかにu≠foでありu∈PPl(L2 ;Il)＼げolとなる｡

α(p)-oとなる判定条件は定理1.
3により重要である｡後で使う次の判定条件を考える｡ 2重積分又はその反

復積分により

(1･ 5)
P(P)-IJ｡<s≦f≦1吉〔

を定義する. 0<β(P)≦-である.

ム血
I. (s)】2dsdt

-J三千乎ヱJ三おdt

定理1.4. α(P)-0となる必要十分条件は･β(P)--である｡

証明.
∽(㍗)-/I(r)//0 (r)とおくと,直接の計算で

けo (r)zuノ′(r)l'- Vo (r)2/r) w (r)I I,i.Trfo(r)2w'(r)=o

となる｡レ,1]上で積分して

-rfo (r)2-'(r)- I;vo (i)2/i)-(i)dt･

これを∽'(㍗)について解き,両辺を【r,1]上で積分して

w(1)-w(r)--I

1
1

r

sfo (s)2 〔J;∠乎-(i)

dt]
ds･

∽(1)-1に注意し,又反復積分を2重積分になおして

･1･ 6) -(r)- 1.JJ,≦古≦t≦1吉【子溜12-(i)
dsdt･

ここで定理1.2によりw(i)≧1だから

-(r)≧
1

･IJ,≦古≦t≦1吉[i溜〕2dsdt
となり, T･10とすることにより1/α(P)≧1+P(P)となる｡故にP(P)-∞ならばa(P)-0となる.次に

β(p)<∞ならばα(P)>0となることを示す.その為

･(r･p)-〟,≦古≦p,s≦亡≦1吉〔子溜〕zdsdt
(0≦r<p≦1,

と記す. P(P)-β(0,1)<∞だからβ(0,p)10 (plo)であるのでβ (0,p)<1/2となるp∈(0,1)

が求まる｡するとβ (r,p)<1/2 (0<r<p)である. 0<T･<pに対して(1.6)より

-(r,-
1

･IJp≦5≦t≦1吉【づ鴇〕2w(i,dsdt･IJ,≦き≦
p,s≦f≦1i一倍割2w(i,

dsdt･

[T.,P]上wは減少関数なのでw≦w (r)であるから

w(T･)≦w(p)+w(T･)β(r, P)≦w(p)+w(T･)/2

となりw(T･)≦2w(p)となる｡ T110として1/α(P)≦2w(p)なのでa(P)>0が結論される.
終

2.局所グリーン歯数

2.1. Pを非楕円型,従ってPの陪単位ム>0とする.又P,陪単位をf, O'-0,1,2,-)とする`｡特に

I.-fp'である.すると各j-0,1,2,-について,fj>0だから,各R∈(0,1)に対し(R,1)上の

エル-0の解

(2･ 1) ejR(r)-I)･ (r)I;a
が定義可能である. ejRは(0,∞)上のL]w-0の解に拡張可能であることに注意する｡ (R, 1)上ではe]R >0

である｡
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命題 2･l. ejR(R)-0, ejR(1)-1.

証明..e)R (R)-0は自明なのでe)･R (1)-1を示す｡等式

e;･R(r)-fj'(h I;#･ i /rfj (r)

においてe;･R(1), I,･′(1) (≡一l)は共に有限で1im,,ll/rfj (r)-∞により

となる｡よって

ejR(
1 , -

I,i.TejR(r)
-

1,i.T[J;務],( 1 ,I,･(r"

の最右辺は∞/∞型の不定形だから,ロビタルの定理により

e,･R (1)- lim(1/'･f, (r)2)/(-I,I(r)/I,(r)2)- 1im(- 1/Tf,: (T･))-1.
TTl rTl

命果 2.2.
e;R(r)fj(r)-ejR(r)fj'(r)-1/r (R≦r≦l).

証明･
ejR(r)/fj (r)-I;(1/tf,･(i)2)dtの両辺をrで微分すると直ちに得られるo

命題 2.3.
e]R(r)f](s)≦ 2(ノーC) 【汀c(R≦r≦s≦..j,C=C(P,R)･

証明.系1.3によりノ>Cならば

ejR(r,I)A(s,-I;チ･絃･吾各dt≦I;チ【i])'Tc[‡】)'~cdl
£2(ノーCト1 1

I;t-(,'s,i,'去dt-

2 (/-C) 【〔÷】j-C-[雷]j-C]≦

- 2･4･

ejR(r)≦米子eoR(r)
(R≦r≦.1j-0..･2･-).

証明.系1.1により

ejR(r) -I,I(r)I;赤〔fi%】2dl
･L･

(r,I;右折〔給】2dt-綜eo去(r,･
命題 2.5. 0<S<R<1. C-C(P.R)とすると

e"(r)f,(s)≦eos(r)fo(R) 【!r-C(s≦r≦R≦s<., j,C)･

証明.命題2.4と系1.1と系1.3により

e,･s (r)I)･(s,

≦給eos
(r)fj(s,≦ Cos (r,I)A

(s,fi%
-

Cos (r)fo

(R)鴇≦eos
(r,fo (R) [書])'-c

143

終

終

終

終

2･2･ Pを非楕円型とすると,各R∈(0,1)につきeoRが定義でき,その効果として次の事が言える｡Xがn

の正則領域であるとは,本論文では, Xはnの部分領域で,境界∂Xは有限個の互いに交わらぬ滑らかなジョルダ
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ン曲線よりなり, Xの閉被-x⊂L?UTとなるものとする｡すると言⊂1R<lzI≦1iとなるR∈(0,1)がと

れる｡そこでh-eoRとおくと, hは亘を含む領域で(-A+P)u-0の解で, inf-xh>0となる｡ Xがこの様

なhをもつときには, Xは次の諸性質を持つ(例えば[3]参照);

1.最小値原理. a,u∈C(-x)がX上(-A+P)w-0の解であって, ∂X上u≦uであればX全体でu≦u

となる;

2.デイリクレ問題の可解性.任意のv∈C(∂X)に対し, X上(-A+P)zL-0の解u∈C(普)で∂X上

a-ンとなるものが唯一つ存在する;

3.グリーン関数の存在. X上(-A+P)a-0のグリーン関数が存在する.

ここでX上(-A+P)u-0のグリーン関数G(I,E)とは,各E∈XについてG(･,E)∈C(g＼ほl)で,

∂x上G(･,()-0となり,更に超関数の意味でX上

(-A+P)G(I,ど)主8{

となるものとする｡ただし8rは(に於けるデイラック関数とする.するとG(･,E)は更に次の性質を持つこと

がわかる｡まずズ＼ほl上G(･,()>0で, G(･,E)∈PP(X＼1(i),又z,ど∈Xでz≠どのとき対称性

G(I,E)-G(I,I)があり,かつ

G(;,()- 1im G(I,()-∞･
z≠r, L･-ど

2.3. R∈(0,1)とするとX-‡R<Jzl<1t はnの正則領域なので, (-A+P)a-0のグリーン関数

GR (I,ど)を持つ｡ GRをe,･R, f]を使って次のように具体的に表示できる:

定理 2.l. 0<R<r<s<lと実数e.qに対して. I-rei8. ど-seiqと置くと

(2･2)
GR(z.ど)-去leoR(r)fo(s)+2呈ejR(r)fj(s)cosj(6-5)l･ノ-1

証明.命題2. 3によると右辺の級数は任意のs∈(R, 1)を固定するとr∈[R,s)について広義一様収束,任意

のr∈(R,1)を固定するとs∈(T･,1]について広義一様収束する｡そこでz-re`e, E-se`dに対して,右辺

の級数をF.(I,()としるし, (-seidを固定して

y.-1R≦lzl≦11＼1lzl-si

とかくことにする｡このY.上の関数F(I)を

F(I)
- (

F.(I,E) (R≦lzl<s),

F.(E,I) (s<Izl≦1)

で定める｡ F(Reie)-F(eie)-0で, F∈C(Y.)となるo決まりをつけるために,例えば, F(I)--(lzI-s)と

でも定めて, Fを Y-1R≦Izl≦1i上の可測関数と考えることにする｡再び命題2.3によりノ>C+2ならば

I;e,･R(r)fj (s) rdr
≦

J三e,･R(s)I,･(r)rdr ≦

2 (/-C)

1

2 O'-C)

I;〔‡〕j~Crdr≦

∫:【汁crdr≦

2O'-C)O-1C+2)

1

2O'-C)U-C-2)

だからF∈L. (Y.),従ってF∈Ll (Y)と考えらえる｡そこで超関数の意味で

(2. 3) (-A+P)F-8r

となる事が示したい｡その為にu∈C.d(X)をとり

IIR<[z[<.F(I)(-A･P(I))u(I)dxdy-u(() (I-x'iy)

を示す.上の左辺Aは積分をR<lzl<sで行ったものをI, s<lzl<1上で行ったものをⅠとすると,

A-Ⅰ+Ⅱである｡簡単のためA,-∂2/∂r2-(1/r)∂/∂rと記すと

2汀Ⅰ

-J喜汀J;eon(r)fo(s)(-Arv-fuo8･P(r)u) rdrdO



(:〉〇

+2.∑
ノ=1
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J…汀I;ejR(r)fj(s)(-A,uうueo･p(r)u) cosj (e-6) rdrdO･

145

ここで

JZ打I;eon(r)fo(s)きuoordrdO-I;eon(r)fo
(s) 【J喜汀uoedO]乎-

o

は明かであるし,又

J喜汀I;e,R(r)I,.(s)吉ueocosj
(0 -

♂)rdrdO

-I;e,R(r)I,･(s)【J…汀uoocosj(0-6)
dO]亨

ニーJ…汀I;e,･R(r)I,.(s)i;ucosj
(0 -

♂)rdrdO

となる｡これは二度部分積分を使って

J喜汀uoe(re`りcosj (e-6)dOニーj2 J喜汀u(reiりcosj (e-♂)de

となることに依る｡以上から

2汀Ⅰ

-J…汀'I;eoR(r)fo
(s)(-A,u ･A) rdrdO

･

2j蔓1J喜打I;ejR(r)fj
(s'(-A,･PjU) cosj

(e
-♂, rdrde

となる｡さてe乙去+⊥e′oR-PeoR･

e,･R･‡e')･R-P,.ejRによりr

壬r(eムRU-e.RU,)i'-e.R (-A,I)+凡) T･,

1T･(e;･RU
-

e]RU,)i'-･e,.R(-
A,u +P)･t))r

であるから,上の27r Iの右辺の第1項はu(ReW)-u,(Re`e)-0により

J…qfo(s)【I;ir (e'oRU
-

eoRU,)-'dr]dO

-J…"s
le′oR(s)fo(s) u (seiり- eon(s)fo (s)u, (se`りtde

となる｡ 27r Iの右辺のシグマの第j項はu(Re`e)-u,(Rei8)-oにより

J…qf,(s)【I;1r (e;.RU-

e,･RUr)I.dr]'cosj
(0 -

♂)de

-∫喜ns
ie;.R(s)fj(s) u (seiO)

-I-,.R(s)I,I
(s)u, (s- cosj

(0
- 6)de

である｡以上により

2汀Ⅰ-J…qs
le′oR(s)fo (s) u (seL♂)-eon(s)fo (s)u,(seiり- de

･

2,蔓1J…汀s
-e;･R(s,I,･(s,u (se"-,･R(s)I,･ (s, u, (se`∂)-cosj

(0 -

6,de

となる｡ IIについてもeoRとfo, eiRとf]の役割を入れ換えて,今度はu(eiO) -u,(e`e)-oに注意して全く同様の
計算をすれば

2花Ⅱ-J…qs
leoR (s)fo (s)ur(seiO)-eon(s)for(s)

u (se`り-dβ

00

+2.∑
ノ=1 J…汀sfe,･R(s)fj(s) ur (se`り-

ejR(s)I,,(s)
u (se`りIcosj (0

-♂)dO

が得られるo故に27rA-27rI+27rIIにより
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2花A-J喜花s
le′oR(s)fo (sトeoR(s)fo'(s)i u (se`♂)dO

･

2J享1J…汀s
†e,'R's)fj's'-ejR's'fj''s)I u 'seiO)cosj '･0-6)dO

となる｡ここで命題2. 2 :e;･R(s)fj(s)-e,･R(s)I,:(s)-1/s U-0, 1,2,･･･)を使えば

A-去J喜汀u
(se`♂)

doe,蔓1‡J喜打u
(se`りcosj (0-6)dO･

この右辺はC2級関数u(seid)のフーリエ展開であり, A-u(seid)-u(E)となって(2.3)の証明が終了す

る｡

u-F-GRとおけばX上超関数の意味で(-A+P)a-0となるから, X上(-A+P)h-0の真の解hがあっ

て,殆ど到る所u-hとなる｡しかしu∈C(Y.)だからY.上zL…hとなり･, u(Reie)-lL(eW)-oだから同じ事

がhについても言え,最小値の原理によりh…0となる｡よってY.上u…0だからGR…Fが結論される｡ 終

3.放物型と双曲型

3.1. Pを非楕円型とすると,各R∈(0,1)に対して方程式(-A+P)a-0のグリーン関数GR(I,E)が

定義出来る｡ 0<S<R<1のときzL-Gs(･,E)-GR(･,E)はR<lzl<1で超関数の意味で(-A+P)u-

oを満たし, E以外で連続だから, R<lz暮<1でzLは本来の意味で解となり,最小値の原理によりu>0となる｡

即ちR<IEl<1である各(に対して

GR(I,E)<Gs(I,() (R<lz[<1)

となる｡故にハルナックの原理により, E∈L2をとめるときzの関数としてL2上広義一棟に

IimGs(I, E)…∞, 1imGs(I, E)…G(I, ど)<∞ (2≠E)
s10 SIO

の何れかが起こる.下に見るように,この性質はE∈nの取りかたに依存しないoそこで前者の成り立つときにP

は放物型であると言い,後者が成り立つときにPは双曲型であると言って, G(I,()を(-A+P)a-0に関す

るn上のグリーン関数と呼ぶo O<R<lzJ<1において

hr(I)-G(I, ()-GR (I,E) -1im (Gs(I, ど)-GR(I, ())
s10

が(-A+P)a-0の解であるから, R<‡zI<1上の

G(I, ()-GR(I, E)+hf(I)

の表示から, GはGRと同じ様な性質を持つことが分かる｡例えば最小値の原理より, 0<S<R<lzl<1におい

て

0<Gs(･,()-GR(･,f)≦(maxG(I,())I;1(R)fo
lzI-a

だから, 0≦h-≦(maxl,l=RG(I,())I;1(R)I.となり, G(･,E)∈C(nUT＼ほI)でT上G(･,E)-0

となることがわかる｡

以下Pを非楕円形とする.よってP倍単位f,-I. >0である.

定理 3.1.次の4条件は互いに同値である:

(a) Pは双曲型である.即ち全ての;∈Dに対して,どれか1つの.従って全てのz∈Dに対してIims.to Gs

(I.ど)-G(I.ど)<∞;

(b)どれかlつのど∈Dに対して.どれか1つの.従って全てのz∈Dに対してJimsn Gs(I.ど)-G(I.ど)

<oo･;

(c)
･つの.従って全てのr∈(O1.)についてIor7#2

<00;

(d) 1つの.従って全てのr∈(0,1)について]ims"e.s(r)<∞.

証臥eos(r) -fo (r)Isr(1/tfo(i)2)dt(0<S<1)に於てSt Oとすれば最後の2つの条件(c)とr(d)

の同値なことがわかる. (a)-(b)は自明である. (-se`dとおく｡ (b)'を仮定すると,定理2.1より,
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0<S<r<s<1とするとき

Gs (T･eLq,I) -Gs (r,s)

1 .
..

､
.

..

､

.
{

ご

3T{
ieos(r)fo (s) ･2 ∑

e)･s(r)fo-(s)i≧去eos(r)fo
(s)

b"一円

だから1imstoeos(r)≦2'rf.(s)~1G(T･eiq,()<∞で, (b)-(d)が示された｡同じく定理2. 1と命題2. 4及び

2.5により, 0･<S<T･<R<s<1に対して(1.3)の定数C-C(P,R)を取れば

Gs (r,()≦Gs (T･,S)

･去-eos
(r,fo (s, I

2,.きc砦ig-Cos
(r,fj(s,I 2).吾ceos(r,fo (R, 〔計c}

となり,ここでSJOとして(d) -(a)がわかる｡

3. 2.回転不変密度Pは楕円型,非楕円型に分類され,更に後者は放物型と双曲型に分類される｡これとPPl

(a ; T)の関わりは, Pが楕円型ならばPPl(L2 ; r)-¢となるので,非楕円型の場合のみが興味があった.そ

こで先ず

定理 3.2. Pが放物型ならば. pについてピカール原理が成立する.即ちPのピカール次元dimP-l.又

は同じ事ながらPP.(a,I ｢)-ffoI.

証明･定理3.1によりPが放物型ならばJ:(1/tfo(i)2)dl-∞(0<r<1)となるoすると(1･5)より

β(P)-∞となり,定理1.4よりα(P)-0となる.定理1.3からPについてピカール原理の成り立つことが分か

る｡ 終

この定理により以下Pが双曲型の時のみが興味の対象となる. Pを双曲型とすると, 0<f. <fl <･･･と定理

3.1により

(3･ 1)

ej(r)-lei.TejS(r)-I,･(r)∫:務u-o,
1･ 2,･･･)

が(0, 1)上定義できてL,･e]-0をみたす｡~ e.-epを特にP単位と呼ぶ｡ e,･s†ejだから, ejの性質は対応するe,s

の性質からSJOとすることにより導かれる｡例えば, e](1)-1である.その他,命題2.4, 2.5から次の性質

が出る:

細3･.･

ej(r)≦器eo(r)
(o<r≦.)I

命題 3.2.任意にR∈(0,l)を固定し, C-C(P,R)とするとき

ej(r)fJ(s)≦eo(r)fo(R) 【号｢c(o<r<R<s<..j,C)･

直接計算して確かめるとすぐ分かるように, (3.1)に双対的に(0,1)上

(3･2)

f)･(r)-ej(r)Jニ務u-o,1･2,･･･)
となる｡この様なP単位とP倍単位の関係から, (1.5)のP(P)の別の表示を導くために

･

(p)-J三ム㌢J三お2dt-J三乎[fo(i)J三お2]dt

と見ることにより次の公式が得られる:

(3･ 3) P

(P)-J三山半且dt-Iニュ乎ユノtl諾評dt

-IJ｡<t≦s≦1吉〔号洛〕2dsdt.
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ejとf,･の果たす色々な役割の中で1番重要なものは次のグ1)-ン関数の具体的な表示に於けるものである:

定理 3.3. 0<r<s<1.実数e,6に対して

(3･4)

G(re･8,seid)-去†eo(r)fo(s)+2呈ej(r)f,(s)cosj(e-6)7･ノ-1

証明.命題3.1と3.2により(3.4)の右辺の級数は絶対収束する｡整数RをとりR<r<s<1とすると

e]R (T･)f](s)≦e)I(T･)f](s) U-0, 1, 2,-)

だから, (2.2)でRJOとすると,ルペッグの収束定理により(3.4)が得られる｡

数列 fa,･(P)Lr=lを(1.4)により定義した｡双曲型のPについては,これをe,･により定義する事もできる｡

これが本来の1α](P)暮 の定義法であった｡

定理3･4･

αj(P)-I,i▲結論(j-.12,-)･
証明.

a,-0のとき,命題3. 1よりej(r)/eo(r)≦fo (r)/I,I(r)-αj-0 ('･J0)であるから1im,toej(r)

/ど(,(r)-o-αノが得られる｡ αノ>0のときはt ロビタルの定理により

･iT詰-1,itT【fj(r,∫:務], 〔fo(r)∫;務】
-

〔1,iiT給〕
･ 〔l,i.州ro務], [J:み〕】

i I.,i.Ti譜笛-七〔無給】2-t･
α,･2 -a,･･ 終

4.端点表示

4.1. βをTのコピーとする｡即ち対応EL--a(E)はTからβの上への同相写像とする｡ E-0かつ

(/l;[-E∈rのときE-a(E) (FはB(E)へ近付く)と位相を定めてL2 にβを付加することにより

βunuTはコムパクト空間となる.Pを双曲型として, PPl(L7; T)を研究するのにPPl(I?; r)-Vot の

場合は興味が無いから,そうでない,従って α(P)-α1(P)>0 とする(定理1.3参照)｡さてz-reie,

E-seid をL?の点とするとき(3.4)によりIE[<lzIならば

2汀G(z･

{)/eo(-fo(r)･2,享1詫f)I(r,cosj (e-6'

t30

である｡命題3.2により, R∈(0,1)を固定して0<s<R<T･とすると

･fo (R) 〔P]j~Cu,c-c(p･R))

であるから, ej(s)/eo(s)-aj-aj(P)
(slO)により

⊂p

lim 2n･G(I,()/eo(I)-I.(r)+2∑ ajfj(T･)cosj(0-レ),
;-a (e･') j-1

ただし E-seid-b(eiv)とはs-0で6-レのことであった｡この右辺の級数を

K(I,a(e`y))

と記す.ハルナックの原理によりK(･,b(e`y))∈PP(a;r)となることがわかる. a.>0とフーリエ級数の一

意性から, K(･,a (eiy))…K(･,a(ei'))とeiソニei一は同等である(各々のフJ)エ展開に於てcosO, sinOの係

数を較べ(cosy,
Sinン)-(cos≠,Sin≠)がわかるから)｡これによりE-0のときの27TG(･,ど)/eo

(E)の

あらゆる可能な極限は, (-(+-a(i) (E∈T)の形の近づき方のときのK(･,(')の形のものに限ることが

分かるo他方グリーンの公式からR∈(0,1)のとき
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ejR

({)--JZ打[去GR(reiO･E)]r=1dO

となる｡RJOとすることにより

一去JZ汀[去(2汀G(re`o,
()/eo(川],-1de-.

となる｡ここで(-ど●∈βとすることにより

6(K(･･ E･))ニー去J喜汀[まK(re-･)],-1dO-1
であるから, K(･,(～)∈PPl(I? ;T)がわかる｡しかしショッケ的マルチン理論(例えば[7, pp.8-121参

照)により

ex.PPl(I? ;T)⊂1K(･,('): E'∈Pt⊂PPl(a ; r)

である｡所がK(re`o,b (eLy))の具体的表示
0〇

(4. 1) K(T･ei8,b(eiy))-I. (r)+2 ∑
α,･f,I(㍗)cosj(e-y)

ノ=1

より直ちに分かるように

K(ei-I,a (ei'))…K(I,a (e`(y-I))) (z∈L?)

である｡ u一(I)-a(eL/I)のとき, u∈ex.PPl(a
; T)ならu,∈ex.PPl(a ; Il)であるから,実は

(4.2) ex.ppl(I? ; T)-1K(･,E'): E'∈Pl

であることがわかる｡ (4.1)と(4.2)からex.PPl(a;r)が完全に記述されたことになる｡特にdimP-

#β-c (連続体濃度)なので

(4.3) dimP-c (Pは双曲型でa(P)>0)

がわかる(Pが双曲型でa(P)-0ならdimP-1 (定理1.3), Pが放物型ならa(P)-0でdimP-1 (定理

3. 2), Pが楕円型ならdimP-0である).ついでながら再びショッケ的マルチン理論(例えば上にもあげた[7,

pp.8-12]参照)によると, u∈PP.(a ; r)とIl上の確率測度FLの間に次の様な1 : 1の対応がある:

(4･ 4)

u(I)-J喜汀K(I,a
(eLe))如(eiり(z∈n)

とあらわされる｡ (4.1), (4.2), (4.4)によりPPl(a;r),従ってPP(a ;r)-R'ppl(L2 ;Il)の

構造が完全に明らかになった｡

4. 2.以上本論文でこれまで論じたところの総合として,我々の主目標の結果が証明出来る:

主定理. P及び0をD上の任意の回転不変密度とする. (フ上P≦0ならばdim P≦dimOである.

証明. Pが楕円型ならばdimP-0, dimQ≧0により主張は正しい.そこでPを非楕円型とする｡定理1. 2

によりQも非楕円型でdimQ≧1である｡もしPを放物型とすると定理3.2からdimP-1なので,やはり主張

は正しい｡故にPを双曲型とする｡定理1.3から,すべてのT･∈(0,1)に対して

J:務<-
であるが,再び定理1.2より(0,1)上fp≦fQなので,上の不等式より

J:務<-
となる｡依って再び定理3.1からQも又双曲型である.こうしてP,Q共に双曲型の時のみ論じたらよい.まず

α(P)-0とすると定理3.1からdimP-1で, dimQ≧1により主張は正しい.依ってa(P)>0とする.

(4.3)よりdimP-cであるが,もしa(Q)>0がわかると,同じ理由でdimQ-cとなり主張が従う｡依って

a(Q)>0が示したい｡定理1.4によりα(P)>0は

･(p)-∬｡<s<t≦1吉〔鰭】2dsdt<-
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と同値である.定理1. 2によりfQ(i)/fp(i) ≦fQ(s)/fp(s) (0<s≦t<1)であるから

Vq(i)/fq(s))2≦Vp(i)/I,(s))2 (o<s≦t<1)

となり, β(Q)≦β(P)<∞である｡依って再び定理1.4によりα(Q)>0となって主張が従う｡

例えば,水素原子の方程式,或は原子炉設計に現れる方程式など理工学に現れる具体的な密度の中には,負走符号

の,中心力のポテンシャルや又定数ポテンシャル等が数多い｡負走符号の場合は,正走符号ヤー般符号の場合に較べ

て,正解空間の構造は,次に見るように極めて単純である:

系 4.1. PをD上の負定符号回転不変密度.即ちD上P≦0であるとすると, dim P≦1である.

証明. 0は恒等関数0としてL?上の最も単純な密度(いわゆる調和密度)である｡密度0に対するf)･O'-0, 1)

は,その定義より

f)･'′+(1/r)I)･′-U2/T･Z)f]-0 (メ-0, 1)

を初期値f](1)-0, I)′(1)ニー1で解けば良い｡すると

/0(㍗)ニーlogr, /1(㍗)-(1/㍗-㍗)/2

であり, /0(㍗)>0 (0<r<1)なので定理1.1より密度0は非楕円型でその特異性示数α(0)は
･ (o)-I,iiTVo (r)/fl(r))=1im2r (logr)/(1 -r) =O

rlO

故,定理1. 3によりdim 0-1となる｡これが本来の古典的ピカール原理(正特異点の原理)である｡よって主定

理を使うと, P≦0よりdimP≦dim 0-1となる｡ 終

5.付鐘

定理1.3の証明に於てa(P)>0ならdimP>1を示したが,もう-頑張りで,その時点で既にdimP-c (逮

続体濃度)を直接導くことも出来ることを以下述べる｡その為

PPJ(a ; r)-iu-u: a,u∈PP(I?
; Il)I

に広義一様収束を与えて得られる局所凸線形位相空間を考える.その部分集合としてPPl(a ; T)は完閉凸集合と

なるので,クレイン･ミルマンの定理(例えばN.Dun ford and I.T. Schwartz: LineaT･ OperatoT･S, Part I
,

Interscienceの440頁参照)により

(5. 1) c-o(ex.PPl(L2
; T))-PPl(a; Il),

但しcモ=ま閉凸包をしめす,となる｡これから特に

(5.2) ex.PP.(a ;r)≠¢

が分かる｡実際の所欲しいのは(5.1)でなく(5.2)なので,これの証明だけならツオル,ンの補選により極めて

容易に出来る(上挙書439頁参照)｡そこで(5.2)の集合から1つのuをとり固定する｡ uが回転不変ならu-fo

であるが,そうなら

u士(T･eLe)-I.(T･)
± a (P)fl (r)cose

はPPl(a;.T)に入り(定理1.3の証明参照) u'幸u-であってzL-I.- (u'+a-)/2となり端点性に反する

から,
zLは回転不変u-I.ではない｡だからu(reLe)の複素フーリエ係数c.(r) (Inl-o,1,2,-; co(T･)-

/o (㍗))に於て

(5.3)
c.(r)≠0となる整数n≠0が存在する

一

事が分かる｡さてI7を乗法群と考え,各E∈rに対してuE(I) …u(Ez) (z∈L?)とするとuと共にuE∈ex.PPl

(刀 ;∫)である｡そこで
Tu- 1E∈T: I?上zLE…ul

とするとき,一般にuEの複素フーリエ係数はc.(r)En(lnI-o,1,2,･･･)となるから, E∈Tuならフーリエ

係数の一意性より cn(r)En-cA(T･)とな-り(5.3)によりある整数n≠0についてEn-1となる,即ちruは1

の原始n乗根(n-0, 1,2,-)の全体の部分群だから

(5.4) #r"≦a (可算濃度)

となるo E'∈r/Tuに対してuf･-uE (E∈E')と定めると, uE･…u,･とE'-7' (E∈E',ワ∈ワ●と■する
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と Eワ-l∈Tu)は同等であるので

1uf･: E'∈r/Tul⊂ex.PPl(I?; r)

に於て,左辺の集合の濃度がIl/ruの濃度と一致することにより,

(5.5) #(T/Tu)≦dimP≦c

となる｡しかし(#(r/Tu))･(#Tu)-#r,つまり(5.4)と#r-cとによればa･(#(T/Ilu))≧cだ

から, #(T/Tu)-cとなり(5.5)からdimP-cが導かれる｡
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