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論文要旨

題目:2次元の線形切欠き力学に関する研究

名古屋工業大学大学院博士後期課程

社会開発工学専攻 飯 田 字 朗

クラック発生等による構造物の破壊の多くが応力集中に因ることから､応力集中部の研

究は､実験的にも解析的にも古くからなされている｡このような過去の数多い研究が､工

学的に応力集中部の解析がいかに重要であるかを示している｡又､近年線形破壊力学の利

用と共にクラックの応力拡大係数の解析が必要とされている｡

本論文の主目的の一つは､応力集中が一般に局所的現象であることから､応力集中箇所

に注目したとき､形状的にその多くは､先端に丸みのあるV字形にモデル化できることに

着目して､任意の外力に対して､隅角瓢の角度と､その先端が鋭い場合及び丸みのある場

合を考え､応力集中現象一般に成り立つ関係を解明することである｡

そのために鋭い隅角節付近で一般に成り立つ応力の式､丸みのある隅角部先端の応力集

中の一般表示式､隅角部の強さと応力集中との関係､削､又は､丸みのある切欠き先端か

ら発生したクラックの応力拡大係数を求める式等､切欠き一般に成り立つ関係を求め､こ

れらを相互に関連づけることによって切欠きの力学の一体系を確立するとともに､切欠き

の力学とクラックの力学とを結びつける｡

解析は､よく利用される平面弾性問題､薄板の面外曲げ問題を扱い､自由境界､固定境

界の場合を対象とした｡

第2の目的は､工学的に必要な､半無限板の縁にある三角形切欠き､隅角部に丸みのあ

るY字形帯板､無限板中にある矩形孔について､各々切欠きの角度､丸みの曲率半径､孔

の角度を変えて応力を解析し､応力分布を求めること､隅角部の応力分布の特性､隅角部

先端の丸みと応力集中との関係の考察をすること､又､応力集中部から発生したクラック

として､三角形切欠きから発生したクラック､矩形孔から対称に発生したクラックの応力

解析を行ない応力拡大係数を求めることである｡

以下､本論文の主な内容を示す｡

① 応力集中部の解析に有効な､分数式の和の形の有理写像関数とMuskhe=shvifiの方法

を用いて､半無限板の縁にある三角形切欠きについて､切欠きの角度を変化させ､平面

- 1 -



弾性問題､薄板の面外曲げ問題として応力解析をする｡そして角度の違いによる応力分

布の特性について考察する｡次に､隅角部に丸みのあるY字形帯板について､丸みの曲

率半径を変化させて同様に応力解析をし､曲率半径と応力集中との関係について考察す

る｡さらに､無限板中の矩形孔について､矩形孔の角度を変化させて､同じ様に応力解

析し､角度の違いによる応力分布の特性について考察する｡

② 応力集中部からのクラック発生による破壊の問題を考察するため､半無限板の縁にあ

る三角形切欠きの先端から発生したクラックについて､切欠きの角度､クラック長を変

化させ､応力分布の他､平面問題と面外曲げの応力拡大係数を求めて､角度の影響､ク

ラック長と切欠きの関連､ポアソン比との関係について考察する｡又､無限板中の矩形

孔から対称に発生したクラックについても､矩形孔の角度を変化させて､応力拡大係数

を求め､角度の影響､クラック長と矩形孔の関連､ポアソン比との関係について考察す

る｡

③ 切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を求める一つの方法として､クラック発

生前の応力分布を用いる近似式を示す｡この式は､クラック長の平方根と､そのクラッ

ク長に相当する位置のクラック発生前の応力値に､ある係数を乗じたものである｡そし

てこの式によって得た計等値と解析値とを比較して近似式が十分な精度を有することや､

工学的な利用のしやすさについて示す｡

④ 三角形切欠き､隅角部のある帯板､矩形孔等の応力集中部における応力成分は､隅角

部先端近傍の応力分布で表わされるので､これより｢隅角部の強さ(Intensity of

Co｢ne｢)｣という係数を定義する｡この係数によってクラックの場合を含めて､任意の

角度の隅角部先端近傍の応力分布の特性が表わされることを示す｡さらに､平面弾性問

穎､薄板の面外曲げ問題の､自由境界､固定境界の場合につき､この隅角部の強さと先

端に丸みのある任意の角度の隅角部先端の応力集中値との間の荷重条件に依存しない関

係を見い出す｡

⑤ 応力拡大係数を求める近似式と､隅角部の強さを用いて､任意の角度のV字形切欠き

から発生した短いクラックの応力拡大係数が簡便に求められることや､任意の∨字形切

欠きの危険性が比較できることを示す｡

⑥ 最後に切欠きの力学のまとめとして､鋭い隅角部付近の応力分布､丸みのある隅角部

先端の応力集中の一般表示式､隅角部の強さと応力集中との関係､鋭い又は､丸みのあ

る切欠き先端から発生したクラックの応力拡大係数を求める式等､切欠き一般に成り立

つ関係を相互に関連づけることによって､切欠きの力学の一体系を確立しクラックの力

学に結びつけられることを示す｡
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第1章 序
至己■ごゝ

Pl一口

一般に応力集中は､切欠き､部材断面急変部､部材交差部､変位拘束都等の構造的な原

因､あるいは材料中の空隙､欠陥､介在物の存在等の材料的な原因による応力の不均一性

によって生ずる｡クラック発生等による破壊の多くがこれらの応力集中に因ることから､

応力集中部の研究は実験的にも､解析的にも古くから数多くなされ､Savin(1961)､

Peterson(1966)､西田(1981)､Neuber(1985)等によってまとめられている｡これら､過去

の数多い研究が工学的に応力集中部の解析がいかに重要であるかを示している｡

工学的必要性から､応力集中一般に成り立つ法則を見い出す研究もされており､Neuber

(1958)は浅い切欠きと深い切欠きから応力集中を近似する有名な三角則を示している｡西

田(1967)は､切欠きの角度､深さ､切欠き先端の丸みの曲率半径と応力集中との関係を光

弾性実験によって系統的に研究している｡Heywood(1952)も同様の研究をしている｡平野

(1950)は､複雑な形状の孔や切欠きを等価な楕円に置き換えることによって､応力集中を

より簡単に表わす方法を示している｡椚Sitani(1987)l右切欠きの要素を丸みの曲率半径

と応力集中値で表わし､だ円孔を例にとり､先端近傍の応力分布や､だ円孔から発生した

クラックの応力拡大係数がそれらの要素で表わせることを示している｡

Carpinteri(1987)は隅角部先端の応力分布の特異性について､一般化した応力拡大係数を

定義し､切欠きの相似則を実験をもとに研究している｡長谷部(1971)､Hasebe,et at

(1986a､b)は､切欠き先端の丸みの曲率半径を用いた応力集中係数の一般的な表示式を

表わした｡このように系統的な研究もされているが､まだ多くの一般的法則が見い出され

ているわけではない｡

又､近年線形破壊力学の利用と共に多くの応力拡大係数が求められ､その結果も､Sih,

et a].(1962)､Tada,et al(19T3)､Rooke and Cartwringht(1976)､Hurakamiet a暮.

(1986)によってハンドブックとしてまとめられている｡その中には､応力集中部から発生

したクラックの解析も多く示されている｡Lukas and Klesni[(1978)､中井ら(1984)は､

応力集中部の曲率半径を用いて応力拡大係数を求める近似式を､椚l=ams andIsherwood

(1968)は､円孔の場合に､クラック発生前の応力分布を用いて応力拡大係数を求める方法

を提案している｡Kobayashi(1986)は､等価な長さのクラックを仮定し､クラック発生前

の応力分布をその仮定したクラックに作用させた時の応力拡大係数を近似値とする方法を

示している｡しかし応力集中部に発生したクラックについて成り立つ一般的な法則はまだ

多くは見い出されていない｡

本論文では､応力集中が一般に局所的現象であることから､応力集中箇所に注目すると､

形状的にその多くは､先端に丸みのあるV字形にモデル化できることに着目し､隅角部角

度2等分線に対称な形状で､その先端に丸みのある場合､鋭い場合の隅角部の応力集中現
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象一般に成り立つ関係を解明する｡

鋭い隅角部先端付近の応力分布の特性について､｢隅角部の強さ(Intensity of

Corner)｣という係数を定義して､その特性を定量的に表わす｡そして丸みのある隅角部

先端の応力集中の一般表示式から隅角部の強さと応力集中との､形状､荷重条件によらな

い関係式を示す｡

又､切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を求める一つの方法を示す｡これは､

クラック発生前の応力分布を用いる方法であるが､解析結果と比較して､十分な精度で応

力拡大係数が求められること､工学的な利用のし易さ等を示す｡さらにクラックが短かい

場合には､その応力拡大係数が隅角詐の強さで求められることも示す｡

そして解明した､応力集中一般に成り立つ鋭い隅角部付近の応力分布､丸みのある隅角

部先端の応力集中の一般表示式､隅角部の強さと応力集中との関係､鋭い又は･､丸みのあ

る切欠き先端から発生したクラックの応力拡大係数を求める式等､切欠き一般に成り立つ

関係を相引こ関連づけることによって切欠きの力学の一体系を確立するとともに､その切

欠きの力学とクラックの力学とが結びつけられることも示す｡

解析は､工学的によく対象とされる平面弾性問臥薄板の面外曲げ問題の2次元の場合

を扱い､自由境界､固定境界の場合を対象とする｡自由境界は､切欠きや孔等の境界条件

の場合に､固定境界は､構造的に作られた固定辺や､異種材料接合部で一方が剛な場合､

剛体介在物等の境界条件に相当しているロ固定境界は､自由境界に対するもう一方の極限

の場合で､一般の工学的な種々の接合問題はそれらの中間の状態であろう｡そこで､両極

限の状態を解明しておけば､中間の状態の類推が可能となる｡さらに､種々の中間の状態

を包括し､両極限を許容値とする考え方も工学的利用の立場から見て十分実用的である｡

又､任意の応力状蝶は､隅角部の2等分線に対称な応力状態と､逆対称な応力状態に分

けられるので､各々の状感で考察すればよく､本論文でも対称と逆対称の応力状態の解析

をする｡

次に､応力解析であるが､平面弾性問題及び薄板の面外曲げ､問題については､理論体系

はほぼ完成されているものの､閉じた解が得られる場合はある程度限られてしまう｡これ

は､形状や荷重条件等を解析できる形で表わさなければならないが､特別な場合を除いて

容易ではないことによるqこれが理論解析の困難な理由の一つであり､これを解決するた

めに多くの人々の努力カ博された0歴史を紐解けば､削rch(1898)は極座標によって､引

張りを受ける一円孔のある無限板の応力を解析した｡さらにHow-and(1930)は､一円孔の

ある帯板の解析を行っている｡次にLing(1947)は､半円切欠きのある帯板の解析をした｡

このように比較的簡単な形状の問題でも､解析解を得ることは難しく､現在も通用する研

究内容である0このような中でHuskhe-ishv==1963)臥境界条件式を微分積分方程式に

変換し､Gou｢Sat(1898)によって示された､重調和微分方程式の一般解と､複素変数とに
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写像関数を導入し､特に単位円への写像関数が有理関数である場合には､多元一次の連立

方程式を解くことによって閉じた解が得られることを示した｡この方法では有理写像関数

の表わす形状に対して厳密解が得られる○さらに､有理写像関数に分数式の和の形の関数

を用い､かなり任意の形状についても精度よく厳密解が得られることを岡林､長谷部朋詳

しく示している0そしてこの方法は平面弾性問題と同様､薄板の面外曲げ問題についても

解析できる有効な方法である｡

本論文で扱う弾性体は､変位は微小とする線形弾性体であり､方向性をもたない等方性

弾性体である｡そして､先に述べた解析方法を用い､工学的に有用な半無限板の縁にある

三角形切欠き､隅角部に丸みのあるY字形帯板､無限板中の矩形孔について､各々切欠き

の角度､丸みの曲率半径､孔の角度を変え平面弾性問題､薄板の面外曲げ問題として応力

解析をする｡そして､鋭い隅角部付近の応力分布の特性､丸みのある隅角部先端の曲率半

径で表わされる応力集中一般表示式､隅角部の強さと応力集中との関係等について考察す

半無限板の縁にある三角形切欠きは､構造物の表面にある切欠きやモデル化した欠陥､

有限巾の構造物の縁にある切欠きでも､切欠きの大きさと巾の比がある程度小さい場合に

相当するoY字形帯板は部材交差部等に､矩形孔は構造物における種々の貫通孔に相当す

る｡

さらに､三角形切欠きから発生したクラック､及び矩形孔から対称に発生したクラック

について､各々切欠き､矩形孔の角度を変え､平面弾性問題､薄板の面外曲げ問題として

応力解析をする0それぞれの問題の応力拡大係数を求め､角度とクラック長との関係､ポ

アソン比との関係についても考察する｡

応力解析の方法は大きく分けて､理論解析と数値解析の2通りある｡数値解析として軋

差分法､有限要素法を始めとし､境界要素法､体積力法等があり､各々多くの解析がなさ

れている0どちらの方法も一長一短であり､画一的に優劣を決めることはできないが､本

論文の内容のような応力集中部やクラック等､応力特異点の解析には､解析解が求まるも

のならば解析解の方がよい｡

以下､本論文の構成を示す｡

第2章では､本論文の応力解析に用いる理論解析の概略を示す｡

第3章では､第2章に述べた解析方法を用い､応力集中の代表的な形状として､半無限

板の縁にある切欠き､Y字形帯板､孔のある無限板について解析する｡半無限板の縁にあ

る三角形切欠きについて､切欠きの角度を変化させ､平面弾性問題､薄板の面外曲げ問題

として応力解析をする｡そして角度の違いによる応力分布の特性について考察する｡次に､

隅角静に丸みのあるY字形帯板について､丸みの曲率半径を変化させて､同様に応力解析

し､曲率半径と応力集中との関係について考察する｡さらに､無限板中の矩形孔について､

-
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矩形孔の角度を変化させて､同様に応力解析し､角度の違いによる応力分布の特性につい

て考察する｡また､応力集中部からのクラック発生による破壊の問題に対しても考察する

ため､･三角形切欠きから発生したクラック､矩形孔から対称に発生したクラックについて

クラック長を変化させ､同様の応力解析をする｡

第4章では､工学的に重要な､半無限板の縁にある三角形切欠きの切欠き先端から発生

したクラックについて､切欠きの角度を変化させ､モードⅠと面外曲げの応力拡大係数を

解析し､角度の影響､クラック長と切欠きの関連､ポアソン比との関係について示す｡又､

無限板の矩形孔から対称に発生したクラックについても､矩形孔の角度を変化させ､応力

拡大係数を解析し､角度の影響､クラック長と矩形孔の関連､ポアソン比との関係につい

て示す｡

第5章では､切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を求める一つの方法として､

クラック発生前の応力分布を用いる近似式を示す｡この式は､クラック長の平方根と､そ

のクラック長に相当する位置のクラック発生前の応力値に､ある係数を乗じたものである｡

そしてこの式によって得た計算値と解析値を比較して近似式が十分な精度を有することや､

工学的な利用のしやすさについて示す｡

第6章､第7章では､三角形切欠き､隅角誹のある帯板､矩形孔等の応力集中部におけ

る応力成分は隅角部先端近傍の応力の一般式で表わされることにより､｢隅角部の強さ

(川tensity of Co｢ne｢)｣という係数を定義する｡この係数によってクラックの場合を含

み､任意の角度の隅角部先端近傍の応力分布の特性が表わされることを示す｡

さらに平面弾性問題､薄板の面外曲げ問題において､自由境界､固定境界の場合につき､

この隅角部の強さと先端に丸みのある任意の角度の隅角部先端の応力集中槍との荷重条件

に依存しない関係を見い出す｡

第8章では､応力拡大係数を求める近似式と､隅角静の強さを用いて､任意の角度のV

字形切欠きから発生した短いクラックの応力拡大係数が簡便に求められることや､任意の

V字形切欠きの危険性が比較できる一方法を示す｡

第9章では､切欠きの力学のまとめとして､鋭い隅角詐付近の応力分布､丸みのある隅

角部先端の応力集中の一般表示式､隅角部の強さと応力集中との関係､鋭い又は､丸みの

ある切欠き先端から発生したクラックの応力拡大係数を求める式等､切欠き一般に成り立

つ関係を相互に関連づけることによって､切欠きの力学の一体系を示すとともに､切欠き

の力学とクラックの力学とが結びつけられることを示す｡

最後に第10章として本論文で解析した事柄及び得られた結果等を示す｡
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第 2章 角牢折方法

2-1 まえがき

本章では主に､本論文で用いる2次元弾性問題の解析方法を示す｡2次元弾性論は既に

理論体系が完成しているが､任意の形状､荷重条件の場合となると､実際には､解析でき

ない場合が多い｡無限板中の円孔についてKirch(1898)､半円形切欠きについてはLing

(1947)によって解析されているものの約40～90年前のことである｡このように解析解を

得るのは難しく､又､得られる場合もかなり限定されてしまう｡しかし､工学的には､構

造物の切欠き､部材断面急変部､部材交差部､変位拘束部､あるいは材料中の空隙､欠陥､

介在物の存在等かなり任意の形状､荷重条件となる応力集中部の解析が必要である｡本論

文で用いる解析方法は､Huskhe]ishviIi(1963)によって示された複素変数による方法で

あるが､この方法は対象とする形状の単位円への写像が有理関数の時､解析解が得られる

ものである｡さらに岡林､長谷部は､単位円への写像に分数式の和の形の写像関数を用い

ることによってかなり任意の形状について解析解が得られることを示している｡かなり任

意の形状について､解析解が得られるこの方法は､工学的に必要な応力集中部等の解析に

すぐれた方法と言える｡弾性論は歴史も古く､多くの先駆者たちによって研究がなされ､

著書にもTimoshenko and Goodier(1970)､森口繋一(1975)､蝮戸口英善(1968)､Muskhe

lishviIi(1963)､Soko]nikoff(1956)､England(1971)を始め多くの名著がある｡

2-2 有理等角写像関数

与えられた形状を学位円に等角写像する写像関数が有理関数の場合はその写像された形

状に対して厳密解が得られることは前に述べた｡従って与えられた形状を精度よく写像で

きる写像関数を作ることが重要となる｡本論文では後で詳しく述べるような方法で作った

分数式の和の形の写像関数を用いるが､この写像関数はかなり精度のよい写像関数である

[岡林(1965)､長谷部(1971a,b)]｡

2-2-1 Schwarz
-ChristoffeIの変換

物理面の多角形領域を写像面の単位円内詐又は外部に等角写像するSchwarz qChristof

felの変換について述べる｡図2-2-1を参照して､Z平面の多角形領域を､;平面の単位

円内静に等角写像するo Z平面上の多角形の点Al､A2､A3､･･･Anに対応する;平
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面の単位円上の点をal､a2､

a3…､anとし､外角を〃1花､

〟2花､〃3花､…､〟n打とする}

ここで〟1花十〃2花十〟3花十…

+〟n冗=2花であるoSch肌汀Z-

Christoffelの変換において多角形

領域と単位円内部とは次式で関係づ

けられる｡

〟k

=-∑

_甘

An

リ爪

＼
正

A

Å A

仙沌 リユ花

A之

リl九
●-

＼●~ A3

こ-ak
2-2-1

G几

l●

aα

α●

02

αさ

図2-2-1 多角形領域と学位円

上式を積分して､

-〃1 -〟2 -〃3 -〃n
Z=KJ(こ-al)(∈ha2)(こ-a3)･･･(こ-an)d∈

2-2-2

を得る0これがn角形の内部を学位円内部に等角写像する式である｡Kは図形全体のスケ

ールに関する定数である0さらに､多角形の隅角部に曲線のある場合の写像の一方法につ

いて述べる[野村(1961)〕Q図2-2-1を参照してn-1個の角点と1個の曲線を右する

角点のあるn角形を考えるon-1偶の角点部分は式2-2-1と同様に次式で表わされる｡

宣~(-og伽√トた2丁気 2-2-3

曲線部分については無限小の直線部を右する無限個の多角形と考えると､次式のように表

される｡

dz

叫(10g 鵬･-)=-J
d; dこ

d〃

こ -a
2-2-4

aは曲線部分に対応する単位円周上の点である0したがって曲線部分を含む多角形内部

を単位円内部に等角写像する式は次のように表わされる｡
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dz

(暮Og

dZ n

･血血---一=K[m
d; k=2

n
〃k

岬)=-[∑

d〟

dこ k=2 ∈-ak こ-a

(∈-aJ㌢kex｡(∫y∫そニー-∴｢-d〃d∈)]〔 ス0 ;-a
2-2-5

はk=2～∩偶の乗積を表す0上式で〃に関する積分は〃=ス0のときa=a′

〃=ス1のときa=at●の点で曲線部と直線都が滑らかに連続するように決められる8月

0､ス1は曲線部と直線都の変化点であるoa′としてここではei(k〃+C)の形の関数

を用いる｡このとき曲線は円弧とはならない｡これについては第3章で具体的に示す｡

2--2叩2 分数式の和の形の有理写像関数

2-2-1で述べた無理関数である写像関数を､分数式の和の形で表わされる有理写像

関数に近似する方法を示す｡

収束の速い関数について

一般的には､もとの無理関数をべき級数に展開し､他方あらかじめ考えた分数式の和の

関数を､べき級数に展開した各係数と等しくなるように分数式の係数を決定する｡しかし､

計算上､有限偶の項の係数に対してのみ等しくなるようにせざるを得ない｡ここに近似の

程度が問題となる｡収束の速い関数については初めから適当数の項の係数が等しくなるよ

うに分数式を決定する｡項数は近似の程度､得られた解析結果の重要性､又は形状の複雑

さ等によるが､一応の目安として20乗～30乗までくらいの項について計算すればよい｡

今､収束の速い関数を無限級数に展開した式を次式のように表わす｡

ao+al∈+a2こ2+a3∈3+･･･

次に作ろうとする有理写像関数を､n個の分数式の和の形として次式を考える｡

j=1トβ､jこ

これをべき級数に展開すると､次式のようになる｡
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n
Bj

n

=∑

1-βj∈ J=1
(Bj+B｣βj∈･十Bjβj2∈2十…)

2-2-8

ここでべき級数に展開可能であることより‡βjl<1である｡

式2-2-6と式2-2-8のこの1乗から2n乗までの係数が等しくなるようにすると､次式

のようにおける｡

Bjβjk=ak(k=l12･3････,2n)

この解は次のようにして決められる｡

2

2

X

X

2

3

a

a

+

+

1

1

X

X

1

2

a

a

+…… +anXn+an+1=0

+…… +an+1Xn+an+2=0

an xl+an+1X2+…… +a2n-1Xn+a2n=0

なる=元連立方程式の根Xl､X2……Xnを係数とする∩次方程式

βn+Xnβn-1+Xn-1βn-2+･･･ +X2β+Xl=0

2-2-9

2-2-10

2-2-11

を削ヽて得られる根が求めるβ｣である0次にB｣は求められたβjを代入した

∑ Bjβj=al

∑Bjβj2=a2

1●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●●

∑ Bjβjn=an 2-2-12

なるn元連立方程式を解いて得られる｡これらより式2-2イの分数式が決定される｡

収束の遅い関数について

収束の遅い関数に対しても同じように次のような分数式の和の関数を考える｡
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2-2-13

｣=1トαj;

しかし､初めから適当数の項までの係数を等しくしたのでは収束が遅いので､よい近似が

得られない｡そこで､とびとびに選んだ項の係数が等しくなるようにする｡たとえば次の

項の係数を等しくして分数式の係数を決める｡

1ブロック 1,2.3,4,5,6,7,8

2 ′′ 2×8, 3×8, 4×8, 5×8

3 〝 2×82.3×82,4×82,5×82

4 〝 2×83,3×83,4×83,5×83

5 〝 2×84,3×84,4×84,5×84

2-2-14

ここで最後の項5×84は204紺乗の項の係数を等しくすることになる｡各べき乗の項の

係数をal･a2･a3････a5×84 とおくと前述と同じように

Alα+A2α2十･･･ +A12α12=a1

Alα1+A2α2+… +A12α12=a2
2-2-15

5×84 5×84 5×84

Alα1 +A2α2 +･･･ +A12α12 =a5×84

を満足するAl･α1･… A12･α12を求めることによって分数式の係数を決定する0

これは解析的には解けないので､反復繰返し計算により漸近値を求める[岡林(1965)､

長谷部(1971a)]｡

このとびとびに選ぶ項の選び方も､経験上の目安と繰返計算の容易さから選んだもので

あり､これに限定されたものではない｡理論的には収束の速い関数の場合と同じように､

∈の1乗から5×84乗までの項の係数を等しくすることもできるが､実用上は不可能で

ある｡

2-3 平面弾性問題の解法
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2-3-1複素応力関数､有理写像関数を用いた等方性弾性体の解法

(外力境界値問題､変位境界値問題)

平面弾性問題における､つり合い条件式は物体力=0のとき次式となる｡

∂ぴx ∂rxy

∂x ∂y

∂rxy ∂ロy

---…･‥‥-i･･-‥
-‥

=ご0
∂x ()y

又､適合条件式は､次式となる｡

∂2己x ∂2£y ∂2Txy

----■----~---一

+ ~~■~~~~､…~"■l~~
=

~~~----~--

∂y2 ∂x2 ∂x∂y

ここで､次式

∂2【-･

げx=

∂y2

∂2F ∂2F

rxy==

∂x∈〕y

2-3-1

2-3-2

2-3-3

で定義される応力関数F(X,y)を考えると､これはつり合い条件式2-3-1を恒等的に

満足する｡適合条件式は次式となる｡

∂4F ∂4F ∂4F
･------一

寸 2･･- ‥･‥-･-
▼

､‥---

∂x4 ∂x2∂y2 ∂y4

=0 2-3-4

上式は､垂調和微分方程式である｡つまり､平面弾性問題においては与えられた境界条

件を満足するような応力関数F(X,y)を決めれば､式2-3-3から応力値が求まる｡

重調和微分方程式の一般解は次式のように表される[Goursat(1898)､HuskheIishv=i

(1963)]｡

F(X,y)=Re[z¢(Z)+X(Z)]
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複素応力関数を用いて応力成分と変位成分は次式のように表される｡

ぴx+びy=4Re[¢′(Z)]=2[¢′(Z)+¢′(Z)]

げy-げx十2irxy=2[z¢′′(Z)+¢′(Z)]

1 3-レ

u+lV=
桝[----¢(Z)-Z¢′(Z)-¢(Z)]
2G l+レ

ここで¢(Z)=ズ′(Z)である｡

境界上で外力が与えられる場合､次式のようになる｡

ぴxCOS(n･X)+TxyCOS

rxyCOS(n･X)十びyCOS

ここで､

COS(n,X)=

COS(n,y)=

よって､

∂F

∂x

∂F

∂y

又､

d y

d s

d x

d s

=-JPyds +Cl

=JPxds 十C2

8F ∂F
∵

+l∵

∂x ∂y

(n･y)=Px

(n･y)=Py

2-3-8

2-3-6

2-3-7

境界上の座標

=¢(Z)+Z¢′(Z)+¢(Z)

であるので､まとめると次式を得る｡
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㌧
～ ∂F ∂F

¢(Z)+Z¢′(Z)+¢(Z)=一肌-･+im叫鵬--一+COnSt.
∂x ∂y

=i/(Px+iPy)ds+COnSt･2-3-10

又▲､Z平面上の物理領域と;平面上の単位円内(又は外)とを次のような等角写像関数で

関係づける｡

Z=α(;) 2-3-11

このとき､物理領域と単位円内(又は外)との間に一対一の対応があるためには､正則

条件より次式が成り立たねばならない｡

dα(こ)
≠0

d∈

次に等角写像関数Z=仙(∈)を用いて応力成分､変位成分を表わす｡

2-3-12

¢(Z)=¢[α(こ)]≡①(∈), ¢(Z)=¢[仏(こ)]≡W(こ)

2-3-13

d¢(Z) d¢ dこ ¢′(こ)
¢′(Z)=

¢′(Z)=

¢′′(Z)=

d z

dこ d z α)′(;)

dV d; W′(;)
~~■~■

一-一一-

･
-

-･･
-▼■･･■･････

._..._
二 =_._

dこ d z α′(こ)

d d¢(Z) d∈ d ¢′(こ) 1

dこ dz d z d∈ 仏′(こ) 仏′(こ)

¢′′(こ)α′(∈)Ⅶ¢′(∈)α′′(こ)
■~~■■-~■

■ ~~~-----一一･---･-･- ･ ･ _.__.__

[α′(;)]3

よって応力成分､変位成分は

げx+ぴy =4Re L¢′(;)/α′(;)]
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¢′(;)

げy-びx-十2irxy=2[α(こ)(
仏′(こ)

1 3-レ

u+ivニー[鵬--¢(〔)-･餌(∈)
2G l十レ

)/α′(∈)+

¢′(こ)

仏′(∈)

W′(こ)

α′(;)

-V(∈)]
2-3-15

となる｡

又､写像平面での直交曲線群(円周方向｢と半径方向βの曲線群)と物理領域での直交

曲線群は､X,y軸と偏角αだけ回転し､線素は!α′(∈)!倍となっている｡

写像関数の表わす曲線座標の応力成分とX.y座標での応力成分､変位成分との関係は次

式となる｡

ぴβ+ぴ｢=ぴx+ぴy

ぴβ-一び｢十2iアドβ=e2iα(ロy-ぴx+2iTxy)

ur+iv8=e仙iα(u+iv)

e一-tα

∈仏′(()

e2iα
l∈仏′(こ)l

また､境界条件式は次式となる｡

α(ロ)

α′(び)

¢(び)+

こ2α)′(こ)

こ‡｣α′(こ) 2-3-16

OI(0)+W(0)=fl+if2+COnSt･…H(0)

2-3-17

ここでびは学位円上のこである｡

上式の両辺に1/[2花i(げ-∈)]を乗じ､学位円上で周回積分すると､

1 ¢(ぴ)

2花i ロー〔

dロイー

1 αI(ぴ)¢′(ぴ)

2花i α′(ぴ)(び-∈)

1 W(び)

27こi ローこ

dぴ=

d o■

1 ト1(ぴ)

2冗i ぴ-こ

-
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dび≡A(;)



1 α)(げ) ¢′(び)

2花i α′(び一)(げ-･こ)

∴ ¢(こ)+ dげ+W(0)=A(;)

2-3-18

この式が¢(∈)を求める式である｡W(こ)は¢(;)が求まれば式2-3-17の共役関係

より､

甜(び)
W(ぴ)=H(げ)-- ¢′(び)-¢(び)

α′(げ〉

上式に1/[2花i(げ-こ)]を乗じ､学位円上で周回積分すると､

1 日(ぴ)

2花i ローこ

1

Ⅶ-叫J
仏(ぴ) ¢′(ぴ)

2-3-19

dロー→①(0)

W(こ)=

2花i α)′(び〉(ローこ)

2-3-20

を得る0これがW(こ)を求める式である8¢(こ)､W(こ)が求まれば応力成分､変

位成分は式2-3-15より得られる0¢(こ)､W(∈)を求める式2-3-18,2-3-20において､

α(ぴ)を含んだ積分項は一般には解析的に解けない｡しかし､α(こ)が有理写像関数

であるときには､解析解を得ることができる[Muskhelishv川(1963)]｡

さらに､本論文では､写像関数を次のような形に作って用いる｡孔のある無限板や､Y

字形帯板について､

m
巨k

Zニ仏(;)=巨∧ ∈+∑

k=1こk-〔

切欠きのある半無限板について､

Z=仙(∈)==

巨o
m

巨k

~~~~~■-1一

十∑

トこ k=1こk-こ

2-3-21

2-3-22

この場合､式2-3-18･2-3-20は各々､次のようになる｡孔のある無限板について､

ー
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m

¢(;)十∑
k=1こk-∈

W(こ)=
-

=A(こ)

1 日(ぴ)

､r

-----‥---

dげ-

27ri ぴ-∈

Y字形帯板について､

¢(;)+CoAo

W(;)=

m

こ寸一∑

CkAk

k=1こk-;

α(1/こ)

α′(こ)

=A(こ)

1 日(ぴ) α(1/こ)
dロー

2花i

m

+∑

k=1

CkAkこk′2

;-こkI

切欠きのある半無限板について､

m

¢(こ)+∑

CkAk

k=1∈k
-こ

W(;)=≠rJ⊥
2花I ぴ-こ

ここで､

Co=

=A(∈)

α一(こ)

1 日(ぴ) 仏(りて)
dロー

α′(こ)

α′(0)

Ck=

2-3-23

¢ノ(;)

こ-こk′

¢一(こ)+CoAo/∈

2-3-24

m

¢'(;)+∑
k=1

α′(こk′)

一 17 -

;-;k

2-3-25

こk
=1/∈k



や0=¢′(0)･Ak=¢′(;k) (k=1,2,…m)

である0定数項は応力計算に関係しないので省略した○以上で有理写像関数の表わす形状

に対して解析解が得られる｡

境界条件として境界上で変位が与えられる場合の条件式は次のように表わされる

[Huskhelishvi】i(1963)]｡

α(ぴ)

仏′(び)

だ¢(ぴ)- ¢′(ぴ)-W(ぴ)=2G(u+iv)

2-3-26

ここでGはセン断弾性係数であり､方はポアソン比で次式のように表わされる｡

尤∵=
｢'3~抽(平面応力状態)

3-∴レ

1+レ
(平面ひずみ状態) 2-3-27

式の形が式2-3-17と同じなので､以下の計算方法は前述と同様にできる｡よって応力成

分､変位成分を求めることができる｡

2--4 薄板の面外曲げ問題の解法

2仙4仙1薄板の微小たわみ

面外変形を受ける板の間題は数多く研究されているが､本論文では一般に薄板と呼ばれ

る､板厚が他の寸法に比して小さく､かつ板の面外たわみ力順厚に比べて小さいという仮

定のもとに解析されるものを扱う0また､本論文では等方性の薄板を扱う｡Timoshenko

anduoinowsky冊ieger(1959)･Savin(1961)等多くの名著がある｡

解析は次のような仮定のもとに行われる｡

･変形前の中央面の法線上の点は､変形後もたわみ曲面の法線上にある｡

-
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･中央面に平行な面上の法線応力(ロz)は無視され､板厚方向の変形も無視される｡

従って板は平面応力状態にある｡

･中央面は､変形棲も面内でひずむことはない｡

2-4-2 たわみの複素関数､有理写像関数を用いた等方性薄板の解法

(外力境界値問題､変位境界値問題)

薄板の面外曲げ問題において､たわみWで表わされたつり合い条件式は､面に垂直な荷

重が0のとき次のようになる｡

∂4w ∂4w ∂2w

十2
-一血

+ -一町･=0 2-4→1

∂x4 8x2∂y2 ∂y4

これはたわみWに関する垂調和微分方程式で､平面弾性問題の場合と同じ形である｡す

なわち､薄板の面外曲げ問題においては与えられた境界条件を満足するたわみ関数W(X,

y)を決定すれば､応力を解析することができる｡

よって式2-4-1の一般解は次のように表わされる

W(X,y)=Re[z¢(Z)+X(Z)] 2-4-2

¢(Z)=dズ(Z)/d zとおくと､曲げモーメントやねじりモーメントは次式のように表

わされる｡

トン

Mx=-D[(1+レ)(¢′(Z)J-¢′(Z))+

1-レ

(Z¢′′(Z)+Z¢′′(Z))

1--(¢-(Z)十一¢′(ヱ))]
2

トン

My=~D[(1十川¢′(封i+¢′(Z)ト㌻(Z¢′′(Z)+Z¢′′(Z))

(¢'(Z)+¢′(Z))]
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Hxy〒-iD----〔z¢〝(Z)+¢′
2

Nx=-2D[¢′′(Z)-+ヰ′′(Z)]

(Z)-∵Z¢′′(Z)咄¢′(Z)]

Ny=--2iD[¢′′(Z)-¢′′(Z)]

また､計算上便利なようにまとめて次式のようにも表わされる｡

Mx+My=叫2D(1+レ) [¢′(Z)+¢′(Z)]

My"Mx+2iHxy= 2D(トン)[z¢〝(Zトト¢′(∠)]

Nx-iNyニー4D¢′′(Z)

変位u(X･y･∂)･V(X･y･∂)は次式のように表わされる｡

u+iv=-∂(

∂w ∈〕w
≠

+ 嘉 一---

∂x ∂y

2-4-3

2-4-4

)=--∂(¢(Z)+Z¢′(Z)+¢(Z))

Z平面上の額域をこ平面上の靴円内(又は外)に等角写像する写像関数を次式とする｡

Z=山(こ)
2-4-6

ここで､解析上この写鯛数は､平醐性問題の場合と解析する形状鯛じであれば､ま

ったく同じ写像関数を用いればよい0これはこの解析方法の利点の1つである｡

複素関数¢(Z)･¢(Z)を次式のようにこで表わす｡

¢(Z)=¢(仏(∈))=¢(こ)

¢(Z)=¢(α(())=V(こ)

又､導関数は次式のように表わされる｡

¢′(Z)=
¢′(こ)

α′(こ)

-
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¢′′(;)∽′(〔)-¢′(〔)仏′′(こ)
¢′′(Z)=

[α′(こ)】3

V′(∈)
¢′(7)ニ

ーーーーーーーー…--･-

α′(こ)

よって曲げモーメント等の応力成分は次式のように表わされる｡

¢′(こ) ¢′(こ)
Mx+My=--2D(1+レ)(T㌻T∴+

′ t′ ヽ

α′(∈) α′(;)

My-Mx+2iHxy= 2D(トン)[α(∈)卜

¢′(こ)
′

Nx-iNy=-4D(

∽′(∈)

)/α′(()

変位u,∨は次式のようになる｡

∂w ∂w

U+iv=-∂(叫+i-)=-∂(¢(∈)+
∂x ∂y

¢′(こ)

α′(∈〉

餌(;)

仏′(;)

2-4-9

)/揖′(こ)

V′(こ)

α′(こ)

2-4-10

¢-(こ)+W(;))

2-4-11

さらに､形状や応力成分を求める位置によっては､写像関数の表わす曲線座標成分の方が

便利な場合が多い｡そのときは次式のように変換すればよい｡

Mr十Mβ=Mx十My

Mo-Mr十2i=r8=(My--Mx+2i=xy)e2iα

Nr--iN8=(Nx-jNy)ela
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e2iα

Iα

こ2α′(;)

こα′(;)

こα′(∈)】
2-4-12

法線nを持つ境界線上の曲げモーメント､ねじりモーメント､セン断加ほ式のように表

Mn=Mxcos2(n･X)+Mycos2(n･y)十2Hxycos(n･X)cos(n･y)

"tn=:ご:;て蕊;;0;｡:n;;竺::…n漂y,]
Nn=Nxcos(n･X)+Nycos(n･y)

2-4-13

境界上で外力カ唱えられる境界条件の場合､境界線上で単位長さ当り曲げモーメントm､

置換セン断力Pが与えられるときの境界条件式は､Sを境界線に沿う長さとして次式のよ

うに表わされる｡

Mn=m(S)

∂Htn

Nn+柵--叫=P(S)
∂s

よって境界条件式は次のようになる｡

3+レ

ー㌧¢(ぴ)+
トレ

fl+if2=

甜(げ)

仏′(げ)

1 s

2-4-14

¢′(ぴ)+W(び)=fl+if2≡M(び)

てJ[m(S)+iJP(S)ds](dx+idy)D‖- レ)0 0

びは学位円周上の点であり､げ=eiβとなる0右辺の荷重項は複素変数げによって表
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わされる｡

式2一小15より複素関数¢(;),V(;)を求めるには､前述と同様両辺に

1/[2花i(ローこ)]を乗じ､単位円周上でコーシー積分を行なうことにより次式の

ようになる｡

3+リ

ーーーー¢(∈)+
1-レ

W(;)=

1 α(ぴ) ¢′(ぴ)

27こi α′(ぴ) び-(

1 M(び)
=

~~~---､r
27こi げ-こ

≡A(こ)

1 M(ぴ)

-､r
-----…､-･-

dロー-

2花i o■-こ

dげ+V(0)

1 仏(ぴ)¢′(び)

2花i α)′(び)(グー∈)

3+レ

+
十¢(0)
1-レ

2-4-16

式の形が平面弾性問題の場合と同じであるので､以下の計算方法は､前述と同様になり､

応力成分､変位成分を求めることができる｡さらに､写像関数が式2-3-21､2-3-22のよう

に表わされている場合には､式2-4-16における積分項が置き換えられ､解析解が得られる｡

曲げ剛性Dは､式2-4-16から求められる複素関数に含まれるDと､式2-4-10の応力成分

の計算式に含まれるDとが打消し合い曲げモーメント等の応力成分の値には無関係である｡

境界上で変位が与えられる場合の境界条件式は次のように表わされる｡

仏(び)
¢(げ)+

∂w ()w

¢′(び)+W(び)=-+i

揖′(G) ∂x ∂y
2-4-17

ここでWはたわみ関数である｡¢(げ),W(げ)を求める方法は前述と同様である｡

2-5 線形破壊力学の概略

2-5-1クラックの応力拡大係数

工学の発展は､他の分野におけると同様に､社会的必要性に起因することが多い｡応力
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集中に関する研究が長い歴史を有するのも､多くの構造物の破壊の原因となるのが応力集

中であることによる｡それ故､応力集中部の解析手法の発達､それに基づく応力解析､得

られた結果の定量化､公式化､さらには応力集中緩和の方法及びその基準化等一連の研究

成果があがっている【,ところで､構造物の破壊機構に目を向けたとき､連続体中に存在す

るクラックの成長によって破壊が起ることが多い｡破壊力学を確定的に定義づけるのは困

難だが､主に､クラックの存在及び発生から成長による破壊現象の力学的分野を扱う学問

と言えよう｡線形破壊力学は､この内の一つの分野であるが､概ねはクラックを有する弾

性体の応力分布や変形を線形弾性論を基に扱う学問である｡逆に言えば､線形弾性論で扱

い得る範歯のクラックを有する弾性体の挙動を扱う学問である｡具体的には､クラック先

端の塑性域の大きさが他の寸法に比べて無視できる範囲､一般に小規模降伏と言われてい

る範囲を扱う｡さて､任意の外力によって生じるクラック先端付近の応力成分げは､

∞ n

ぴ(｢,∂)=∑ A(イ｢//a)f(β)
n=-1

2-5-1

のような級数に展開できる[I｢Win(1957)]｡ここで､｢､βは極座標､aはクラック

長､A,f(β)は形状､荷重等によって決まる係数である｡式 2-5-1において､第1項

には｢-1/2があるので､｢→0のとき｢-1/2→(カの特異性をもっている｡よって｢が十分

小さい範問では､つまりクラック先端付近では､第1項が第2項以降に比べて大きく､応

力分布が第1項のみで近似的に表わされる｡よってクラック先端付近の応力分布および変

位分布は次式のように表わされる(】

Kl
■~~-~~~~~~-~▲~l

COS ▼~

√音符｢ 2

β 3β

く1‥-Sirl‥- Si11‥ ‥1
2 2

K皿 β β 3β
､--‥--‥‥･-=

Sill…‥-†2 こCOS
‥--･-

C()S･--‥-----†
√2冗｢ 2 2 2

KI ∂ β 3β K皿 β β 3β
け山=

---=-､COS‥--†トSill Sin‥‥ 〉一 ‥- †si什-‥ COS…-‥COS-‥-･-･〉
√2花｢ 2 2 2 √鋤｢ 2 2 2

KI β β 3β K旺 β β 3β
rハム=

‥-

COS一一(Si什-----(:OS‥‥‥ト･-‥‥‥COS-･一--･iト Sin-- Si什‥-‥ 〉
｢β
√2花｢ 2 2 2 √宮元戸 2 2 2
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u=

u=

KI √｢

2G √で~元

KI √｢

2G √ぎ面

β

(COS
一仙

2 (ぷ_1+2si｡2_ヱ)}2

KⅡ √｢

2G √2花

(Sin-

[sin…(ぷ+1+2cos2
2

(…1_2｡｡S2ヱ_)}
2

K皿 √｢

2G √で~膏
(COSニート忙‥･1--2sin2

2

β

-----)]
2

2-5-2

ここでKI:モードⅠにおける応力拡大係数､K旺:モード正における応力拡大係数､

G:セン断弾性係数､だは式2-3-26､レ:ポアソン比である｡

このように､応力拡大係数はクラック先端付近の応力分布の特性を表わす｡さらに､ク

ラックの成長について議論する時､クラック進展に伴うエネルギー解放率gは､

K旺=0のとき

1

g==【一州- KI
巨′

2 E′=L巨/(1-レ2)(表面ひずみ状態)

2-5-3

で関係づけられる等､クラックの議論には､必ずと言ってもよいほど応力拡大係数が関連

する｡従って応力拡大係数を求めることは極めて重要である｡又､応力拡大係数は､

[応力]×[√長さ]という次元をもち､相似別についても応力集中とは異なっている｡

げ′=びのとき ぴ′max=げmax

K′
=√nK

ぴ′=び/√=のとき び′max=びmax/√n

K′ =K
2-5-4

同様に､面外曲げ､ねじりの応力拡大係数k8･ksとを用いてクラック先端付近の曲げ

トメントmx･my､ねじりモーメントmxyは次式によって表される｡
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mx+my=

√~2~下

my-mx+2imxy=

(k8COS

T~~kssinT)

1

2(1-トン)√ぎ下

[((7+リ)k8

-iβ/2 -i5β/2
+i(5十3レ)ks)e +(1-レ)(k8-iks)e ]

2-5-5

2-5-2 クラックの応力拡大係数の解法

本節では､応力関数を用いて応力拡大係数を求める方法を示す｡平面弾性問題において､

写像関数α(ぴ)と､複素応力関数¢(ぴ)を用いると､モードⅠ､モードⅠの応力拡大

KI~iK旺=2√諏2㌦1[…)~…1)};∴ご;/…,
=2√花e-け/2¢′(げ1)/√α′′(び1)

2-5-6

から求められる0ここでげ1はクラック先端に対応する単位円周上の座標､γはX軸とク

ラックのなす角である｡

さらに､面外曲げ問題においても同様に､面外曲げ､ねじりの応力拡大係数k8､ksは

kB-iks=-2√2D(1…)-im[{α(ロト仙(ぴ1)}e-け]1/2

げ→び1
×¢′(げ)/α′(ぴ)

-ir/2

=-2D(1+レ)e ¢′(び1)/√α′′(ぴ1) 2-5-7

ここで､Dは曲げ剛性､レはポアソン比､ぴ1はクラック先端に対応する学位円周上の座

標､γはX軸とクラックのなす角である｡

- 26 -



2-6 まとめ

分数式の和の形の有理写像関数と複素応力関数を用いた応力解析の方法を示した｡この

方法の特徴をあげれば､比較的任意の形状の応力解析ができること､有理写像関数の表わ

す形状について厳密解が得られること､クラックの場合の応力解析ができること､クラッ

クの応力拡大係数が求められること､有理写像関数に切欠きの角度やクラック長のパラメ

ーターを含めて表わすと､任意の切欠き角度やクラック長の場合の解析が比較的簡単にで

きること､又､そのパラメーターを変化させることによって､切欠き角度やクラック長の

変化に対し､系統的な解析ができること､一度有理写像関数を作ると､その有理写像関数

の表わす形状について､平面弾性問題にも薄板の面外曲げ問題にも､同じように応用がで

きること､さらに外力境界値問題にも､境界上の変位が与えられた変位境界値問題にも､

同じように応用できること等である｡
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第3章 応.力解析

3-1 まえがき

本章では､第2章で示した解析方法を用いて具体的に応力解析を行う｡解析はこの方法

の汎用性を示すため､切欠き､切欠きから発生したクラック､帯板､孔から発生したクラ

ック等の代表的な形状を対象とする｡工学的に重要な形状として､先ず半無限板の縁にあ

る三角形切欠きについて切欠き角度を変えた場合と切欠き先端からクラックが発生した場

合､次に隅角部に丸みのあるY字形帯板について丸みの曲率半径を変えた場合､さらに無

限板中にある矩形孔から対称に発生したクラックについて孔の角度を変えた場合の各々に

ついて平面弾性問題及び薄板の面外曲げ問題として応力解析する｡

切欠きの解析は､Isibasi(1940)による円弧切欠きのある半無限板の解析､同じく

HeineI(1941)､鵜戸口(1950)による解析､しing(1947)による両側半円切欠きのある

帯板の解析､Higuchiand Suzuki(1949)による半楕円切欠きの解析､鈴木(1949)によ

るすみを丸めた長方形切欠きの解析､清家(1959)､Seika(1960)によるすみを丸めた

三角形及び長方形切欠き､U字形切欠きの解析等がある｡

帯板の解析は西田(1981)の両側フィレツトをもつ帯板の応力集中を実験より求めた解

析､Ling(1968)､西谷(1975)､長谷川､常世田(1985)による半円弧切欠きをもつ帯

板の解析､野田ら(1985,1986,1988)､西谷ら(1985)による600V形切欠きをもつ帯板

の解析等がある｡又､長方形出張りをもつ帯板を解析した野村(1959,1961a)や､野村

(1961b)､長谷部(1971a)による十字形板の解析､十字形継手の応力集中を実験より

求めた熊谷､島田(1968)の解析等も見られる｡しかし､比較的複雑な形状の帯板を解い

たものは多くない｡

孔を有する無限板の解析は､kirch(1898)による一円孔を有する無限板の解析に始ま

り､Goodier and Lee(1941)による一円孔を有する無限板の面外曲げ問題の解析､

IngIis(1913)による楕円孔の解析､Jeffery(1921)､Yokota(1932)による2円孔の

解析､そしてSavin(1961)による種々の形状の孔を有する無限板の解析等がある｡又､

切欠きから発生したクラックや無限板中の孔より発生したクラックの解析も4-1節に示

すようにある程度なされている｡

3-2 三角形切欠きのある半無限板及びその切欠きから発生した

クラックの平面弾性問題

縁に三角形切欠きのある半無限板が､X軸方向無限遠で一様弓偏りを受ける場合の応力
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解析をする0解析は三角形切欠きの角度20｡･40｡･600,800,900,100｡1200,

1400･1600の各場合について行なう0さらに､その三角形切欠きからクラックが発生

した場合についても､同じ荷重条件､同じ切欠き角度で､､任意のクラック長について解析

する｡尚､三角形切欠きから発生したクラックは､y軸に沿う直線状のクラックとする｡

まず､三角形切欠きから発生したクラックの写像関数を作る｡図3-2-1に半無限板の縁

の三角形切欠きから発生したクラックの形状と､学位円を示す｡

切欠きの各点A･B･…･Gが学位円上の点a･b,･･･,gに対応する｡そして､この

半無限領域を､学位円内部に等角写像する写像関数は､Schwarz-Chrjstoffe[の公式より

次式のように表される｡

Z=仙(こ)=-iKJ
1-トこ

(ト∈)2(1･ど)∂(e用-∈)0･5-∂(e--α-;)0-5-

ここで､∂:三角形切欠きの角度に関するパラメーター､但し､図3-2-1に示すように切

欠き角度は(1-2∂)打となる0又､α:クラック長に関するパラメーター､このαを

変化させることによってクラック部分と､三角形切欠き部分との相対的な大きさが変わる｡

そして､三角形切欠きの大きさを基準として任意のクラック長が得られる｡積分の前の

-=右半無限板が第3､4象限を占めるように図形を回転させるものである｡これは直

観的な見やすさを考慮したためであって､応力解析上の必要性とは無関係である｡定数K

は図形全体のスケールに関する定数なので､本節では､三角形切欠きの深さを単位1.0に

なるように決める0つまり囲3-2-1の点C･Eの座標が(0･-1)になるように決める｡

これにはまず､K==として写像関数を作り､その写像関数によって写像された点C,

Eの座標値の逆数を定数とすることによって得られる0又､三角形切欠きであることから､

図3-2-1三角形切欠き先端から発生したクラックと単位円

ー

29 -



0≦∂≦0･5の範囲となる｡∂=0のときは半無限板に､∂=0.5のときは半無限板の縁

クラックに相当する0そして､クラック長=0､つまりα=1のときは､クラックのない

三角形切欠きになる｡

次に式3-2-1を分数式の和の形の関数で近似する｡近似の精度を上げるため式3-2-1を

収束の速い項と遅い項に分離した形で表す｡

1dz l-トこ

-ikd∈(1-こ)2(1十こ2)∂(e用-こ)0･5-∂(e一α-こ)臥5-∂

A B C D E

(1-∈)2(1十i∈)∂(1-i∈)∂(e用-こ)8･5-∂(e一-α-こ)0･5-∂

1+こ A

(1-∈)2(1十∈2)∂(e用-こ)0･5-∂(e-iα-;)0･5-∂(1-∈)2

B C

(1+iこ)∂(1-iこ)

D E

∂(e用-こ)0･5-∂(e--iα-;)0･5-∂

3-2-2

ここにA･B･C,D,Eは定数であり､次のようにして決める｡簡便のため上式の()

内をYとおく｡

(1-こ)2(1-i∈)∂(トi∈)∂(e用-;)0･5-∂(e-iα-∈)0･5-∂(Y)

=1+こ-A(1りこ)∂(1-iこ)∂(e暮α--こ)0･5-∂(e-iα-∈)0･5-∂

-B(1-∈)2(1-iこ)∂(eIα-;)0･5-∂(e-iα-こ)0.5-∂

-C(1-こ)2(1+iこ)∂(e用-こ)0■5-∂(e-iα-こ)0･5-∂

-D(ト;)2(1十iこ)∂(1-iこ)∂(e-iα-こ)0ふ∂

一巨(1叩こ)2(1りこ)∂(1-iこ)∂(e暮α-;)0･5-∂

上式において
3-2-3

∈=1より A=21-∂(e用-1)∂-0･5(e-iα-1)∂-0･5

こ己iより B=(トi)-22一∂(e-α一1)∂-=(e--α-1)∂-0･5(1+i)

;…-はり C=(=)-22-∂(e-α+i)∂-0･5(e-は+i)∂-0･5(=)

こ岩e暮αより

D=(1-iα)-2(1+e2iα)-∂(e-iα-eα)∂-0･5(1+eiα)
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こ=?~ニ≡ミニe-･α,-2(..e-2iα,-∂(elα_e-iα,∂-｡.5(..e-iα,
3-2-4

これらの値を用いて式3-2-1を書きなおすと次のようになる｡

A Bi

Z=α(;)=-iK[一旧一-
1-∈ 1叫∂

ロ

ー=--･(e
O.5十∂

ー十J(

iα-こ〉 0･5十∂

ト∂
Ci

(1+i〔)■)+-･-叫--(1-i∈)
1-∂

-iα y､0.5+
∂

--(e t"-一こ)
0.5十∂

(eIα-〔)(e-iα-仙∈)(1→;〉 A

(ト;2)(1十;2)∂ (トこ〉2

D 巨
一一【■→-･--･--Ⅶ-一一一一一-■-■･椚---■一-一一--一

一-----一岬-----｢-----u-■･-岬-■-■-ヽ叩･肌"

(elα-;)0ふ∂(e-iα--こ)0･5-∂

)d∈]

ト∂

(1+i;)∂(1-iこ)

3-2-5

さらに収束の速い関数と遅い関数について各々分数式の何の形の式で近似すると次のよう

になる｡

Bi

Z=仙(∈)=-iK[･柵-
1-こ 1-∂

ー

+

■
l
-
-

′
■
l
t
ヽ

1
2
∑
･
f

-Al｣

iα1jこ

ci12 ･.-Alj De!a(0･5十∂)

+ ∑ (

ト∂｣=1トiα1｣こ

Ee-iα(0･5十∂)12

)--

~~~∑ (

0.5十∂

A2｣

)十∑ (

-A2｣

0･5+∂ ｣=11-e-iαα2｣∈｣=‥-β｣こ

この式をまとめて次のように表わす｡
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48+n
Ek

Zニ揖(こ)= + ∑

… こk-こ
+COnSt.

3-2-7

上式は三角形切欠きの角度と､クラック長のパラメーターを含んでいるので､これらのパ

ラメーターを変えるだけで任意の角度の三角形切欠きやクラック長について応力解析がで

きる｡

このように､パラメトリックに切欠きの角度やクラック長を変えて解析しようとする場

合､この解析方法は非常に有効である｡

次に荷重条件を表わす｡

大きさPのX軸方向無限遠での一様弓偏りを表わす複素応力関数¢0(こ)､¢0(∈)

は次式で表わされる｡

¢0(;)=Pα(∈)/4† ¢0(;)=-Pα(;)/2 3-2-8

次に複素応力関数¢0(;)､¢0(;)が表わす境界上での外力を打ち消す別の複素応

力関数¢1(〔)､¢1(こ)を考えれば､求める複素応力関数は次式のようになる0

¢(こ)=¢0(;)十¢1(;)

¢(;)=¢0(;)+¢1(;) 3-2-9

そして､この時満足すべき境界条件は境界上に外力が作用していないから式2-3-17より次

式が成り立つ｡

α(び)
¢(ぴ)+- ¢′(げ)+¢(げ)=0

α`(び)

従って式3-2-9を代入して変形すると､次式を得る｡

甜(び)
¢1(び)+

α′(ぴ)

P P

3-2-10

¢′1(ぴ)+¢1(げ)=--α(げ)+一山(び)
2 2

3-2-11

上式に1/2[花i(ローこ)]を乗じてコーシー積分をすると式2-3-18が得られ

¢1(げ)が求められる｡但し､このとき式2-3-18の右辺A(∈)は次のようになる○
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1 1
-P

2花i(ぴ-;) 2

A(∈)= (仏(び)-α(ぴ))dぴ

単位円周上の0∵=1で1位の極を有するので､A(こ)は次のようになる｡

P

A(;)= Ⅶ(α(こ)一十
2

Eo叩巨0

2(1-∈)

3-2-12

3-2-13

Eoは式3-2-7の1/(1-∈)の係数である0¢1(こ)も同様にして式2-3-20より求

められる｡

このとき式2-3-20の右辺第1項は--A(こ)に等しい｡つまり次式である｡

1 日(げ)

2冗i ローこ

P

dび=-(α(こ)+
2

!二0‥Fo

2(1-こ)
3-2-14

よって求める¢(こ)､¢(こ)が得られる｡応力のみを求めるならば応力の計算には式

2-3-15より¢(こ)､¢(こ〉の導関数が用いられるので定数項は関係しない｡

以上で応力解析ができる｡図3-2-2,3-2-3に三角形切欠きの角度900で､切欠きのみの

場合とクラックがある場合の応力分布を示す｡

図3-2-2より切欠き先端には大きな応力集中が見られる｡さらにX/a=1､y/a=

0の凸部の応力は非常に小さい｡外力境界の場合､領域側角度が180◇より小さい場合に

は頂点で応力=0で､その付近の応力は小さい｡

囲3-2-2 三角形切欠きの応力分布 図3-2-3 三角形切欠き先端から発生

したクラックの応力分布
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図3-2-3よりクラック先端は大きな応力集中が見られる｡又､クラック縁の接線方向応

力成分は､わずかではあるが圧縮応力となっている｡

3-3 三角形切欠きのある半無限板及びその切欠きから発生した

クラックの面外曲げ問題

縁に三角形切欠き及びその先端にクラックのある半無限薄板が､X軸方向無限遠で一様

面外曲げを受ける場合の応力解析をする｡解析は三角形切欠きの角度∂冗=200､400

600､800
､9001000､1200､1400の各場合について行なう｡写像関数は平面弾

性問題とまったく同じ関数を用いて､応力解析ができる｡これもこの解析方法の有効性の

一つである｡よって本節でも式3-2-7を用いる｡

次に荷重条件を表わす｡X軸方向無限遠での一様面外曲げを考える｡大きさMのX軸方

向無限遠での一様面外曲げを表わす複素応力関数 ¢0(こ)､¢0(;)は次式で表わ

される｡

¢0(;)=-Mα(∈)/(4D(1…)]

¢0(∈)=-Mα(こ)/〔2D(1}レ)] 3-3-1

次に複素応力関数¢0(こ)､¢0(〔)が表わす境界上での外力を打ち消●す別の複素応

力関数¢1(〔)､¢1(こ)を考えれば､求める複素応力関数は次式のようになる｡

¢(;)=¢0(∈)+¢1(∈),¢(こ)=¢0(〔)+¢1(こ)

3-3-2

そして､この時満足すべき境界条件は境界上に外力が作用していないから式2ヰ15より次

式が成り立つ｡

(3十レ) α(げ)
¢(げ)一十 ¢′(ロ)+¢(ぴ〉=0

(レー1) ∽′(げ)

従って式3-3-2を代入して変形すると次のようになる｡

(3+レ) 甜(ぴ)
¢1(び)+

(レー1)l α)′(ぴ)

¢1(ロ)一寸ー¢1(ぴ)
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M

2D(1-レ)
[山(げ)-α(ぴ)] 3-3-4

上式に1/[2花i(ロー;)]を乗じてコーシー積分をすると式2-4-16が得られ

¢1(∈)が求められる0但しこのとき式2-4-16の右辺A(∈)は次のようになる0

A(こ)･=
-M

巨0-巨0

~~~--‥-=-----[仙(こ)+
---一-----一一---

2D(1-レ) 2(1-∈)
3-3-5

Eoは式3-2-7の1/(1-()の係数である8¢1(∈)も同様にして式2ヰー6より求

められる0このとき式2ヰ16の右辺第1項は-A(;)に等しい｡つまり次式である｡

1 日(び) M
巨0-巨0

血~~仙~一■一√■■`~ノー叫dび=仙叫Ⅶ--Ⅶ･(α(∈)+
2花i ローこ 2D(1-レ) 2(1Ⅶ∈)

3-3-6

よって求める¢(こ)､¢(;)が得られる｡応力のみを求めるならば､応力の計算には

式2ヰ10から¢(;〉､¢(∈)の導関数力咽いられるので定数項は関係しない｡

以上で応力解析ができる0図3-3-2､3-3-3に三角形切欠き角度90｡､ポアソン比0.0,

0･5で切欠きのみの場合とクラックがある場合の応力分布を示す｡図3-3-2より切欠き先

端には大きな応力集中が見られる｡さらに応力集中はポアソン比が大きい方が大きい｡さ

図3-3-2 三角形切欠きの応力分布 図3-3-3 三角形切欠き先端から発生

したクラックの応力分布

-
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らにX/a=1､y/a=0の凸部の応力は非常に小さい｡外力境界の場合面外曲げにお

いても一般に､穎域側角度が1800より小さい場合には頂点で応力=0で､その付近の応

力は小さい｡図3-3-3よりクラック先端は大きな応力集中が見られる｡又､クラック縁の

接線方向応力成分は､正の曲げモーメントと成っている｡

3-4 Y字形帯板の平面弾性問題

隅角部に丸みのあるY字形帯板を平面弾性問題として応力を解析する｡そして､隅角部

の応力集中係数と丸みの曲率半径の関係を求める｡すでに応力集中係数を表わす一般的な

公式は長谷部(1971)によって示されており､Y字形帯板の隅角部に対してもその応力集中

係数が一般公式によって表わされることを示す｡荷重条件は面内引張りと面内曲げを扱う｡

図3-4-1に隅角部に丸みのある等しい幅のY字形状と学位円を示す｡

この領域を単位円内部に等角写像する写像関数をSchwarz-Christoffe)の変換公式を用い

て表わす｡隅角部の丸みの付け方については､第2章で述べたように､十字形板の解析に

野村(1961)が用いた方法による｡学位円と領域との対応は図3-4-1に示すとおりであり､

B点はb点(7t/3-α)､B(点はb,点(7E/3+α)に対応し､他の点も同様であ

る｡ここでαは隅角部の丸みに関するパラメーターである｡

直線部分においては

3-4-1

dこ 1-こ α-こ α2一∈

図3-4-1 隅角都に丸みのあるY字形状と単位円
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ここで､α=eXP(2花i/3)､α2ニ仙

曲線部分においては

d d z 2/3 dス

ー(】og-〉 =J
d∈

0

+J
l/3

dこ 1exp(i(kl)+Cl)卜;

dス

exp(i(k3ス+C3)ト∈

4/3 dス

+J
5/3 eXP(i(k2ス+C2)トこ

3-4-2

で表わされる曲線を考えるc係数kl､k2､k3､Cl､C2､C3は曲線部と直線部

の接続から求められる｡

すなわち､

exp[i((7E/3)dα)｣=eXP(i(klXl+Cl)l､

exp[i((7T/3)+α)]=eXP(i(klX2/3+Cl)) 3-4-3

よりkl=p6α､Cl=(7t/3)+5αとなるo k2､C2､k3､C3も同様に決

められる｡式3-4-1､3-4-2より隅角部に丸みのある､帯の幅の等しいY字形領域を学位

円内に写像する等角写像関数は

f(こ)

Z･ごK､ノー--‥…‥-‥･d∈

1-･∈3

となる｡ここで､f(こ)=eXP[∑
m=1

3-4-4

卜1)m+1sin(3mα)こ3m/((3m)2α)]

である｡ ノ

係数Kは帯の幅がWとなるように決められる｡式3-4-4はα→0のとき､隅角部に丸みの

ないY字形領域を単位円内部に写像する関数となる｡式3一小4はこ=1､±2花i/3で

Y字形の帯が無限に延びる対数的特異点を有するため､式をべき級数に展開したとき､そ

の級数の収束は極めて遅い｡したがって第2章で述べたようにこの項を分離して収束の遅

い項とそれに比して収束の速い項とにわけると式3-4-4は､

f(1) f(こ)-f(1)

Z=KJ[ ]d∈

1叫∈3 1-∈3

となる｡さらに式3一小5より1/(1-∈)の項を分離すると､
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f(1)

z=K-一--･-一一J■
3

d∈ f(1)(こ+2) f(;)-f(1)
----‥

←K､r｢-一一､一--------------1"-‥--------------…･--
1-;

3(;3+∈+1) トこ3

]d;

3-4-6

となる｡式3-4-6の第1項を積分すると-Kf(1)廟(1一一こ)/3になる｡ここでこ→1を

考えると､-109(1-こ)はZ平面上で±冗i/2を漸近線とするX軸の正の方向に延び

る帯状領域を表わす｡したがって､帯の幅をWにするにはKf(1)花/3=Wとなるよう

に決めればよい｡すなわち､K=3W/[7rf(1)]である｡これより式3-4-6の係数K

は決まる｡α→0とすると帯の幅Wで隅角部に丸みのないY字形領域の場合の係数K=

3W/(V27りを得る｡

次に式3-4-5に対する分数式の和の形の有理写像関数を作る｡これは式3-4-5で表される

収束の遅い項と速い項の各々に対して作られる｡式3｣ト5の各項をべき級数に展開して､

積分すると

Z=K[f(1)∑
n=0 a｡∈3n十1+芸b｡∈3n+1]

3-4-7

n=0

の形で表わされる｡ここでan=1/(3n川､また､式3-4-5の第2項のべき級数の係数

をbnと表わしてある｡式3-4-7の第1項の級数に対する分数式として次式を考える0

l

12∑

k

Lk;
∞ 12

ーーーー= ∑ ∑ Lし ス
惑 り｣迅
nこ3n+1 3-4-8

トスkこ3
n=1k=1

ここでは分数式の項数を12に採っている0各々12個の未定定数Lk､スkは式3-4-7

の最初の級数と式3-4-8とが近似的に等しくなるように決められる｡すなわち次式を解い

て決められる｡

是.Lk^kn=an
3-4-9

詳細は2-3節に示してある｡

式3-4-5の最初の級数の収束は極めて遅く､またその係数の減少は単調である｡よって､

式3-4-5におけるanとして次の24偶の係数を選んで用いる0

ー
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al･a2･a3･a4･aM･a2H･a3M･a4日･aM3･a2M3･a3日3･a4H3･

aH4,a2M4･a3日4･a4M4･aM5･a2H5･a3日5･a4日5･

ここではM=7を用いる0上述のanは数値計算が便利なように選ばれ､数値計算は繰返

し計算によって行われる[長谷部(1971a)]0但し､スkは‡スkl<1が満足されね

ばならないo a珊5=a4×75はこの188913乗の係数に当り､さらに高次の項も含まれ

るので式3-4-8は式3一小7の最初の級数に対する極めてよい近似式である｡

式3一小7の第2項の級数に対してはm個の分数式

考える｡

Mk､〟kは式3-4一旺類似な式

岩1[Mkこ/(ト〟kこ3)]を

Mk〟kn=bnを解いて求められる0

式3ヰ7の2番目の級数は､収束は速いけれどもbnの減少は単調ではない0それ故2m

偶の未定定数Mk､LLkを決めるのに必要なbnとしてblからb2mまでの2m個の係数

を用いる0この場合､Mk､〃kは解析的に求められる[長谷部(1971a)]0但し､

t〃k t<1が満足されねばならない【jここでは分数式の個数mをm=16､18､2陀3と

おりの分数式を作って用いる｡

以上より式3-4イに対する有理写像関数は､この一次の係数を補正して次式のように得ら

れる｡

Z==(〟(;)=K[f(1)(∑

m

-ト(1-∑
k=1

Lkこ

トスk∈3

12

+(1-∑
k=1

m
Mkこ

Lk)こ)+∑
l

k=1トー〃kこ3

3m+36
Ek

Mk)∈]=巨0;+∑
k=1 ;k-こ

3ヰ10

式3ヰ10は有理関数のためこの式で写像される帯の長さは有限であり､その長さは幅の約

4･6倍である｡又､式3-4-10の写像関数の表す隅角部の曲線は､対称軸上で最小曲率半径

となる曲線で正確な単一円弧曲線にはなっていない｡これは曲線部分における曲率半径の

値が一定でないことから判断される｡しかし､ある程度曲率半径が小さい場合は相対的に

単一円弧と見なせる｡又､Y字形の角度の2等分線､つまり対称軸の付近では､単一円弧

と見なせる｡

解法の詳細は第2章に述べてあるので､ここでは結果のみを示す｡学位円内で正則な2つ
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の凌素応力関数を¢(()､¢(こ)とすると､第2章より応力関数は次のように与えら

れる｡

¢(;)+Co Bo;+∑
k=1

¢(;)=

CkBk
l

;k-∈ 2冗i

1 M(ぴ) α(1/∈)
ノー-----･dロー

M(び)

ローこ

-¢′(こ)+
2花i α-; 仏′(こ)

帥36
CkBkこk･2

+∑

dぴ=A(〔)

3-4-11

k=1 ∈k--〔

ここでCo=E¢/α′(0)､Ck=Ek/揖′(;k′)､;k′=1/∈kである0

次に荷重条件として以下の2つの場合を考える｡

① 3方向の帯の先端に集中荷重Pが作用する場合

第1式の荷重項をC(;)､第2式の荷重項をD(こ)とすると次式のようになる｡

C(∈)=--(10g(ト∈)+α10g(α-;)+α2109(α2-;))
2花

D(;)=----(10g(トこ)+仏10g(α-∈)+㌫210g(α2-;))

因3ヰ2に対称軸上の応加x､げy､境界縁の応力びβを示す0

3-4-12

② 2方向の帯の先端に大きさMの偶力が作用する場合

第1式の荷重項をC(;)､第2式の荷重項をD(;)とすると次式のようになる｡

C(こ)=-

D(こ)=

ト山一09(仏e-i∂-;)+甜109(αei∂-こ)

+α2tog(仏2e-i∂-こ)-α2暮Og(仏2ei∂-;))

4花R
ト仏暮09(仏e-i∂-;)+仏tOg(αei∂-;)

+α2暮og(α2e-i∂-一こ)-α2tog(α2ei∂-;))
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ここで2R:帯先端の偶力の腕の長さ､2∂:帯先端の偶力の作用位置に対応する学位円

周上の角度である0本論文では∂=0･1×灯8radとして計算した｡図3-4-3には､対称

軸上の応力びx､ぴy､境界線の応力びβを示す0隅角部から十分に離れたところの境界

線の応力08=6･OMは､はり理論から求まる0=My/I=6･OM(I:断面2次モー

メント､y=中立軸からの距離､今の場合y=町2)に等しい｡

次に応力集中値と､丸みの曲率半径の関係について示す｡隅角那の丸みに関するパラメー

ターを変えることによって､丸みの大きさが変わる｡そして､その場合に対する応力集中

値を解析する｡7-2節に述べるが､応力集中係数は丸みの曲率半径βを用いて次式のよ

うに表わされる｡

ロy

-1JO

y/W
o/P p/w=0.
1.0

1･0 -~~→

ロmax/p=

2.0

1.

X/w

P
X＼

0 ロ

-1.0

y/w

1.0

貯 2.0
ち

Ⅹ/w

ロ8 ｣.

図3-4-2 3方向の先端に集中荷重を受

ける場合の応力分布

国3-4-3 2方向の先端に偶力を受

ける場合の応力分布

-
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=∑｢-｣βmj
びmax

j=1

3-4-14

ここで､hj(｣=1,2,3,･･･)は荷重条件､形状によって決まる係数であり､mj(｣=

1,2,3,‥･)は､6---2節に述べる式6-2-10､6-2-11等の方程式の根であるo Y字形帯板の

角点の応力集中もこの一般表示式で､精度よく表わされることを示す｡

荷重条件①､②の場合はともに隅角瓢角度2等分線に対称な応力状態であり､Y字形帯板

の隅角部角度2αは2400 となる｡ここでは-､式3-4-14のうち､第3項までを用いた式を

考えるロmlは実数であるが､m2､m3は各々共役な複素数なので､次のような式にな

びmax=gl(β/Wこ:ニ≡もノご了:)s?｡;ご.:J-ご∑ノご了て)}
ここでm2=u+ivであるoml､m2は表6-2-1の2α=240O の値であるoそして､

解析した応力集中値と対応する曲率半径を式3-4-15に代入し､係数gl､g2､g3を最

小二乗法で決めると表3-4-1に示すような値となる｡表3-小2に解析値と式3ヰ15によっ

て得られた値を示し､さらに誤差も示す｡表3一小2より最大誤差2%程度で精度よく表わ

されているのが分かる｡

3-5 Y字形帯板の面外曲げ問題

この場合も等角写像は前節とまったく同じものである｡解法の詳細は第2章に述べてあ

るので､ここでは結果のみを示す｡単位円内で正則なたわみを表す2つの複素応力関数を

¢(;)､¢(こ)とすると､次のように表わされる｡

3m+36CkAk l H(ぴ)

¢(;)+CoAoこ+∑
k=1

=

-J
∈k-∈ 2か げ-こ
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表3-4-1 式3-4-15の係数

ml
m2=u+土Ⅴ

u V

-0.3843 0.8336 0.2523

91 92 93

でens土on 1.1058
-0.1734 -0.9442

Bend土n9

土nplane
6.1878

-1.6748 -6.6279

表3-4-2 式3-4-15の応力集中値と誤差

P/w SCF
Eq.

3-4-15

Error

亀

Tension

0.132×10-3 34.418 34.189
-0.67

0.321×10-3 24.022 24.325 1.26

0.335×10-2 9.760 9.882 1.25

0.133×10-1 5.967 5.841 -2.11
0.882×10-1 2.889 2.865

-0.84
0.152 2.320 2.338 0.77

0.600 1.282 1.313 2.41

0.868 1.065 1.043 2.02

放≧nd土n9

0.132×10-3 32.101 31.886
-0.67

0.321×10-3 22.405 22.687 1.26

0.335×10-2 9.101 9.218 1.29

0.133×10-1 5.562 5.452
-1.99

土nPlane 0.882×10-1 2.692 2.676
-0.60

0.152 2.162 2.180 0.83

0.600 1.151 1.167 1.40

0.868 0.888 0.876 -1.36

1 日(げ) α(1/こ)
¢(;)=

､J､一------dび=
¢′(∈)

CoAo
3m+36CkAkこk′2 レ+3

+
】剛

+∑

こ k=1 〔-こk'
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ここでCo=Eo/α′(0)､Ck=巨k/仏′(∈k′)､こk′=1/;kである0

次に荷重条件として以下の2つの場合を考える｡

③ 3方向の帯の先端に集中曲げモーメントMが作用する場合

第1式の荷重項をA(()､第2式の荷重項をB(こ)とすると次のようになる｡

-M

2冗D(1-レ)
A(こ)= (l明((1-;)+α10g(α--∈)

+㌫2Iog(α2-∈))

B(こ)=-M(暮09(トこ)+α10g(山一∈)十諒2廟(α2-こ))
/(2花D(1-レ))

図3-5-1に対称軸上の応力Mx､My､境界線に沿う応力Mβを示す0

④ 3方向の帯の先端に集中ねじりモーメントHが作用する場合

第1式の荷重項をA(;)､第2式の荷重項をB(;)とすると次のようになる｡

A(;)=H(10g(1-こ)十α10g(α-こ)十仏2109(α2-こ))

/(冗iD(1-レ))

B(こ)=H(10g(1-;)十α10g(α-;)+㌫210g(α2-∈))
/(花iD(1岬･レ))

図3-5-2に対称軸上の応力Hxy､境界線に沿う応力Hrβ､Mβを示す0境界条件に関す

るキルヒホップの仮定のため､境界線のねじりモーメントは0にはなっていない｡

薄板の面外曲げ問題においても､応力集中係数は丸みの曲率半径βを用いて､次式のよう

に表わされる｡

Mmax=圭1h｣βmj
3-5-4

荷重条件③の場合は､隅角部角度2等分線に対称な応力状態であり､荷重条件④の場合は､

逆対称な応力状態である｡同じように第3項までを用いた次式を考える｡
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Hy

-1:0

肋mentル =霊:…
1J)

1･0 ■~~~~→

p/w=0.3055

2.｡

x/w叫岨㌦孟

y

ふ

I =1

(V=(

~~朗

x/亡

l

ヾ出

X/w

1.0

/w

1β

M

緬 2JO

/川｡
1.0

図3-5-1 3方向の先端に面外曲げを

受ける場合の応力分布

-1ご0

y/w

Homent/H 一

握

1.0
一週｣

----一

瞬

2.O P/w=0･

吏ノw

-Hmax/H

＼

｣.0

1

Hxy
=1.589

(V=0.0)

=1.540

(V=0

ふ

y/w

1.0

M8

バ
′
′
′ 2‥0

/H

X/W/Hr8
1.

図3-5-2 3方向の先端にねじりを受

ける場合の応力分布

Mmax=fl(P/W)ml+f2(P/W)m2+f3(P/W)m3 3-5-5

ml､m2軋表6-2-3の2α=2400 の値である0そして､解析した応力集中値と対応

する曲率半径を式3-5-5に代入し､係数fl､f2､f3を最小二乗法で定めると表3-5

-1に示すような値となる｡表3-5-2に解析値と､式3-5-5によって得られた値を示し､さ

らに誤差も示す｡表3-5-2より最大誤差2～3%程度で精度よく表わされているのが分か

る｡

表3-5-1 式3-5-5の係数

V ml m2 m3 fl f2 f3

叫 0.0
-0.1939 0.4006 1.4362 1.0713 0.1815

-0.2723
OutOf 0.25 -0.2123 0.4308 1.3677 1.0816 0.1926 -0.2971
plane 0.5

-0.2271 0.4567 1.3195 1.0891 0.2044
-0.t3195

加is叫

V ml m2 m3 fl f2 f3

0.0
-0.2987 0.6159 1.0950 1.1122 0.4285

-0.5920
0.25
-0.2843 0.5765 1.1443 1.1095 0.3494

-0.5057
0.5 -0.2715 0.5459 1.1847 1.1064 0.3033 -0.4528
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表3-5-2 式3-5-5の応力集中値と誤差

P/w
SCF

Eq.

3-5-5

Error

亀

V=0.0 V=0.25 V=0.5 V=0.25 V=0.25

馳n血ng

OutOf

plane

0.132×10-3 6.089 7.250 8.338 7.202 -0.66

0.321×10-3 5.057 5.911 6.705 5.970 0.99

0.335×10-2 3.234 3.618 3.961 3.641 0.64

0.133×10-1 2.537 2.771 2.974 2.736 -1.24

0.882×10-1 1.781 1.874 1.952 1.868 -0.32

0.152 1.605 1.669 1.723 1.676 0.41

0.600 1.194 1.205 1.213 1.212 0.64

0.868 1.054 1.056 1.057 1.051 -0.47

Twistlng

0.125×10-3 16.404 14.378 12.788 14.283 -0.66

0.318×10-3 12.177 10.820 9.741 10.953 1.23

0.335×10-2 6.052 5.566 5.166 5.617 0.91

0.141×10-1 4.123 3.865 3.648 3.753 -2.90

0.882×10-1 2.357 2.272 2.198 2.268 -0.18

0.152 1.990 1.935 1.887 1.954 1.01

0.600 1.249 1.242 ●1.236 1.261 1.55

0.868 1.062 1.061 1.060 1.047 -1.33

3-6 矩形孔から対称に発生したクラックのある無限板の平面弾性問題

無限板中の矩形孔から対称に発生したクラックについて､矩形孔の角度､クラック昆を

変化させて各々の応力分布や応力拡大係数を解析する0荷重条件として､X軸方向無限遠

での一様弓儒荷重を考える｡矩形孔の角度200,400･600･800･900･1000･

120｡,140｡,160｡について､クラックの長さを各々変化させて解析する0矩形孔か

ら発生したクラックはy軸に沿う直線状のクラックとする8図3-6-1に考える領域と単位

円との対応を示す｡

パラメーター∂を変えることにより矩形孔の角度が､βを変えることによりクラックの長

さが変る｡この領域を学位円外部に写像する式を､第2章で述べたSchwarz-Christoffel

の変換式より求める｡図3-6-1の対応より次式が得られる｡

(∈-1)∂(∈+1)

Z=仏(;)=KJ

(こ-eβi)∂/2(∈十e-βi)∂/2(∈一卜eβi)∂/2

(;-i)(∈+i)

(∈-e-βi)∂/2;2
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因3-6-1 矩形孔から対称に発生したクラックと単位円

β=花/2の場合はクラックのない矩形孔を表わす｡又､Kは形状の拡大､縮小に関するパ

ラメーターであり､ここでは矩形孔の大きさ､つまり図3-6-1の点BとHの距離が2.0に

なるように決める｡これは最初にK=1.0として写像関数を作り､それによって写像され

た点B又はHの値の逆数を定数とすることによって得られる｡

第2章に述べた方法により式3-6-1を分数式の和の形の関数で近似する｡近似の精度を

上げるため､式3-6-1を収束の速い項と遅い項に分離した形で表わす｡

Z/K=

(1--∂/2)e

(1--∂/2)eβi

-C

(1-

eβi
~~…‥~ ‥･‥--

‥-‥(1-l--=

(トー∂/2)eβi
こ

寸一
--

D e

--‥･-

‥--･-･-----(1=

(1-∂/2)e

十､J､卜…-----･‥---･い--

-βi

伸一)

(1- ∂/2)

(1-∂/2)

(1-∂/2)

(1-∂/2)

ーβi こ

(1一一1/こ)∂(1十1/こ)

(1+e-βi/こ)∂/2(1-eβi/こ)∂/2(1十eβi/こ)
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(こ-i)(こ十i) ーA

(トe-βi/こ)∂/2〔2 ;2(1+e一針/こ)∂/2

B -C

∈2(トeβi/;)∂/2 ;2(1+e鋸/;)∂/2

D

;2(1-e-βi/〔)∂/2

)dこ

ここにA,B,C,Dは定数で､次のようになる｡

(1-e2βi)∂(1+e-2βi) (トe-2βi)∂(1+e2βi)
Aニ

ー… B=

2∂/2(1-e4βi)∂/2､ 2∂/2(1-e4βi)∂/2

(1-e-2βi)∂(1+e2βi) (1-e2βi)∂(1+e-2βi)
D=

2∂/2(1-e-4βi)∂/2､ 2∂/2(1-e4βi)∂/2

式3-6-2の第1項について､

(1-∂/2)

こ

をべき級数に展開する｡そして､次のようなm個の分数式の和を考える｡

-Fj

1+f.e
J
一βi /;

3-6-2

3-6-3

3-6-4

3-6-5

そして､式3-6-4､3-6-5のべき級数に展開した各々の係数2m個が等しくなるように

Fj､fjを決める｡式3-6-4の級数は収束が遅いので､適切なべき級数の項を選んで

Fj､fjを決める0詳細は第2章に述べてあるが､ここではm=12として求めた0式3

-6-5のFj､fjが求まれば､式3-6-2の第2･3･4項も同様に表わすことができる｡

次に応力解析を行う｡荷重条件はX軸方向無限遠での一様引張りとする｡大きさPのX

軸方向無限遠での一様引張りを表わす複素応力関数¢0(∈)､¢0(〔)は次式で表わ

される｡
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図3-6-2 矩形孔から対称に発生したクラックの応力分布

¢0(こ)=Pα)(∈)/4,¢0(∈)=-Pα)(∈)/2 3-6-6

以下は3-2節と同じ手順で応力解析ができる｡図3-6-2に矩形孔の角度900 で､クラッ

ク長b/a=0.5の場合の応力分布を示す｡図3-6-2よりクラック先端に大きな応力集中が

見られる｡クラック緑の接線方向応力成分は､わずかではあるが圧縮応力となっている｡

3-7 矩形孔から対称に発生したクラックのある無限板の面外曲げ問題

矩形孔から対称に発生したクラックを右する無限板を､面外曲げ問題として応力解析す

る｡X軸方向無限遠で一様面外曲げ荷重を受ける場合について､矩形孔の角度600､900､

1200､ポアソン比レ=0.0,0.25,0.5,クラックの良さを各々変化させて解析する｡矩形

孔から対称に発生したクラックはy軸に沿うクラックとする｡形状､写像関数及び種々の

パラメーターは3--6紆の平面弾性問題で示したものとまったく同じである｡応力解析の

方法も3-3節の面外曲げ問題と同様である｡大きさMのX軸方向無限遠での一様面外曲

げを表わす複素応力関数¢0(∈)､¢0(∈)は次のように表わされる0

¢0(;)=-Mα)(∈)/(4D(1+レ))

¢0(〔)=-M仏(∈)/(2D(1-ソ))
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図3-7-1 矩形孔から対称に発生したクラックの応力分布

以下､3-3節と同じ手順で応力解析ができる｡図3-7-1に矩形孔の角度900でクラック

長b/a=0.5､ポアソン比レ=0.25の場合の応力分布を示す｡図3-7-1より､クラック先

端に大きな応力集中が見られる｡クラック縁の接線方向応力成分は正の値である｡

3-8 まとめ

本章では､工学的に応用範囲が広く､さらに本論文で用いた解析方法を適用して解析でき

る切欠き､帯板､孔の具体例として､又､応力集中部に発生したクラックの解析として､

半無限板の縁にある三角形切欠き､その切欠き先端からクラックが発生した場合､隅角部

に丸みのあるY字形帯板､無限板中の矩形孔から対称にクラックが発生した場合の応力解

析をした｡それぞれ切欠きの角度､丸みの曲率半径､孔の角度､クラック長を連続的に変

化させ､平面弾性問題､薄板の面外曲げ問題について解析した｡この解析結果は､写像さ

れた形状に対しては厳密解である｡

半無限板の縁にある三角形切欠きについて､角度による応力分布の特性の違い､切欠き

から発生したクラックについて､角度の影響､クラック先端付近やクラック緑の応力分布

等を解明した｡隅角部に丸みのあるY字形帯板については､平面､面外曲げ問題につき4

つの荷重条件で応力解析し､さらに丸みの曲率半径を変えて応力集中値を解析し､それぞ
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れが曲率半径を用いた応力集中の一般表示式で精度よく表わされることも示した｡矩形孔

から対称に発生したクラックについても応力解析し､孔の角度の影響､角度とクラック長

の関係､クラック先端付近やクラック縁の応力分布等を解明した｡

これらの応力解析で､写像関数に切欠きの角度､クラック昆､丸みの曲率半径､孔の角

度等のパラメーターを含めて解析することによって､連続的にそれらを変化させられる事､

任意の場合の解析ができる事､形状が同じであれば同じ写像関数で平面問題も面外曲げ問

題も解析できる事が分る｡これは､この解析方法の特長の一つである｡さらに本章で示し

たと同様の方法で他の形状の切欠き､帯板､孔､切欠きや孔から発生したクラックの応力

解析ができる｡
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夢4章 応力拡大係数の解析

4-1まえがき

1921年ごろGriffithによって示された､脆性破壊をエネルギーの不安定現象としてとら

える考え方を基とし､I｢WinやOrowanらによって修正された脆性破壊の理論が現在の破壊

力学の出発点である0

以下破壊力学の中でも､弾性体の応力度やひずみ分布を線形弾性論によって扱い得る線

形破壊力学について述べる｡換言すれば､塑性域の大きさが他の寸法に比べて十分に小さ

く､塑性域の大きさを無視して得られた結果が十分な精度を持つ小規模降伏の状態を対象

とする｡

構造物の破壊は構造物が弾性域より塑性域に移行した後に起こるのであり､塑性域の大

きさを無視できない非線形破壊力学の分野についても精力的に研究がすすめられている｡

たとえばCODやJ積分等の扱いがある｡しかし､数学的に取扱いやすく､理論が整然と

している線形破壊力学は､破壊力学の主流をなすものである｡

応力集中に関する研究が歴史を有しているのは､応力集中が原因となって破壊にいたる

事例が多いことによると思われる｡クラックの応力拡大係数は､切欠きの応力集中率と同

じように､その値の大小によって危険度の比較ができる｡工学的には許容応力度と同じよ

うに､応力拡大係数の許容値を定めることによって､破壊に対するより定量的な制御が可

能になる｡従ってクラックの解析においては､応力拡大係数を知ることが不可欠となる｡

一般に､切欠き等の応力集中部には､クラックが発生しやすく､その解析は重要である｡

しかし､クラックのみの場合に比べて解析例が少ないのは､このような形状の解析が困難

であることによると思われる[Murakamied.(1986),Rooke and Cartwright(1976),Tada

ed.(1973)､Sih(1973)]｡

本章では具体的に､半無限板の縁にある三角形切欠きから発生したクラック､無限板中

の矩形孔から対称に発生したクラックについて､それぞれ平面弾性問題､薄板の面外曲げ

問題として応力拡大係数を求める｡

半無限板の縁にある切欠きから発生したクラックの解析は､石田(1979)による三角形切

欠きからいくつかの方向に発生したクラックの解析､同じく石田(1979)による長方形切欠

きからいくつかの方向に発生したクラックの解析､長谷部､上田(1980)による数種類の角

度を有する投付き半無限板の隅角部から発生したクラックの解析､NisitaniandIsida

(1982)による半楕円切欠き､丸みを右するV字形切欠きから発生したクラックについて､

丸みを変化させての解析がある｡又､有限板の緑にある半だ円切欠きから発生したクラッ

クの解析はYamamoto,et al.(1974)､Murakami(1976)が行っている｡
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又､無限板中の孔から発生したクラックの解析は､Bowie(1956)､Newman(1971)､西谷､

石田(1973)､Tweed and Rooke(1973)､村上(1978)､Schijve(1983)による円孔から発生

したクラックの解析､西谷､石田(1973)､村上(1978)､Lukas and Klesnil(1978)､石田

ら(1984)による楕円孔から発生したクラックの解析､村上(1978)による三角形孔から発生

したクラックの解析､そしてHeaIand80Wie(1966)による長方形孔の角から発生したクラ

ック､Neal(1970)による長方形孔の辺から発生したクラックの解析､村上(1978)による

900 の矩形孔から発生したクラック､正方形孔の角から発生したクラックの解析､Hasebe

and Ueda(1980)による矩形孔の一ケ所の角から発生したクラック､及びそのクラックに

相対する角の隅角部の強さを解析した研究が見受けられる｡

さらに薄板の面外曲げ問題におけるクラックの解析は､Sih.et aI.(1962)による古典理

論にもとづく解析､Isida(1977)による複数クラックの解析がある｡又､=asebe(1978)､

Hasebe and Takemu｢a(1981)による帯板の縁のクラック､帯板と半無限板との角点に発生

したクラック､Hasebe,et al.(1984)による投付き帯板の角点に発生したクラック､長谷

部､上田(1980)による投付き半無限板の角点に発生したクラック､Hasebe andInohara

(1981)による屈折クラックの解析等もある｡ライスナ一理論にもとづき､無限板中の円孔

とクラックの干渉等を､玉手(1978)が解析している｡しかし工学的に重要と思われる切欠

きや､孔から発生したクラックの解析はまだ少ない｡

4-一一2 平面弾性問題における三角形切欠きから発生した

クラックの応力拡大係数

半無限板の縁にある三角形切欠き先端から発生したクラックについて､X軸方向無限遠

で一様引張り荷重を受ける場合の応力拡大係数を求める｡なお､切欠きから発生したクラ

ックは､y軸に沿う直線状のクラックとする｡形状が対称で一様引張り荷重なので応力拡

大係数はモードⅠのみとなる｡三角形切欠きの角度200,400,600,800,900,

1000,1200,1400,160◇ の場合について､クラックの長さを変化させて解析する｡

三角形切欠きから発生したクラックの応力拡大係数は､第2章で述べたように､複素応

力関数¢(こ)と写像関数仙(こ)を用いた式2-5-6より求められる0∈0は単位円周上

でクラック先端に対応する点､∂はクラックとX軸とのなす角なので､本節の場合､こ

_lα
○ _ 仙.⊥

→

_L.1._､⊥▲一.ユ.一.､.､._r▲_..1-.上一山._⊥▲_､-
"..

....⊥_
L

=el､人,∂=-∴汀/2となる｡さらに次式のように応力拡大係数を無次元化した表示も用

いられる｡

KI

FI=

P 花(a+b)
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KIを用いても､FIを用いても本質的には同じことであり､応用のしやすさ､分りや

すさ等により適切に使いわければよい0解析結果を図4-2-1･表小2川こ示す0図4-2-1

には､切欠きの角度200,400の場合を示していないが､これは表4-2-1から分るように､

応力拡大係数は十分短いクラックでも､すぐクラックのみの場合のそれに漸近するからで

ぁる｡切欠きの角度が大きいと､ゆっくりとクラックのみの場合に漸近している0切欠き

の角度が60｡より小さい場合は､クラックのみの場合とほぼ等しい0

4-3 薄板の面外曲げ問題における三角形切欠きから発生した

クラックの応力係数

半無限薄板の縁にある三角形切欠き先端から発生したクラックについて､X軸方向無限

遠で一様面外曲げ荷重を受ける場合の応力拡大係数を求める｡なお､切欠きから発生した

クラックは､y軸に拾う直線状のクラックとする｡この場合は面外曲げの応力拡大係数の

みとなる｡三角形切欠きの角度∂花=200,400,600,800,900,10001200,

1400､ポアソン比0.0,0.5の場合について､クラックの長さを変化させて解析する｡

三角形切欠きから発生したクラックの面外曲げの応力拡大係数は､第2章で述べたよう

に､複素応力関数¢(;)と写像関数仏(;)を用いた式2-5-7より求められる｡

ここで､前節と同じく∈0=e用･∂=鰍一花′2である0レはポアソン比､Dは曲げ剛

性である｡さらに次式のように応力拡大係数を無次元化した表示を用いる｡

図4-2-1 三角形切欠き先端から発生したクラックの

無次元化した応力拡大係数
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表4-2-1 三角形切欠き先端から発生したクラックの

応力拡大係数

∂花 b/a Rlノ仰付 ∂花 b/a Kl仰 ∂花 b/a Rl仰

200

0.0017 1.1224

800

0.0082 1.0668

1200

0.0286 0.9421

0.0542 1.1514 0.0261 1.1082 0.0514 1.0088

0.1087 1.1806 0.0655 1.1476 0.1701 1.1667

0.3639 1.3094 0.2096 1.2272 0.3192 1.2883

0.7453 1.4814ニ 0.5769 1.4090 1.0531 1.6066

400

0.0061
爪

1.1234!

900

0.0110 1.0424

1400

0.0622 0.8774

0.0302 1.1389∃ 0.0335 1.0975 0.1054 0.9781

0.1407
≠

1.1981要 0.0814 1.1504 0.3189 1.2173

0.4420 1.3463f 0.1979 1.2256
用
;Oi7459 1.4659

0.8769 1.5362】 0.5389 1.3918 1.1402 1.6387

600

0.0047 1.1020

1000

0.028亡〉 1.0541

1600

0.0185 0.4213

0.0098 1.1139 0.0435 1.0781 0.1804 0.8800

0.0164 1.1222 0.1022 1.1523 0.7971 1.4175

0.1859 1.2225 0.4203 1.3371 1.3894 1.7270

0.5482 1.3951 0.9306 1.5583 3.0459 2.2554

l二Bこ

(3日)
kB

(1十･レ) M (a十b)
4-3-1

解析結果を図4-3-1,表4-3-1に示す｡この場合も切欠きの角度が大きいと､ゆっくり

とクラックのみの場合に漸近している0さらに､ポアソン比とFBの関係ははぼ線形であ

り､任意のポアソン比に対するFBは内挿によって求められる｡図4-3-2に切欠き角度

1000の場合のFBとポアソン比の関係を示す0

4--4 平面弾性問題における矩形孔から対称に発生した

クラックの応力拡大係数

無限板中の矩形孔から対称に発生したクラックについて､X軸方向無限遠で一様引張り

荷重を受ける場合の応力拡大係数を求める｡クラックはy軸に沿う直線状のクラックとす

る｡対称性より応力拡大係数はモードⅠのみとなる｡矩形孔の角度200,400,600,

800.900,1000,1200,1400.1600 の場合について､クラックの長さを変化さ

せて解析する｡応力拡大係数は､前節と同じく､式2-5-6より求められる｡本節の場合､
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囲4-3-1 三角形切欠き先端から発生したクラックの 図4-3-2 応力拡大係数と

無次元化した応力拡大係数 ポアソン比の関係

表4-3-1 三角形切欠き先端から発生したクラックの

無次元化した応力拡大係数

∂花 b/a

F
ユ

∂冗 b′a

㌔

レ=qO ソ=a5 レ=qO ソ=a5

00 1.0107 1.0019

200

0.044 0.9543 0.9554

900

0.064 0.7137 0.7470

0.078 0.9712 0.9695 0.146 0.8238 0.8476

0.199 0.9928 0.9874 0.230 0.8801 0.8964

0.428 1.0039 0.9967 0.917 0.9891 0.9863

0.609 1.0068 0.9991 1.46S 1.0022 0.9962

400

0.060 0.9049 0.9148

1000

0.081 0.6982 0.7357

0.103 0.9363 0.9414 0.278 0.8760 0.8930

0.250 0.9755 0.9753 0.577 0.9516 0.9565

0.515 0.9963 0.9921 1.060 0.9863 0.9860

0.722 1.0034 0.9967 1.414 0.9983■ 0.9934

600

0.084 0.8641 0.8814

1200

0.126 0.6772 0.7151

0.139 0.9077 0.9185 0.286 0.8163 0.8402

0.319 0.9645 0.9657 0.845 0.9536 0.9582

0.634 0.9932 0.9889 1.492 0.9898 0.9869

0.875 1.0007 0.9948 2.291 1.0026 0.9966

800

0.120 0.8340 0.8565

1400

0.261 0.7179 0.7463

0.420 0.9556 0.9593 0.746 0.8956 0.9080

0.803 0.9900 0.9869 1.393 0.9645 0.9652

1.090 0.9990 0.9938 2.360 0.9936 0.9898

1.300 1.0025 0.9964 3.041 1.0012 0.9955
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クラックが2つあるので､こ0=±仁･∂=士花/2である8さらに次式のように応力拡大

係数を無次元化した表示を用いる｡

KI

FI= 4-4-1

P√育て盲了盲う

解析結果を囲4-4-1,表4-4-1に示す｡この場合も矩形孔の角度が大きいと､ゆっくり

クラックのみの場合に漸近している｡しかもすべての角度において､クラックのみの場合

より大きな値の方から漸近している｡これは矩形孔の影常であり､同様の傾向は円孔から

発生したクラックの場合にも見られる｡(例えば西谷､石田(1973)〕

4一一5 薄板の面外曲げ問題における矩形孔から対称に発生した

クラックの応力拡大係数

無限薄板中の矩形孔から対称に発生したクラックについて､X軸方向無限遠で一様面外

曲げ荷重を受ける場合の応力拡大係数を求める｡クラックはy軸に沿う直線状のクラック

とする｡この場合は面外曲げの応力拡大係数のみとなる｡矩形孔の角度∂花=600,900.

120◇,ポアソン比0.0,0.25,0.5の場合について､クラックの長さを変化させて解

析する｡矩形孔から対称に発生したクラックの面外曲げの応力拡大係数は､前節と同じく､

式2-5-7より求められる｡こ0=±i,∂=±か2である0レはポアソン比､Dは曲げ剛

性である｡さらに次式のように応力拡大係数を無次元化した表示を用いる｡

0･5 b/q l･01･0 0●5 〟b

図小4-1 矩形孔から対称に発生したクラックの

無次元化した応力拡大係数
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表4ヰ1 矩形孔から対称に発生したクラックの

無次元化した応力拡大係数

FI b/a
(a/b)

FI b/a
(a/b)

FI b/a F‡

(a/l))

20● ∂爪■=40● ∂汀=60● ∂汀=80●

0.0058
0.0109

0.0215

0.0534

0.100
0.191

0365

1008 0.0059 1.024 0.0059 1.033 0.nOG2 1.014

1●008 0.0123 1.025 0.0139 1.039 0.0101 1.025
●

1007 0.0205 1.025 0.0243 i.042 0.0224 1.042
●

1006 0.0563 1.022 0.0604 1.043 0.OGG3 1.059
●

1005 0.109 1.019 0.122 1.039 0.113 1.062
●

▲1003
0.240 1.013 0.219 1.033 0.202 1.058

●

1.002 0.443 1.008 0.416 1.023 0.406 1.045

0●488 1.002 0.585 1.006 0.550 1.018 0.539 1.037

0●鋸7 1.001 0.766 1.005 0.716 1.014 0.702 1.030

0●防7 1.001 0.900 1.004 0.925 1.010 0.901 1.024

(0●877) 1.001 (0.998) l.003 (0.835) 1.007 く0.870) 】.018

(0●648) 1.000 (0.757)
1.002 (0.641) 1.005 (0.6‡il) i.013

(0●464) 1.000 (0.408) 1.001 (0.483) 1.003 (0.402) 1.005

(0●401) 1.000 (0.279) 1.000 (0.352) 1.002 (0.296) ト003

(0:0) 1.000 (0.0) 1.000 (0.0) 1.000 (0.0) 1.000

∂芥=100● ∂汀=120● ざ汀=140● ∂汀=160●

00071 0.936 0.0085 0.801 0.0085 0.583 0.0365盲 0.513

0●0179 0.993 0.0145 0.850 0.0155 0.653 0.0436 0.54l

0●0225 1.002 0.0341 0.938 0.0203 0.6【‡8 0.050【‡ 0.56G

0●耶13 1049 0.0504 0.970 0.0730 0.875 0.OG51 0.GOll

0●119

●

1070 0.106 1.033 0.105 0.921 0.102 0.690

0●227

●

1077 0.245 1.079 0.362 l.064 0.20Ⅰ! 0.840

0●414 1:070 0.416 1.089 0.446 1.079 0.370 0.943
●

0558 1.062 0.514 1.089 0.535 1.088 0.536 1.007

0:729 1.053 8.620 1.086 0.628 1.094 0.712 1.043

0.933 1.044 0.819 1.078 0.880 1.099 0.893 1.067

(0.847) 1.035 (0.951) 1.069 (0.955) 1.098 (0.924) 1.083

(0.椚2) 1.02T (0.756) 1.058 (0.739) 1.092 (0.595) 1.105

(0.418) 1.014 (0487) 1.037 (0.474) 1.072 (0.336) 1.102

(0.2折) 1.007 (0:268) 1.015 (0.255) 1.036 (0.224) 1.0Ⅰ‡3

(0.0) 1.000 (0.0) 1.000 (0.0) 1.000 (0.0) 1.000

(3…)
k8

F8=

(1+レ) M√て浦

∂汀=90●

0.0051

0.0134

0.0207

0.0478

0.0950

0.153
0.222

0.473

0.623
0.804

(0.976)

(0.769)

(0.404)

(0.322)
(0.0)

O
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4-5-1

捧析結果を図4-5-1,表4-5-1に示す｡この場合も矩形孔の角度が大きいと､ゆっくり

とクラックのみの場合に漸近している0さらにポアソン比とFBの関係はほぼ線形であり､

任主のポアソン比に対するF8は内挿によって求められる0すべての角度について､F8

のtはポアソン比の大きい方が大きい｡
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0･5
b/0

1･01･0 0･5
q/b

図4-5-1 矩形孔から対称に発生したクラックの

無次元化した応力拡大係数

表4-5-1 矩形孔から対称に発生したクラックの

無次元化した応力拡大係数

b/a(a/b)
6¶=600 6¶=900 6¶=1200

v=0▲.0 v三0.25 v三0.5 V=0.0 v=0.25 v=0.5 V=0.0 V=0.25 V=0.5

0.】00 0.875 0.885 0.894 0.771 0.788 0.803 0.634 0.655 0.674

0.200 0.929 0.935 0.940 0.86】 0.872 0.882 0.756 0.772 0.786

0.400 0.970 0.972 0.974 0.933 0.938 0.943 0.866 0.876 0.885

0.600 0.984 0･.985 0.986 0.96'3 0.966 0.969 0.91ブ 0.923 0.929

0.モ氾0 0.991 0.991 0.99Z 0.978 0.979 0.981 0.946 0.950 0.954

1.000 0.994 0.994 0.995 0.986 0.986 0.987 0.964 0.967 0.969

(0.000) 0.997 0.997 0.997 0.991 0.992 0.992 0.978 0.978 0.980

(0.600) 0.998 0.998 0.998 0.996 0.996 0.996 0.989 0.989 0.989

(0.400) 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.996 0.996 0.996

(0.0) 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

4-6 まとめ

半無限板の縁にある三角形切欠き先端から発生したクラックと､無限板中の矩形孔から

対称に発生したクラックについて､切欠き角度及び矩形孔の角度を変化させて応力拡大係

数を解析した｡その結果､大きく分類すると､角度がほぼ600 以下の切欠き及び矩形孔は､

クラックのみの場合と同じ程度に危険であり､ほぼ1200 以上の場合は､切欠き及び矩形
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孔の影響を受ける｡つまり､クラックが十分に長くならないと､切欠き及び矩形孔の影響

はなくならないことが分る｡

本章で解析したように応力拡大係数の解析は､第3章で計算した写像関数α(こ)と複

素応力関数¢(〔)をそのまま用いてできる｡つまり､クラックを有する形状の応力解析

と応力拡大係数の解析が同時にできるのもこの解析方法の利点である｡
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第5章 切欠きから発生したクラックの

応力拡大係数を求める近似式

5-1まえがき

本章では､切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を､クラック発生前の応力分布

を用いて求める近似式について述べる｡クラックのみの解析に比べて切欠きや孔から発生

したクラックの解析例が少ないのは第4章で示した｡しかし工学的には､任意の形状の場

合に対する解析が必要とされる｡よってクラック発生前の応力分布を用いて､クラックの

応力拡大係数を近似的に求める方法には､過去の応力集中に関する非常に多くの研究結果

が応用できる利点もある｡クラック発生前の応力分布は過去の研究で分っており､これを

利用することは有効で合理的な方法といえる｡

切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を近似的に求める試みはなされているが､

公式や､近似式を示したものはあまり多くない｡Kobayashi(1986)による､等価な長さの

クラックを仮定し､クラック発生前の応力分布をその仮定したクラックに作用させた時の

応力拡大係数を､円孔から発生したクラックに対する応力拡大係数の近似値とする研究;

西谷ら(1984)による､楕円孔及び半楕円切欠きから発生したクラックに対して応力分布を

用いた近似式,A暮brecht and Yamada(1977)による補正係数を用いた近似式.Jergeus(1g

78),Lukas and椚esni=1984)､中井ら(1984)による応力集中値及び切欠き先端の丸み

の曲率半径を用いた近似式等があるが､より一般的な表示は見受けられないようである｡

5-2 平面弾性問題の場合

切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を､クラック発生前の応力分布を用いて求

める近似を次式のように表わす｡

KI=Aげ(b)√膏葡 5-2-1

ここで､KI:切欠きから発生したクラックの応力拡大係数､A:定数､び(b):クラ

ック発生前の応力分布でクラック長bに対応する位置の応力値､b:クラック長である｡

無次元化した応力拡大係数は､式4-2-1と式5-2-1より次式のように表わされる｡

KI ぴ(b) √b
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すでに､X軸方向無限遠での一様引張荷重Pによる､半無限板の縁にある三角形切欠き

の応力解析､及びその三角形切欠き先端から発生したクラックの応力拡大係数の解析は､

3章でなされている[HasebeandIida(1978)]0その解析結果を使って､式5-2-2のA

値を求める｡式5-2-2を変形して次式のように表わす｡

P √1a珊
A=F -

げ(b) √a
5-2-3

式5-2-3に､三角形切欠きの各角度毎の応力臥三角形切欠きから発生した各クラック

長に対する応力拡大係数の解析結果を代入してA値を求める｡ここでは､三角形切欠きの

角度∂花=200･400･60｡･80｡･90｡,100｡,120｡,140｡,160｡の場合につ

いて計算し､クラック副/a=0～1･6までのA値を求めた｡その値を図5-2-1に示す｡

図5-2-1から､クラック長が短い範囲(大体b′a=0～0■3)で軋各々の角度の切欠き

に対しA値はクラック長によらずほぼ一定とみなせる(三角形切欠きの角度が大きいと､

もう少し長い範翔まで一定であるが)｡

図5-2-1 式5-2-3のA値

図5-2-2
一定とみなせるA値
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これより､式5-2-1,5-2-2の近似式で応力拡大係数を求める場合､クラック長が短か

ければ､A値が一定であり近似式がより簡単なものとなる｡三角形切欠きの角度と､一定

とみなせる範曲のA値を図5-2-2に示す｡

5-3 薄板の面外曲げ問題の場合

薄板の面外曲げ問題の場合についても同様に､切欠きから発生したクラックの応力拡大

係数を､クラック発生前の応力分布を用いて求める近似式を次のように表わす｡

(1+･レ)
k8=

(3+レ)
AM(b)イーb 5-3-1

ここで､k8:切欠きから発生したクラックの面外曲げの応力拡大係数､レ‥ポアソン

比､A:定数､M(b):クラック発生前の曲げモーメント分布でクラック長bに対応する

位置の曲げモーメント値､b:クラック長である｡又､(1+リ)/(3+レ)は定数Aがポア

ソン比にあまり影響されないように乗じたものである｡無次元化した応力拡大係数は式

4-3-1より次のように表わされる｡

M(b) √b
F8=A

M √(a+b)

5-3-2

前節と同じように､X軸方向無限遠での一様面外曲げ荷重Mによる､半無限板の操にあ

る三角形切欠きの応力解析､及びその三角形切欠き先端から発生したクラックの面外曲げ

の応力拡大係数の解析は､3章でなされている[Hasebe andIida(1979)]｡その解析結

果を使って式5-3-2のA値を求める｡式5-3-2を変形して次式のように表わす｡

M √(a+b

A=F8

M(b) √b

5-3-3

式5-3-3に､三角形切欠きの各角度毎の応力値､三角形切欠きから発生した各クラック

長に対する応力拡大係数の解析結果を代入してA値を求める｡ここでは､三角形切欠きの

角度∂冗=200,400,600,800,900,1000.1200,1400 の場合について計算

し､クラック長b/a=0から0.5～1.5まで､ポアソン比ソ=0.0.0.25,0.5の場合

のA値を求めた｡その値を図5-3-1に示す｡面外曲げ問題の場合は､三角形切欠きの角度

が大きいと､A値はクラック長によらすほぼ一定であるが､角度が小さいとクラック長に

依存する｡又､A値とポアソン比との関係は､三角形切欠きの各角度においてほぼ線形で

あり､任意のポアソン比の場合のA値は､国5-3-1に示されたA値から内挿によって求め

- 63 -



図5-3-1 式5-3-3のA値

られる｡

5-4 まとめ

式5-2-1,5-2-2,5-3-1,5-3-2からクラック発生前の応力分布が分れば図5-2-1,5-3-1の

A値を用いて応力拡大係数が求められる｡さらに半無限板の緑にある三角形切欠きについ

て述べてきたが､無限板中の矩形孔から対称に発生したクラックについても同様に解析が
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できる｡無限板中の矩形孔から対称に発生したクラックの解析については第8章で許しく

述べるが､A値は三角形切欠きの場合とほぼ同じである｡これは三角形切欠きも矩形孔も､

応力が集中する角点近傍に注目すれば､角度が同じなら､同じ隅角弥であることによる｡

これより図5-2-1,5-3-1のA値は応力が集中する角点､つまり隅角都角度の2等分線に対

称な応力状態であれば､隅角詐の角度とポアソン比のみに依存する｡さらに角点を有する

帯状領域､たとえば3-4節､3-5節で解析したY字形帯板でも､応力が集中している角点

から発生したクラックの応力拡大係数は､図5-2-1,5-3-1のA値を用いて､クラック発生

前の応力分布が分れば求められる｡

鋭い切欠き先端から発生したクラックの応力拡大係数を求める近似式を示したが､切欠

き先端に丸みのある切欠きからクラックが発生する場合も多く､その応力拡大係数を求め

る近似式も重要である｡しかし､このような場合を一般的に表わすのは難しい｡ここでは

1つの方法を示す｡西谷によって､一様引張りを受ける無限板中の楕円孔から発生したク

ラックの解析がなされ､楕円孔の形､クラック長を変化させてその応力拡大係数が求めら

れている｡そこでクラック発生前､つまり無限板中の楕円孔の応力の式は分かっているの

で､これらの解析結果を式5-2-1に代入し､A値を逆算してみる｡

図5-4-1に楕円孔のそれぞれの曲率半径βについて､クラック長さbと楕円孔のクラッ

ク方向半軸長aの比に対するA値を示す｡この固より次のことが分かる｡bが十分に小さ

い時､すべての.A値が1.12に漸近している｡この1.12は一様張りを受ける半無限板の

縁クラックの応力拡大係数である｡固よりβの影響がよくわかり､βが大きい場合しか

1･12の値は使えない｡楕円曲線でない場合でも､クラック発生前の応力びβ(b)と国の

A値を用いて応力拡大係数のよい近似値は得られよう｡

0･0 0･5 1･O
b/q

l･5

囲5-4-1 楕円孔の場合のA値
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第6章 隅角書蒋の弓会さ

6-1 まえがき

本章では､｢隅角部の強さ_｣という新しい考え方について説明する｡隅角部先端付近の

応力分布は後で詳しく述べるが･､一般に次式のように表わされる｡

び=∑ f.rm｣

､j=1J

6-1-1

ここで､ぴ:隅角部先端付近の応力成分､｢:隅角詐先端からの距離(極座標系｢,β

で表わしているがβの項は各べき級数の係数f｣の中に入れてある0)､mj(j=1･2,3･･･

:式6-2-10や式6-2-11等の特性方程式の根である｡平面弾性問題､薄板の面外曲げ問題､

自由境界､固定境界､隅角部2等分線に対称な応力状態の場合､逆対称な場合等に対し

て､それぞれ

の値を示す｡

m｣は隅角部の角度によってきまる0表6-2-1等に最初の数項をとったm･

又､各べき級数の係数f｣(j=1,2･3…)は隅角部の角度2αと荷重条件によ

隅角部領域側の角度が1800<角度≦3600の場合､式6-1-1の第1項の指数mlの値

は-0･5≦ml<0の範囲となる0よって｢が小さい時､応力集中を生じ､さらに､｢→0

の時､び→∞の特異性を右する｡これより隅角部先端近傍(｢が小さい範囲)の応力は式

6｣ト1の第1項が他の項に比べて十分大きな値となり､次式のように第1項のみで表わす

び=flrm1 6-1-2

ここで､｢とmlは各々与えられるので境界条件より決まる係数flが隅角部先端近傍

の応力分布に対して重要なパラメーターとなることが分る｡よってこの第1項の係数f

を｢隅角詐の強さ(Intensity of Corner)｣と定義する｡

隅角部領域側の角度が3600 の場合はクラックとなり､この隅角部の強さは応力拡大係

数に相当する｡つまり､クラックにおける応力拡大係数の考えを､任意の角度の隅角部に

拡張した考え方でもある｡このような隅角部の特異性についての研究は一般化した応力拡

大係数を定義し､切欠きの相似則を実験をもとに研究したCarpinteri(1987),隅角部応力

の特異性を解析した肌=iams(1952a,b),Carpenter(1984.1985)による研究があ

る｡

しかし､隅角部の強さを隅角部先端近傍の応力分布に対する重要なパラメーターとして
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位置付けるのみでなく､さらに第7章､第8章で詳しく述べるように､隅角酢の強さと応

力集中係数表示式との関係､及び応力拡大係数を求める近似式との関係等へ発展させた研

究は見受けられない｡

本章では､隅角詐の強さを､平面弾性問題､薄板の面外曲げ問題ともに､自由境界と固

定境界の場合について解析した｡固定境界は､構造的な固定や､剛体介在物､異種材料と

の接合部で一方が剛な材料の場合等が考えられる｡さらに一般の工学的な種々の接合問題

については､境界が完全に自由な状態と完全に固定された状態とを両極限とする中間の状

態であろう｡そこで､両極限の状態を解析しておけば､中間の状態は類推が可能となる｡

さらに種々の中間の状態を考慮し､両極限を許容値とする考え方も工学的利用の立場から

見て十分実用的である｡

6-2 特性方程式

隅角部付近の応力と隅角部角度との関係を考察するため図6-2-1に示すようなクサビ状

領域を考え､極座標系で表わした応力成分の表示式を用いる｡

(a)平面弾性問題で両辺自由の場合

まず､境界条件として隅角部付近に外力の作用していない両辺自由の場合を考える｡応

力関数をF(｢,β)とおくと応力成分の式は次のように表わされる｡

1 ∂F l ∂2F
ぴ｢=

ロβ=

~~

+

｢ ∂r r2 ∂β2

∂2F

∂｢2

アドβ-

∂ 1 ∂F

--･--･-(--･一-
∂｢ ｢ ∂β

6-2-1

また応力関数F(｢,β)は垂調和微分方程式

∂2 1 ∂ 1 ∂2
2 図6-2-1クサビ状領域

十
--

ニ･+
∵

州)F=0

∂｢2 ｢ ∂r r2 ∂β2

を満足しなければならない｡
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今､隅角部付近の応力関数を次式のように表わすo

F(｢,β)=rm+2f(β) 6-2-3

するとF(｢,β)は式6-2-2を満足しなければならないからβに関する4階の微分方程

式

d4f n
d2f

+2(m2+2m+2) +m2(m+2)2f=0

dβ4 dβ2

を得る｡よってf(β)は次式のように表わされる｡

6-2-4

f(8)=Asin m 8+Bcos m 8+Csin(m+2)8+Dcos(m+2)0

6-2-5

ここにA,B,C,Dは積分定数である｡又､応力成分は式6-2-1より次式のように表わ

び｢=rm{(ml-2)f(β)+ftt(∂)}

=(m+1)rm(A(2-m)sinmβ+B(2-m)cosmβ

一C(m+2)sin(m十2)∂-D(m+2)cos(m+2)∂)

ぴβ=(m+1)(m+2)rmf(β)

=(附1)(附2)rm(Asinmβ十Bcosmβ

+Csin(m+2)8+Dcos(m+2)0)

rrβ=-(m+1)

=-(m+1)

m

m

nl

｢

)
月U(f

(Amcosm8-B msin m8+C(m+2)cos(m+2)0

ーD(m十2)sin(m+2)β)

このときの境界条件は次式のように表わされる｡

[ぴβ]β=±α=0･[アドβ]β=±α=0
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よって式6-2-6を式6-2-7に代入し､定数A,B.C,Dを含んだ以下の4つの式を得る｡

Asin mα+Bcos nα+Csin(m+2)α+Dcos(m十2)mα=0 ①

-Asin mα+Bcon mα-Csin(m+2)α+Dcos(m十2)mα=0 ②

Am cos mα脚Bm sin mα十C(m+2)cos(m･2)α-D(m･2)sin(m･2)α=0③

Am cos mα十Bm sin mα十C(m十2)cos(m･2)α+D(m･2)sin(n･2)α=0④

6-2-8

定数A,B,C,Dがことごとくは恒等的に0でない解を持つためには､上の4つの式の

係数から作った行列式が0に等しくなければならない｡上式で符舅のみが違う項があるの

で

①+②より Bcos mα+Dcos(m+2)α=0

④岬③より Bm sin m･α十D(m+2)sin(m十2)α=0

①-②より Asin mα+Csin(m･2)α=0

④十③より Am cos mα十C(m･2)cos(m･2)α=0

とおける｡

よってA=C=0のときは⑤,⑥より

COS m α
COS(附2)α

m s川m α (m十2)sin(m十2)α

(ml-1)sin 2α-十Sin 2(m十一1)α=0

B=D=0のときは⑦,⑧より

SIn m α Sin(m十1)α

】m COS mα (m+2)cos(m+2)α
=0

(m+1)sin 2α-Sin 2(m+1)α=0

⑤

⑥

⑦

⑧

6-2-9

6-2-10

6-2-11

が成り立たなければならない｡

ここで式6-2-10はA=C=0でB,Dが共に0でない場合に成り立つので式6-2q6より

;;≡三三ニmゴ1∴∫ご:,{冒よご｣{言三:;S:三≡二呂三:皇て≡ミC:;;mもぅ2)β}
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アドβ=∑(m｣+1)rmJ{Bm｣SinmJβ+D抽j+2)sin(m｣+2)β}

6-2-12

となる｡上式は隅角部の2等分線に対して対称な応力状態を表わしている｡よって式6-2-

用は隅角部の2等分線に対して対称な応力状態の場合に成り立つ条件式である｡

又､式6-2-11はB=D=0でA,Cが共に0でない場合に成り立つので式6-2-6より

.mJ
｢)l+=

l
且

m(∑二

｢
げ

m(∑ニ

凸じぴ

ニ

(〃)
｢

γ)

･
J
∑

ヽJl+

.J
m

′
l
■
l
ヽ

(Aエでj~2■)sinm｣β+C(mj十2)sin(m｣十2)β)
ノ叫よ主;∴~~m~~▼jJ占+Csin(mj･2)β}

■)､■■'J ~′〉川､"●｣~り
VJ

(Amcosmj8+C(mj+2)cos(mj+2)8)

6-2-13

..■.J

)
m

弓

｢

=■n【‖r■む
m

l

(

+

となる｡上式は隅角部の2等分線に対して逆対称な応力状態を表わしている｡よって式

6-2-11は隅角部の2等分線に対して逆対称な応力状態の場合に成り立つ条件式である｡一

般の応力状笠は式6-2-12と式6-2-13の重ね合わせによって表わされる｡以上により隅角部

角度2αと応力の0｢de｢mとの関係は式6-2-10と式6-2-11で求められる｡これらの式は各

角度で無限個の根を有する｡その根と応力成分の式6-2-12,式6-2-13の係数をまとめて応

力を次のように表わす｡

げ=･∑f｣rmj
j=1

6-2-14

fjは角度β･2α､境界条件によって決まる係数である0

上式は式6-1-1と同じ式である｡表6-2-1に式6-2-10と式6-2-11の隅角部角度10｡毎の

ml･m2の値を示す0

(b)平面弾性問題で両辺固定の場合

隅角部の応力分布については､H川iams(1952b)も解析しており､平面問題における境界

上が固定の場合について次のように述べている｡

2つの応力関数Ⅹ･¢を用いて変位成分Ur･∪β･応力成分び｢･びβ･rrβを次

のように表わす｡

2〃Ur=

∂Ⅹ

∂｢
+(1-ぴ)｢
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表6-2-1 式6-2-10,式6-2-11の帖 m2値

式6-2-10のml,m2

2α ml mz

180● 0.00000 1.00000

190
-0.099舗 1.00180

200
-0.18130 1.01826

210
-0.24803 1.10629±iO.0%10

220
-0.30284 1.00溺5±iO.1胴

㍊0
-0.34773 0.91527±iO.2溺溢

240 -0.3842T 0.狙お5±iO.訪2訪

250
-0.413T2

0.759訪±iO.2別00

260
-0.43T16

0.69141±iO.別甜

270
-0.45552 0.6盟飾±iO.㍊1彷

280
-0.46鉱0 0.57214±iO.2捌5

2!抑
-0.48015

0.519お±iO.18048

300
-0.48778

0.47103±iO.14185

310
-0.49307 0.42623±iO.0幻16

320
-0.49651

0.46701

33Q
-0.49855

0.202崇;

340
-0.49957

0.12541

350
-0.49995

0.058別

360
-0.冊

0.00㈱

式6-2-11のmllm2

2α ml m王

180● 1.00000 2.00000

田 0.79893 2.00783

200 0.63053 2.12255

210 0.4即1 1.967鋸 ±iO.26119

220 0.359別 1.82908±iO.31662

230 0.24804 1.70361±iO.34096

240 0.14891 1.認948±iO.34837

250 0.㈱22 1.48517 ±iO.34486

260
-0.01953

1.38945±iO.33347

270
-0.09147

1.30133±iO.31584

2㈲
-0.1弛張

1.21996±iO.29272

2勤
-0.21556

1.14466±iO.26418

300
-0.26910 1.07483±iO.22943

310
-0.31771 1.00998±iO.18606

320
-0.36182 0.94973±iO.12656

330
-0.40181

0.83893

340
-0.43799 0.69225

350
-0.47065 0.5舘6l

360
-0.50000 0.00000

2仙β=-･丁完㌻+=一打}｢2

び｢=

げβ=

アドβ-

又､▽2Ⅹ=

1 ∂2x l
∵ ∵-

+
~~

｢2 ∂β2
｢

∂2x

∂｢2

1 ∂2ズ 1 ∂Ⅹ

+
∵

｢ ∈)｢∂β
｢2

(｢
∂¢

∂｢ ∈)β
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レ

ここで､〟:セン断弾性係数､レ:ポアソン比､げ:ぴ=叫----である｡
1+レ

x=｢^+1[b3Sin(ト1)8+b4COS(^--1)0+blSin(^+1)8

=:望キ写0‡:三;1)β]
¢=rn(a2Sinm8+alCOSmO)

=rm G(β)

ここで､m=スーー1,ス=m+1,ス+1=m+2

4 4

al= 丁㌻b3･a2=~-

スー1
> L

ス…1

よって式6-2-15は次のように表わされる｡

ヽ人

､
■
ハ

ニ::ぎ云⊥1

2〃Ur=｢

2〃U′】=｢

｢
スー1

[-(ス+1)F(β)+(1-1ロ)G'(β)]

トーーF'(β)十(1-び)(ス仙1)G(β)]

[F†-(β)+(ス+1)F(β)]

ぴβ=｢′- t[ス(ス+1)F(β)]

Trβ=｢スー1トけ(∂)]

境界が固定の条件よりβ=0,αにおいて変位が0となるので､

Ur(0)=0･U8(0)=0･Ur(α)=0･U8(α)=0

となる｡

これより､

Sin Z=C2Z

S川 α

ここで､Z=スα･C2=±

(3-4ぴ)α
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を代入すると､

3-レ

sin((m+1)α)±(m+1)sinα=0
1+レ

表6-2-2に式6-2-17の隅角部角度100毎のml･m2の値を示す｡

6-2-17

(C)薄板の面外曲げ問題で両辺自由の場合

平面弾性問題と同じように薄板の面外曲げ問題における隅角部付近の応力と隅角部角度

との関係を考察する｡図6-2-1に示すようなクサビ状領域を考える｡

極座標系で表わしたたわみ関数をW(｢,∂)とおくと応力成分は次式のように表わさ

れる｡

Mr=-D[

∂｢2

1 ∂

M∠-=･-D[--

｢β

+レ(

-

+
-

∂｢

1 ∂ 1 ∂2

---

---+-･･----)]w
｢ ∂｢

｢2 ∂β2

1 ∂2 ∂2
√

脚

+レ ~~‥~~~

｢2 ∂β2 ∂｢2

1 ∂2 1 ∂

Hn.d==(1一一レ)D[-…

Qr=-D

Qβ=-D

∂｢∂β
｢2

∂β

]w

]w

∂ ∂2 1 ∂ 1 ∂2

----･[---一+---
--トーー ーーーーーー]w

∂｢
∂｢2

｢ ∂｢
｢2 ∂β2

∂ ∂2 1 ∂ 1 ∂2

｢∂β ∂｢2
｢ ∂｢

｢2 ∂β2

]w

ここで､D:曲げ糾さ､ソ:ポアソン比､Mr･Me‥曲げモーメント､Hro:ネジリ

モーメント､Qr･Qβ:セン断力である0

またたわみ関数W(｢,β)は垂調和微分方程式

∂2 1 ∈)
脚- +

- -一一~

+

∂｢2
｢ ∂｢

を満足しなければならない｡

1 ∂2
二=_

-.･.･---- ■~

｢2 ∂β2
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表6-2-2 式6-2-17のml,m2値

聖上sin((m十1)α)+(m.1)sinα=0のれm2
_と土sin((m+1)α卜(m+1)sinα=0のml.m21+レ 1-レ

2α･ ∬=1.0 ∫…5/3 ∬=2 〝=3

ml mt ml m暮 ml m暮 ml mf

1助● 0.00000' 1.00000 0.00(伽 1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 1.00000

1釦 0.(酬 0.7個3
-0.02185

0.83郁7
-0.02713

0.84619
-0.03579

0.拓21T

200 0.00000 0.63053
-0.04別0

0.6軌
-0.0馳2

0.71474
-0.(裕955

0.74270

210 0.∝岨 0.4858l
-0.肪531

0.57959
-0.079別

0.601折
-0.101拓

0.6讃旧1

慧犯 0.00㈱ 0.359王氾
-0.腫24

0.47836
-0.10591

0.別泊
-0.1331T

0.別830

2測 0.00000 0.24804
-0.11275

0.泊224
-0.1珊7

0.42176
-0.16釘9

0.46鋸0

240 0.00(X氾 0.14891
-0.13931

0.31繋2
-0.1612T

0.350鋸
-0.1幻別

0.40063

2馳 0.(馴 0.㈱詑
-0.16812

0.25009
-0.1洲59

0.盟鴨8
-0.盈371

0.別(裕8

2帥
-0.01953

0.00000
-0.1㈱5

0.鋤922
-0.220幻

0.239的
-0.25311

0.馴

270
-0.0914T

0.00000
-0.23166

0.1剛7
-0.彷199

0.19T16
-0.脚5

0.24270

2紬
-0.1部部

0.00㈱
-0.28524

0.13525
-0.矧

0.16117
-0.31042

0.猟汀

田 -0.21崇箔
0.(X岨

-0.29餅)4
0.1髄肪

-0.31452
0.1測72

-0.33加5
0.16742

田 -0.茄910
0.00000

-0.3:妃別
0.咲捌

-0.34馳9
0.10474

-0.制78
0▲1茄18

310
-0.31771

0.㈹
-0.‰58

0.拡659
-0.釘465

0.肋
-0.馳7

0.1㈹26

320
-0.鉱182

0.肋
-0.395溺

0.㈱:蛇
.-0.4陀氾

0.∝闇聞
-0.41500

0.08307

3諏
-0.40181

0.00000
-0.42441

0.仙
-0.42971

0.04別2
-0.4:妃訂

0.α;α汀

34¢
-0.437鍋

0.…
-0.451沌

0.02318
-0.4別鵬

0.02潔)1
-0.4餌妃1

0.03恥2

3馳
-0.47肪5

0.00000
-0.47679

0.01129
-0.4T8知

0.01114
-0.4糾T9

0.01891

田 ー0.脚
0.∝…

-0.50000 -0.00000 -0.50000
0.00000

-0.50000
0.00(X氾

2α
∬=1 ∬=5/3 ∬=2 〟≡3

ml~ mI ml mt ml m■ mt m■

100● 0.仰 1.… 0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 1.0000○

田 -0.099粥
1.001恥

-0.08153
0.95郁5

ー0.OT㈲
0.94593

-0.棚
0.92糾T

2師
-0.181刃

1.01防
-0.1王氾22

0.91575
-0.14218

0.恥伯2
-0.1孤51

0.防1訪

210
-0.24鋸

1.1肪29±10.㈱10
-0.傭

0.m53
-0.19T94

0.卿
-0.1脚25

0.T9T29

220
-0.脚

1.00騙5±l0.1%澹
-0.2訂46

0.84215
-0.24脚

0.T9防9
-0.猥5

0.T茄00

230
-0.別T73

0.91527±10.2溺95
ー0.鯛10

0.佃
-0.H賦拓

0.T4T%
ー0.捌46

0.m

240
-0.3鋸2T

0.幻355±iO.25225
-0.3鋸32

0.78282
ー0.32122

0.6卯肪
ー0.だ峨汀

0.615防

250
一0.413T2

0.75925±10.別00
-0.捌05

0.770釘±l0.惜別
-0.35101

0.鋸1鋸
-0.罰販路

0.瓢T4
2帥

-0.4釘16
0.69141±iO.246別

-0.馴
0.70213±i0.0那加

-0.釘646
0.58129

ー0.制T3
0.4耶潔I

どJO
-0.45552

0.629雄±iO.23125
-0.41011

0.61㍑
-0.3繋19

0.515防
-0.m68

0.1矧

四 -0.46脱
0.5T2日±10.20鋸5

-0.4m3
0.511T4

-0.416T5
0.4481T

-0.澗
0.脚T

田 -0.48015
0.51955±IO.1恥48

-0.利別9
0.425紗

-0.1謎2
0.讃相打

-0.415防
0.3訪00

田 一0.4折T8
0.4Tl03±10.14185

-0.4別拓
0.捌

-0.44625
0.315T8

-0.43149
0.2Tl抑

310
-0.4!拍OT

0.4犯±iO.鳩316
-0.46525

0.m25
-0.45帥l

0.253随
-0.44部1

0.21渕3

320
-0.4蕩51

0.測269
ー0.4T4耶

0.21210
-0.4構25

0.1弼2
ー0.4弧

0.1TO泊

3測
-0.4粥55

0.202粥
-0.48166

0.15219
-0.4T一別

0.14114
一0.46991

0.1誹2

別0
-0.4鰯T

0.1捌1
-0.4聞32

0.00T∞
-0.4捌4

0.09仙3
ー0.4耶T

0.0T蕩2

350
-0.4!粉95

0.05馴
ー0.1仙 0.仙6亜

ー0.4盟2
0.岨2

-0.4測別
0.0制2

田 -0.珊
0.00㈱

ー0.50000
0.00㈱

ー0.5(冊
0.0000○

-0.50000
0.㈹



今､隅角亦付近のたわみ関数を次式のように表わすp

w(｢,β)=rn+2f(β)

するとW(｢,β)は式6-2-19を満足しなければならないからf(β)は､式6-2-4と同

様の微分方程式を満足しなければならない｡よってf(β)は次式のように表わされる｡

f(8)=Esin b8+Fcos m e+Gsin(h+2)e+Hcos(J･2)8

Qβ=-Drm-1[(n+2)2f･(β)+f…(β)]

両辺自由な場合の境界条件は､次式のようにおける｡

∂Hr∂

6-2-20

ここで､E,F,G.Hは積分定数である｡

又､応力成分は式6-2-18より次式のように表わされる｡

MドニーDr偶[(m+1)師2)f(β)+=(肘2)f(β)+f-･(β)}】

Mβ=-Drn【師2)f(β)+f･-(β)…=…)(m+2)f(β)}]

=｢β=(1-リ)Drm(徽+1)f･(β)

Qr=-Drm-1仙[f･･(β)+(仙+2)2f(β)】
__ ｡■

′■

6-2-21

[Mβ]β=±α=0･[Qβ- ]β=±α=0 6-2-22

よって式6-2-21を式6-2-22に代入すると定款E.F,G,Hを含んだ次の4つの式を得る｡

E(2-m+LJm+21ノ)sin Thα+F(2-n･LJ掛+21ノ)cos hα-G(m+2)(1-LJ)sin(m+2)α

一日(■十2)(トン)cos(m十2)α=0 -①

-E(2一劇+川+2レ)sin mα+F(2一肌十】レm･21ノ)cos mα十G(肘2)(1-レ)sin(m+2)α

一日(m+2)(1-レ)cos(m十2)α=O

E(小机一川)cos用lα-F(小冊一川)sin mα+G(1-レ)(m･2)cos(附2)α

-H(1- レ)(肘2)sin(肘2)α=O

E(小m-レ椚)cos mα+F(4用-レm)sin mα+G(1-リ)(附2)cos(m+2)α

十日(1-リ)(巾+2)sin(肘2)α=0

-
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-③

ー④
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定款E,F.G,Hがことごとくは恒等的に0でない解を持つためには､上の4つの式の

係数で作った行列式が0に等しいという条件を用いる｡

式6-2-23には符号のみが違う項があるので､

①+②より

F(2一鵬+州+21ノ)cos馳α-H(爪･2)(トン)cos(鳳･2)α=0 ⑤

④-③より

F(小爪-レm)sin mα+ト1(m･2)(トン)sin(肘2)α=0 ⑥

①-②より

E(2-m+レm十21ノ)sin mα-G(爪･2)(1-レ)sin(m･2)α=0 ⑦

③+④より

E(小m-レm)cosmα+G(m･2)(1-リ)cos(u･2)α=0 ⑧

8-2-24

と変形できる｡

よって､E=G=0のときは､⑤,⑥より

(2-かト1‖肘21りCOS mα

(小m-レm)sin mα
一(れ+2)(1-リ)cos(甘十2)α

(m+2)(1- レ)sin(附2)α
三0

(3+レ)sin2(m+1)α-一(m+1)(1-レ)sin2α=0

F=H=0のときは､⑦,⑧より

(2一腋+】レm+21ノ)sin mα

(小m- レm)cos mα

一(n十2)(ト ン)sin(l+2)α

(n+2)(1-リ)cos(れ十2)α
=0

8-2-25

∴ (3+リ)sin 2(m+1)α+(m+1)(1-レ)sin2α=0

6-2-26

が成り立たなければならない｡

式6-2-25はE=G=0でF,Hが共に0でないことにより隅角辞角度2等分線に対称な

応力状態の場合に､式6-2-26はF=H=0でE,Gが共に0でないことより隅角都角度2

等分線に逆対称の場合に成り立つ条件式である｡

以上より薄板の面外曲げ問題においても､隅角那角度2αと隅角部付近の応力の0｢der

mとの関係は式8-2-25と式6-2-28で求められる｡表6-2-3に式6-2-25と式6-2-26の隅角称
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角度用○毎のml･m2の値を示す｡

よって式6-2-14と同じように応力成分は係数をまとめて次式のように表わされる｡

00

M=∑

j=1

Q=∑

｣=1

fjrmJ

gjrmj-1

6-2-27

m｣は式6-2-25･式6-2-26の根､fj･gjは隅角部角度2αと境界条件によって決ま

る係数である｡

式6-2-27も式6-ト1と同じ形である｡但し､セン断力Qについては､曲げモーメントよ

り次数が1つ下がっている｡

(d)薄板の面外曲げ問題で両辺固定の場合

薄板の面外曲げ問題において隅角詐両辺が固定の場合も(C)と同じように解析される｡

極座標で表わしたたわみ関数をW(｢.β)とおくと､両辺固定の場合次式の条件が与

えられる｡

[w(｢･β)]β=±α=0･[仙一柵--]β=±α=0
｢ ∂β

この場合も､たわみ関数を次のようにおくと

w(｢,β)=rm+2f(β)

f(β)は(C)と同様､次式のように表わされる｡

6-2-28

6-2-29

f(8)=Esin m 8+Fcos n 8+Gsin(n+2)+Hcos(n+2)8 6-2-30

ここで巨,F,G,Hは積分定数である｡

よって式6-2-29を式6-2-28に代入すると定数E,F,G,Hを含んだ次の4つの式となる｡
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表6-2-3 式6-2-25,式6t2-26のml,m2値

式6-2-25のml,m2 式6-2-26のml,m2

t

､｣

00

l

2α γ=0.0 γ=0.25 γ=0.5
ml m量 mI mt ml m雷

180● 0.00000 1.00000 0.()0000 1.00000 0.醐 1.醐

1測
-0.035丁9

0.8621T
-0.04104 0.折209 -0.04549 0.恥鴨6

200
-0.鴨955

0.T4270
-0.07916

0.7600丁
-0.叩722

0.TT512

210
-0.10186 0.63職1

-0.11495 0.66165 -0.125$1 0.68144

220
-0.13316 0.別8諏

-0.14恥5 0.5T495 -0.16175 0.59恥1

2卸
-0.16379 0.46940 -0.18121

0.4鋸
-0.19別3 0.5払伯

240
-0.1軌

0.40063
-0.21劫6

0.4卸町
-0.2釘14

0.伯汀4

2駒
-0.詑打1 0.鋸(お8 -0.2421T 0.37003 -0.25Tll

0.泊6T4

四 -0.25311 0.勤 -0.27102 0.31T60 -0.御 0.342T4

2TO
ー0.乃劫5 0.別田0 -0.か払5 0.2TO20 -0.31246 0.怨3閲

四 -0.31042 0.20彷T
-0.32猫 0.2釘85

-0.脚 0.24955

2舗
-0.捌 0.16743

-0.35143
0.1批

-0.闇
0.謝1T

300
-0.制T8 0.1茄18

-0.3T613′ 0.1別9 -0.謂別7 0.1丁220

310
-0.馳T 0.1哺26

-0.謝TO 0.1別31 -0.40T韮 0.1刃21

320
ー0.41500 0.脚T -0.42213 0.旧5TT -0.4刀∞ 0.1肪¶

お0
-0.4謂27 0.肪007 -0.44339

0.仙3
-0.44T69 0.OTT㍊

340
-0｣4甜21

0.0謂紀
-0.4餌5 0.仙91 -0.46619 0.0即17

350
-0.刷T9

0.01892
-0.4取32

0.021椚
-0.48362 0.02441

3帥
-0.50000 0.00000 -0.50000

0.00(X氾
-0.珊 0.…

2α･ γ=0.0 γ己0.25 γ=0.5

mt m■ ml ml ml mf

180● 0.00000 1.00【伽 0.00000 1.(削00 0.00000 1.00000

1勤
-0.欄9 0.92糾T

-0.職娼 0.91丁94
-0.嘲T

0.糊2

2(氾
-0.12851 0.耶126

-0.11!柑2 0.84179 -0.11別3 0.紀559

210
-0.18025 0.79T29

-0.169肪 0.TTO42 -0.15925 0.T4鋸5

220
ー0.22525 0.T3部0 -0.21232 0.702卯 -0.20094 0.6T662

230
-0.狙46 0.67別

-0.2胸 0.6捌2
-0.2刃18 0.印932

240
-0.29防7

0.61鎚5
-0.冴42T 0.5T652 ー0.27154 0.545鋸

250
-0.3認駆 0.矧汀4

-0:31421
0.51681

-0.30152 0.4批

2印
-0.捌73 0.497的

-0.34083
0.45910

-0.3乃54 0.4犯

2TO
-0.m67 0.43捌

-0.棚 0.40332
-0.35298 0.37530

四 -0.39786 0.∬卸丁
-0.刀刃0 0.34950 -0.37515 0.324肪

2知
-0.41駆T 0.32600

-0.404印 0.か774 -0.駅路 0.275釘

300
-0.43149 0.2T180

-0.42211 0.24815 -0.413拓 0.2か16

310
-0.44561 0.21983

-0.43TT6 0.20083 -0.43岬7 0.1睨3

320
-0.45㍑ 0.17038

-0.4520T 0.15男5 -0.44660 0.14鋤
3諏

-0.469渕 0.1誹2
-0.46527 0.1132T -0.46123

0.10462

鋸0
-0.4帥57 0.OT鉱2 -0.47T別 0.07311 ー0.4T491

0.附62

350
-0.4鵬 0.昭弘2

-0.4伽T 0.0湖7 -0.4椚80 0.032TT

田 ー0.50000 0.00000 -0.珊 0.00000
-0.肋 0.(X槻



Esin鴎α+Fcos■α+Gsin(肘2)α+Hcos(h十2)α=0

-Esin mα+Fcos
m a-Gsin(n･2)α+Hcos(m+2)α=O

Emcos fbαpFh Sin hα+G(A+2)cos(m+2)α-H(n+2)sin(h+2)α=O

Emcos mα+Ftb Sin mα+G(m+2)cos(n+2)α+H(n+2)sin(n+2)α==0

6-2-31

上式で符号のみが違う項があるので､

①+②より Fcos机α+Hcos(肘2)α=0

④-③より Fmsin mα+H(m+2)sin(m+2)α=0

①-②より Esin mα+Gsin(m+2)α=0

③+④より Emcos職α+G(附2)cos(m+2)α=0

と書き表わされる｡

よって､E=G=0のときは､⑤,⑥より

COS m α COS(m+2)α

msln mα (附2)sin(附2)α
=0

∴(m+1)sin 2α+Sin 2(m+1)α=0

F=H=0のときは､⑦,⑧より

Sln mα Sin(m+2)α

mcos mα (m+2)cos(肘2)α
=0

∴(m+1)sin 2a-Sin 2(m+1)α=0

⑤

⑥

⑦

⑧

23+26■

6-2-33

6-2-34

①

②

③

④

が成り立たなければならない｡

式6-2-33は隅角部角度2等分線に対称な応力状態の場合に､式6-2-34は隅角都角度2等

分線に逆対称の場合に成り立つ条件式である｡

よって式6-2-14と同じように応力成分は係数をまとめて次式のように表わされる｡

M=∑fjrmj
j=1
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Q=∑g｣叶1
j=1

6-2-35

fj･gjは､隅角部角度2αと境界条件によって決まる係数である｡式8-2-35も式

6-1-1と同じ形である｡式6-2-33は式6-2-10と､式8-2-34は式6-2-11とまったく同じであ

る｡よってmj(j=1-2･3…)の値も同じとなり､ml･m2の値は表6-2-1で示される

6-3 隅角部の強さの解析

本節では､隅角都の強さを具体的に解析する｡前節で定義づけたように隅角部の強さは

隅角酢先端付近の応力分布の特性を表わすパラメーターである｡よって隅角部の強さを解

析するには､隅角部の応力解析が必要となるが一般には難しい｡そこで応力解析ができ､

隅角部先端付近と同等と見なせる形状､つまり隅角那を有する形状で､より簡単な形状で

ある矩形孔､及びその境界上で変位拘束を受ける無限板を対象とする｡

さらに､式6-2-10,式6-2-11等から求められるml･m2‥･の値は､任意の隅角部角度

に対しては一般に無理数であるので隅角那の強さを解析的に求めるのは難しい｡そこで､

有理写像関数を用いて得られた応力分布を用いる方法で隅角都の強さを求める｡これには

出来るだけ鋭い隅角静に対する応力解析が必要である｡

ここで矩形孔を有する無限領域を学位円外部に等角写像する写像関数について具体的に

述べる｡図6-3-1を参考にして､境界上を時計回りに一周する経路を考えるとSc加arz-

Christoffe)の公式より写像関数は次のように表わされる｡

Z-Pl.

D

-1

6

A

C

田

1

B

ダーPl.

囲8-3-1 矩形孔と単位円
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z=甜(;)=KJ(;-1)∂(;+i)ト∂(∈+1)∂(∈-i)
1-∂
dこ

ここで無限領域中の矩形孔についてB,D点での角度を∂7rとすると､A,C点での角

度は(花-∂7E)=(1-∂)花となる｡A.B,C,Dの各点が単位円周上のA.B･

C,Dの各点に対応しており､その値はそれぞれ1,-i,-1,iである｡又､係数K

は矩形孔の大きさに関するパラメーターで､解析では単位長a=1.0に対する値にするこ

とが多い｡∂花=00のときはy軸に沿う長さ2aのクラックに相当し､∂花=1800の

ときは半無限板に相当する｡

式6-3-1を次のように変形する｡

z=甜(;)=KJ(;2-1)∂(こ2+1)ト∂d;

こ2

dz dぴ(;) (∈2-1)∂(;2+1)1-∂

-=K

dこ dこ

=K(ト1/;2)∂(1+1/;2)1-∂

al a2 a3

=K(1+一一鵬---+ ニ+~

;2 こ4 ;6

項別積分を実行すると次式のように表わされる｡

Z=甜(;)=K(;+-

al a2 a3

州+鵬+-仙+･･･)

; ;3 ∈5

そして次式のような分数式の和の形を考える｡

Bjβj/∈

トβj/∈2

-+･･･)

6-3-2

6-3-3

6-3-4

Bjβj Bjβj2 Bjβj3

+
-r~

+

∈
;3 ;5

式6-3一化式6-3-5の係数を比較し､次式を満足するようにBj･βjを決める｡
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∑Bjβjk=ak(軋2･3･･･,2n)

Bj,β

6-3-6

jが決まれば式6-3-4の第2項以降を式6-3-5で置き換えることによって次式が求

められる｡

n

Z=α(∈)=K(;+∑

n

=Kこ+K(∑

+COnSt.)

トβj/∈2

-Bjβj/2

√βj-;

2n
Ek

=Eo;-卜∑- ーーーー十E
;k-;

-Bjβj/2

-√βj-こ

)+COnSt.

8-3-7

式6-3-7が矩形孔を有する無限額域を単位円外部に等角写像する分数式の和の形の写像

関数である｡ここでE-1は図形のX軸方向､y軸方向の移動を表わすものであり､ここで

は矩形孔の対称軸にX軸､y軸を選ぶDもっともE-1は応力解析上は無関係である｡

式6-3-7で写像される矩形孔を有する無限板､及びその境界上が変位拘束を受ける無限

板を対象として隅角部の強さを具体的に解析する｡

今､図6-3-2に示すように､y軸上のぴxの分布を考える｡実線が解析結果の概略であ

る｡但し､式6-3-7の等角写像関数を用いているので､隅角部先端が完全な鋭角ではなく､

小さな丸みがある｡よってその点での応力値は有限値となる｡しかし隅角那先端が完全な

鋭角の場合､その点での応力値は無限大となる｡この場合のy軸上のびxの分布の概略は

図の破線のように表わされる｡つまり隅角那先端から､少し離れれば両者はほぼ一致する｡

r

囲6-3-2 応力分布概略図

ロx｢~ml

rm2~ml

図6-3-3 式8-3-8の関係概略図
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軸上のロxの分布も､式6-2-14のように無限級数の形で表わされる｡そして､びxを

｢一巾1ぴx=fl+f2r鴨川+f3｢Ⅲ細+･･･ 6-3-8

ここで､ml･m2･m3･･･は式8-2-10の根である｡

解析結果と隅角部先端が完全な鋭角の場合の応力分布とにつき､式8-3-8で表わされる

関係の概略を示すと囲6-3-3のようになる｡つまり隅角部先端のごく近傍では両者に差異

があるが､少し離れればほぼ一一致する｡国には直線となる範囲がありその癖の外挿によっ

て式6-3-8のflめ値を得ることができる｡以上の方法で式6-ト1の第1項の係数､つま

り隅角部の強さを求める｡

y

ml

(a)平面弾性問題で自由境界の場合

平面弾性問題で自由境界の場合の隅角静の強さを解析する｡矩形孔を有する無限板にX

軸方向無限遠での一様引張が作用する場合を考える｡

矩形孔を有する無限板が､X軸方向無限遠で一様引張を受ける場合､y軸上の隅角部先

端付近のぴxの分布を次式のように表わす｡

T.....T
O● 90● 揮180●

囲6-3-4 式6-3-9のf∂の値

-

83 -



fβ

びx=…rml+fβ2rm2+fβ3rm3+…
√2

6-3-9

そして前述の方法で第1項の係数fβを求めた｡矩形孔の角度80～1800について図

6-3-4に式6-3-9のfβ値を示す｡ここで第1項の係数の1/√2は､矩形孔の角度が80

(つまりy軸上で長さ2aのクラック)の場合の応力拡大係数とfβの関係を分りやすく

するために乗じたものである｡

(b)薄板の面外曲げ問題で自由境界の場合

薄板の面外曲げ問題で自由境界の場合の隅角部の強さを解析する｡(a)と同様に矩形

孔を右する無限板を考える｡荷重条件はX軸方向無限遠での一様面外曲げとする｡形状及

び等角写像関数は(a)とまったく同じである｡応力解析も3-7節とまったく同様の方

法で解析できる｡応力解析の結果よりy軸上のMxの分布を考える｡薄板の面外曲げ問題

においても､隅角都先端が完全な鋭角ではなく小さな丸みを有する場合と､完全な鋭角の

場合とについてy軸上のMxの分布は国6-3-5のように表わされる｡

y軸上のMxの分布も､式6-2-2丁のように無限級数の形で表わされ､

｢-mlMx=fl+f2rm2-ml十f3rm3-ml+…

Mxをrmlで除し

6-3-10

ここでml･m2･m3･…は式6-2-25の根である｡解析結果と隅角部先端が完全な鋭

角の場合の応力分布とにつき､式6-3-10の関係の概略を示すと図8-3-6のようになる｡そ

してほぼ一定値(又は､直線)の範囲から外挿によって第1項の値flを得る｡以上より

薄板の面外曲げ問題についても隅角弥の強さが求められる｡

矩形孔を有する無限板が､X軸方向無限遠で一様面外曲げを受ける場合､y軸上の隅角

部先端付近のMxの分布を次式のように表わす｡

r

囲6-3-5 曲げモーメント分布概略図
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Mx｢~ml

｢m2~ml

国6-3-6 式6-3-10の関係概略図



fβ

Mx=叫rml+fβ2rm2+fβ3｢鵬+…

√2
6-3-11

そして前述の方法で第1項の係数を求めた｡矩形孔の角度00～1800について､図

6-3-7に式6-3-11のfβ値を示す｡ここで第1項の係数の1/√2は(a)と同様に､応力

拡大係数とfβの関係をわかりやすくするために乗じたものである○

(C)平面弾性問題で固定境界の場合

平面弾性問題で固定境界の場合について隅角都の強さを解析する｡隅角詐を有する形状

は矩形の境界上で変位拘束を受ける無限板を考える｡荷重条件はX軸方向無限遠での一一様

引張りとする｡応力解析は第2章で述べた複素応力関数と等角写像関数を用いる方法によ

る｡ます､応力解析の結果を図6-3-8に､∂花=90｡､斤==2.0の場合について示す｡囲

6-3-8よりX軸上のびxの分布を用いて隅角詐の強さを求める｡この場合､隅角那の角度

∂花､長さaを図6-3-8のようにとる｡

この場合も､隅角部先端が完全な鋭角ではないので､小さな丸みを右する場合と､完全

な鋭角の場合とに対して､X軸上のげxの分布は図6-3-9のように表わされる｡X軸上の

ぴxの分布も､式6-2-16から無限級数の形で表わされ､びxを｢-mlで除した次式を考え

｢一拍1びx=fl+f2rm2-ml+f3rm3-ml十… 6-3-12

ここでml,m2･m3･…は式6-2-1アの根である0式6-3-12の関係の概略を示すと､

図6-3-10のようになる｡そして前述と同様の方法で隅角詐の強さが求まる｡

矩形の境界上で変位拘束を受ける無限板が､X軸方向無限遠で一様弓庵を受ける場合の

X軸上の隅角都先端付近のげxの分布を次式のように表わす0

びx=frrml+fr2rm2十fr3rm3+… 6-3-13

そして､前述の方法で第1項の係数を求めた○矩形の角度0｡～180｡について､図

6-3-11に式6-3-13のfr値を示す｡

又､この葛鯛じ隅角部先端付近においてげyの分布も同様､次式のように表わされる｡

びy=fβrml+fβ2rm2+fβ3｢鵬+･･･
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00 900 J九 1800

図6-3-7 式6-3-11のfβ値

図6-3-8 一様張りを受ける場合の応力分布
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図6-3-9 応力分布概略図

Jxr■ml

rm2●ml

図6-3-10 式6-3-12の関係概略図

0● 90●
帥

180●

囲6-3-11式6-3-13のfr値

さらに､式6-3-13のfrと式6-3-14のfβとは次の関係が成り立つ8

fβ
(ml･2)((ml+か1)sin(mlα)ト(ml+2)2sin((ml･2)α)

fr (ml+2)(くml+ぶ+1)sin(mlα)ト(ml-2)佃+2)sin(佃+2)α)

- 87 一
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次に､荷重条件として無限遠での一様セン斬について解析する｡応力解析の結果として､

郎-3-12に∂花=900･ぷニ2･0の場合を示す｡図6-3-12よりX軸上のてxyの分布を用い

て隅角部の強さを求める｡この場合の隅角詐の角度も､X軸上の角度が対応することにな

る｡そして大きさの基準もX軸方向の長さが単位となる｡

矩形の境界上で変位拘束を受ける無限板が､無限遠で一様セン斬を受ける場合､X軸上

の隅角部先端付近のどxyの分布を次式のように表わす｡

Txy=frβrml+frβ2rm2+･frβ3rm3+… 6-3-16

そして､同様の方法で第1項の係数を求めた｡矩形の角度00 ～1800 について､図6-

3-13に式6-3-16のfrβ値を示す｡

(d)薄板の面外曲げ問題で固定境界の場合

薄板の面外曲げ問題で固定境界の場合の隅角弥の強さを解析する｡隅角部を有する形状

は､(C)と同様に矩形の境界上で変位拘束を受ける無限板を考える｡荷重条件はX軸方

向無限遠での一様面外曲げとする｡解析は第2章で述べたたわみ関数と等角写像関数を用

いる方法による｡応力解析の結果として､国6-3-14に∂花=900､∬=2.0の場合を示す｡

因6-3-14よりX軸上のMxの分布を用いて隅角静の強さを求める｡この場合も隅角弥の角

度はX軸上の隅角部の角度が対応することになる｡そして大きさの基準もX軸方向の長さ

となる｡

この場合も､隅角部先端が完全な角点ではなく､小さな丸みを有する場合と､完全な角

点の場合とについてX軸上のMxの分布は､因6-3-15のように表わされる｡X軸上のMx

の分布も､式6-2-35から無限級数の形で表わされ､Mxを｢■1で除した次式を考える｡

｢-mlMx=fr+fr2｢飢1+fr3｢机1+… 6-3-17

ここで､ml･m2･m3････は式6-2-33の根である0式8-3-17の関係の概略を示すと､

図6-3-16のようになる｡そして同様の方法で隅角部の強さfrが求まる｡矩形の角度00

～1800について､国6-3-17にfr値を示す｡

又､同じ隅角静先端付近においてMyの分布も同様に次式のように表わされる｡

My=fβ｢剛1+fβ2｢■2+fβ3｢書3+･･･
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図6-3-12 一様セン断を受ける場合の応力分布

90●
6¶

図6-3-13 式6-3-16のfrβ値
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図6-3-14 一様面外曲げを受ける場合の応力分布

Mxr~ml

rm2-ml

図6-3-15 曲げモーメント分布概略図 国6-3-18 式6-3-17の関係概略図

さらに､式6･3-17のfrと式6-3-18のfβとの間には次の関係が成り立つ｡

fβ
ト(mト2)+レ拍1+2川ml+2)sin((ml+2)α)+((山1+2トレ紬1+2))mlsin紬1α)

fr (㈲+2)-レ(ml-2))(ml+2)sin((帆1+2)αト((ml+2トン(ml+2))mlsin(mlα)

6-3-19
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0● 90● 6¶ 180●

図6-3-17 式6-3-17のfr値

6-4 まとめ

本章では､隅角部先端付近の応力分布の特性を表わす隅角部の強さを定義し､隅角静の

より簡単な形状として矩形孔及び､矩形の境界上で変位拘束された無限板について具体的

に隅角部の強さを求めた｡解析は､平面弾性問題及び薄板の面外曲げ問題の自由境界､固

定境界の場合につき､X軸方向無限遠での一様引張､一様面外曲げ及び一様セン断の荷重

に対して行った｡そして､隅角部先端近傍の応力成分は式6-1-1の形で表わされることを

示した｡隅角辞の強さは形状や､荷重条件に依存する｡本章で求めた隅角静の強さは以下

の章で述べる応力集中と密接な関係がある｡
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第7章 隅角畜βの強さと応力集中係数表示式

第1項の係数との関係

7-1 まえがき

本章では､隅角部の強さと応力集中係数表示式の第1項の係数との関係について述べる｡

応力集中に関する系統的な研究としては､西田(1981)による切欠きの角度､深さ､切欠き

先端の丸みの曲率半径と応力集中についでの光弾性実験による研究､同じくHeywood(1952)

研究､.平野(1950)による複雑な形状の孔､又は切欠きの応力集中を等価な楕円に置き換え

てより簡単に求める方法､Heuber(1958)による浅い切欠きと深い切欠きから任意の切欠き

の応力集中を近似する三角則等が見られる｡

しかし､応力集中に関する研究は大半が個々の形状や荷重条件に対する解析を主とした

もので､応力集中一般に成り立つ法則はあまり見い出されていないようである｡応力集中

の原因は種々あるが､ここでは形状が原因となっているものを考え､図ト1-1のように分

類する｡そして切欠き先端に丸みを有する∨字形切欠き(角度の2等分線に対称な形状)

で､角度の2等分線に対称及び逆対称な応力状態について考える｡この時､応力集中の主

な原因は切欠きの角度2αと切欠き先端の丸みの曲率半径βである｡よってこの2つの要

素を取り上げ､隅角部の強さと応力集中との関係を示す｡

∨字形の切欠きの研究は､その要素として､切欠きの深さを河本･赤沢(1951)が､切欠

き底の曲率半径を河本(1951)が､切欠きの角度を河本･閑(1951)が､それぞれ研究してい

る｡

7-2 応力集中係数表示式

切欠き先端に丸みのあるV字形切欠きで､角度の2等分線に対称な形状のとき､任意の

荷重に対して､角度の2等分線上の応力集中は､丸みの曲率半径βを用いて次式のように

表わされる[長谷部(1971a,b),Hasebe,et a暮.(1986a,b)]｡

=∑hjβmj
びmax

j=1

=hlβml+h2βm2十h3βm3+…
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巨]

対称な形状

チタ‡O
l,"!止寺

……･･････…･一任意の切欠き……･･･…･･--･-･切欠き

応力集中表示式

･････…･…･･･････eX.鋭いⅤ字形切欠き

支)2α隅角部の強さ

p≒0･･････…･…-･-…eX.U字形切欠き

垂)謝･応力集中表示式

タコ0･･…･……･･クラック

=∈〕茄0･

l2α≡住専葦

応力拡大係数

の力学

･･･クラック

の力学

･･･…･･eX.鋭いⅤ字形切欠きから発生したクラック･･-･…･･クラック

隅財部の強さを用いた

応力拡大係数を求める近似式

図トト1 V字形切欠き分類及び切欠きから発生したクラック

-
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ここで､mj(j=1,2,3･･･)は平面弾性問題と薄板の面外曲げ間臥自由及び､固定境界

又､角度の2等分線に対称及び､逆対称な応力状態に対して､それぞれ式(6-2-10),

(6-2-11),(6-2-17),(6-2-25),(6-2-26),(6-2-33)(6-2-34)の特性方程式の根である｡係数

hl･h2･h3…は各々の場合の形状､境界条件によって決まる｡式7-2-1でβが小さ

い時､第1項は特異性により第2項以降に比べて値が大きく応力集中の主な要因となる｡

故に丸みの曲率半径βが小さい時は､次式のように第1項の係数hlが応力集中のパラメ

ぴmaxニhlβml ト2-2

第1項の係数hlを求めるに臥与えられた荷重条件のもとで､V字形切欠き先端の角

度の2等分線上の応力値を求め､式7-2-1又は式7-2-2に､丸みの曲率半径と対応する集

中応力値を代入して､係数を求める｡つまり式ト2-1の始めの数項を用いる場合は､いく

つかの異なった曲率半径の丸みに対するび帆aXの値が必要である｡式ト2-2に代入する場

合は､十分小さい曲率半径の丸みに対するびmaxの値が必要である0

7-3 応力集中係数表示式第1項の係数

前節で述べたように､応力集中係数表示式の第1項の係数は､応力集中の重要なパラメ

ータであるので､以下､具体的に矩形孔の場合の係数について解析する｡

(a)平面弾性問題で自由境界の場合

荷重条件はX軸方向無限遠での一様引張､応力解析は第2章で述べた複素応力関数と等

角写像関数を用いる方法による｡

等角写像関数は､式6-3-7を用いて､応力解析する｡6-3節で述べたように､式6-3-7

によって写像される形状は､切欠き先端が完全な角点ではなく､十分小さい曲率半径の丸

みを有している｡さらに第2章で述べているように､写像aれた形状に対する応力解析で

は厳密解が求められる｡よって求められた切欠き先端の､角度の2等分線上の応力値と､

十分小さい丸みの曲率半径を式7-2-2に代入して､応力集中係数表示式の第1項の係数

hlが求められる｡

矩形孔を有する無限板において､X軸方向無限遠での一様引張のもとで､切欠き底のy

軸上に集中する応力値びxmaxを次式のように表わす0
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ぴx舶X=hββ山+hβ2βm2+h∂3βm3+… ト3-1

そして､前述の方法で第1項の係数hβを求めた｡囲ト3-1に矩形孔の角度00～1800

に対する式7-3-1のhβの値を示す｡

(b)薄板の面外曲げ問題で自由境界の場合

荷重条件はX軸方向無限遠での一様面外曲げとする｡解析は第2章で述べた方法による｡

矩形孔のある無限板が､X軸方向無限遠で一様な面外曲げ荷重を受けるとき､切欠き先端

のy軸上の応力集中値Mxmaxを次式のように表わす｡

Mxmax=hββml←hβ2βm2+hβ3βm3+…

0● 90● 揮180●

図7-3-1式ト3-1のhβの値

7-3-2

90● J九 1800

図ト3-2 式ト3-2のhβ値
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そして､同様の方法で第1項の係数hβを求めた｡囲ト3-2に矩形孔の角度0｡～180｡

に対する式ト3-2のhβ値を示す｡

(C)平面弾性問題で固定境界の場合

矩形の境界上で変位拘束を受ける無限板を考える｡荷重条件はX軸方向無限遠での一様

引張とする｡応力解析は第2章で述べた複素応力関数と等角写像関数を用いる方法による｡

形状､及び等角写像関数は前節とまったく同じである｡矩形の隅角都先端のX軸上の応力

集中値びxmaxを次式のように表わす｡

ぴxmax=hrβml+hr2βm2+hr3βm3+･･･ ト3-3

そして､同様の方法で第1項の係数hrを求めた｡囲ト3-3に矩形の角度0｡～180｡

に対する式トユー∽hr値を示す｡

00 900
6忙

即-3-3 式ト3-3のhr値
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次に､無限遠で一様セン断荷重を受ける場合を解析する｡応力解析は第2章で述べた方

法による｡形状及び等角写像関数は前節とまったく同じである｡矩形の境界上で変位拘束

を受ける無限板において､無限遠での一様セン斯荷重に対する隅角部先端のX軸上の応力

集中使丁rβmaxを次式のように表わす｡

rrβmax=hrββml十hrβ2βm2+hrβ3βm3十･･･ 7-3-4

そして､同様の方法で第1項の係数hrβを求めた｡図ト3-4に矩形の角度00～

1800に対する式ト3-4のhrβ値を示す0

180000 900

図7-3-4 式ト3-4のhrβ値
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(d)薄板の面外曲げ問題で固定境界の場合

矩形の境界上が変位拘束を受ける無限板を考える｡荷重条件はX軸方向無限遠での一様

面外曲げとする｡応力解析は第2章で述べた方法による｡形状､及び等角写像関数は前節

とまったく同じである｡隅角部先端のX軸上の応力集中値Mxmaxを次式のように表わすo

Mx爪aX=hrpnl+hr2Pn2+hr3Pm3+･･･ 7-3-5

そして､同様の方法で第1項の係数hr■を求めた｡図7-3-5に矩形の角度00～1800

に対する式ト3-5のhrの値を示す｡

7-4 隅角部の強さと応力集中係数表示式第1項の係数との関係

隅角部の強さは第6章で述べたように次式

げ=∑ fj｢
j=1

mJ

で表わされる応力分布の第1項の係数である｡

00 gO0 6¶ 1800

国7-3-5 式7-3-5のhr値
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次に､隅角部先端に丸みのある切欠きや孔の応力集中は､7-2節で述べたように次式で

表わされる｡

=∑hjβmjび附X

j=1

7-4-2

ここで丸みの曲率半径βが小さい場合､応力集中は次のように式ト4-2の第1項のみで

ぴmax=hlβm1 7-4-3

ここで､式ト4-1の第1項の係数､つまり隅角部の強さと式7-4-2の第1項の係数とを､

次のように関係づける｡

fβ=Cβhβ

fr=Crhr

frβ=Cr∂hrβ

7-4-4

ここで､β,｢.｢βはそれぞれ接線方向､法線方向応力成分､セン断応力成分を表わ

す添字で､Cβ･Cr･Crβは各応力成分に対する係数である｡

式7-4-4により､隅角静の強さ又は応力集中係数表示式の第1項の係数のどちらか一方

が既知ならば他方の値は求められる｡つまり鋭い角の隅角部の強さと､先端に丸みのある

隅角部の応力集中とが関係づけられる｡

式ト=の係数C∂･Cr･Crβは､荷重条件や形状によらず､隅角部の角度のみに

依存する｡以下具体的に係数を求める｡

(a)平面弾性問題で自由境界の場合

隅角静角度の2等分線に対称な接線方向応力成分について考える｡次式ト4-5のfβと

hβに各々､図6-3-4(式6-3-9のfβ)･図ト3-1(式ト3-1のhβ)の値を代入して

C∂を求める0

fβ=Cβhβ 7-4-5

図7-4-1,表7ヰ1に得られた各角度のCβの値を示す｡このCβ臥平面弾性問題で自

由境界､隅角部角度の2等分線に対称な応力状態の場合に成り立つ係数である｡
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0 う00 600 900 1200 1500180●

飯

図ト4-1式7-4-5のCβ値

表ト4-1式卜小5のCβ値

8¶ Cβ 8¶ Cβ

0 0.5 100 0.519

10 0.5(X) 110 0.531

20 0.5(X) 120 0.549

30 0.500 130 0.576

40 0.500 140 0.`15
50 0.501 150 0.676

60 0.502 160 0.775

70 0.503 170 0.952

80

90

0.506

0.512

180 1.414

(b)薄板の面外曲げ問題で自由境界の場合

隅角部角度の2等分線に対称な､接線方向応力成分について考える｡次式7-4-6のf

とhβにそれぞれ､図6-3-7(式6-3-11のfβ)･図ト3-2(式ト3-2のhβ)の値を代入し

てCβを求める｡
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fβ=Cβ｢丁㌃hβ ト4-6

図7-4-2･表卜小2に得られた各角度のCβの値を示す0このC∂は､薄板の面外曲げ問

題で自由境界､隅角部角度の2等分線に対称な応力状態の場合に成り立つ係数である｡

6

山｢

〇
.
㌔
〇
.

0 500 600 900 1200 15001800

在

国ト4-2 式7-4-6のCβ値

表卜小2 式ト4-6のCβ値

8¶
v=0.0 γ=0.25 v=0.5

Cβ Cβ C∂

0 0.5 0.5 0.5

10 0.456 0.458 0.462

20 0.433 0.438 0.443

30 0.417 0.424 0.430

40 0.406 0.414 0.422

50 0.396 0.406 0.415

60 0.389 0.402 0.411

70 0.384 0.397 0.408

80 0.379 0.395 0.407

90 0.375 0.394 0.408

100 0.373 0.394 0.410

110 0.372 0.397 0.414

120 0.373 0.400 0.420

130 0.376 0.407 0.428

140 0.382 0.415 0.440

150 0.390 0.428 0.458

160 0.403 0.448 0.483

170 0.425 0.478 0.522

180 0.471 0.544 0.606
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式ト4-6の(3十レ)/(1+レ)は､C∂がなるべくポアソン比に依存しないように

するため用いられている｡

(C)平面弾性問題で固定境界の場合

隅角部角度の2等分線に対称な､法線方向応力成分について考える｡次式ト4一丁のf

とhrにそれぞれ､図6-3-=式6-3-13のfr)･図7-3-3(式ト3-3机｢)の値を代入

してCrを求める｡

fr=Crhr
7-4-7

｢

図卜小3,表7ヰ3に得られた各角度のCrの値を示す0このCrは､平面弾性間昏で固

定境界､隅角部角度の2等分削こ対称な応力状態の場合に成り立つ係数である｡

次に､隅角部角度の2等分線に逆対称な応力分布であるセン断応力成分について考える｡

次式ト4-的frβとhrβにそれぞれ､図6-3-13(式6-3-16のfrβ)･図ト3-4(式

7-3-4のhrβ)の値を代入してCrβを求める0

frβ=Cr∂hrβ
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表7一= 式7-4イのCrせ

8¶
K=5/3 K:=2 K=3

Cr
･Cr

Cr

0 1.238 1.178 1.060

10 l.108 1.0る3 0.966

20 1.042 1.α】4 0.918

30 0.999 0.963 0.8糾

40 0.966 0.934 0.8`1

50 0.94l 0.912 0.840

60 0.922 0.894 0.825

70 0.906 0.柳 0.814

80 0.893 0.87l 0.804

!抑 0.883 0.863 0.796

1∝I 0.877､ 0.860 0.79l

110 0.879 0.859 0.7!抑

120 0.888 0.861 0.793

130 0.905 0.866 0.798

140 0｣927 0.871 0.810

1王氾 0.953 0.881 0.828

160 0.975 0.898 0.8ご姑

170 0.994 0.930 0.901

180 l.∝旧 l.∝氾 l.∝旧

図ト=,表ト4一帖得られた各角度のCrβのせを示す｡このCrβは､平面弾性同席

で固定境界､隅角那角度の2等分線に逆対称な応力状蝶の場合に成り立つ係数である｡

0● 60● 迫0● 1る0●

6¶

即-4-4 式ト=のCrβ鎮
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表7-4-4 式ト=のCrβ鑑

∂汀
K=1 K三女 K=3

Crβ Crβ Crβ

0 0.0 0.236 0.354

10 0.0(娘 0.233 0.3ヰl

20 0.∝)9 0.232 0.339

30 0.016 0.235 ′0.338

40 0.02` 0.241 0.封【1

50 0.037 0.249 0.封5

60■ 0.053 0.259 0.352

70 0.071 0.272 0.3る2

80 0.092 0.286 0.373

卯 0.116 0.305 0.3郎

l00 0.142 0.326 0.405

110 0.172･ 0.351 0.427

120 0.202 0.379 0.452

130 0.236 0.414 0.483

140 0.270. 0.458 0.523

150 0.316 0.511 0.575

160 0.388 0.583 0.古48

170 0.529 0.687■ 0.7`0

180 l.0(X) 1.000 l.∝XI

(d)薄板の面外曲げ問題で固定境界の場合

隅角辞角度の2等分線に対称な､法線方向応力成分について考える｡次式7-4-8のf

とhrにそれぞれ､郎-3-1丁(式=一1丁のfr)･即-3-5(式ト3-5のhr)の鐘を代入

してCrを求める｡

fr=Crhr 7-4-9

固ト4-5,表ト4-5に得られた各角度のCrの鏡を示す｡このCrは､薄板の両外曲げ雨

竜で固定境界､隅角部角度の2等分線に対称な応力状態の場合に成り立つ係数である｡

Appendix[平面弾性同席の同定境界で∂花=00の場合の隅角那の強さと応力集中との関

係]

隅角都角度∂冗=00の場合のfr億は以下のようにしても求まる｡∂花王00の尊台､
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表7-4-5 式ト4-的Cr値

00 600 1200 1800

図ト4-5 式ト4-9のCr値

8℡
γ=0.0 γ=0.25

Cr Cr Cr

0 0.354 0.442 0.530

10 0.354 0.442 0.529

20 0.354 0.441 0.528

30 0.354 0.440 0.526

40 0.354 0.439 0.523

50 0.354 0.437 0.519

60 0.355 0.435 0.513

70 0.356 0.434 0.506

80 0.358 0.434 0.498

90 0.362 0.435 0.491

100 0.367 0.436 0.488

110 0.376 0.438 0.487

120 0.389 0.444 0.487

130 0.407 0.458 0.493

140 0.435 0.478 0.503

150 0.478 0.510 0.526

160 0.548 0.564 0.573

170 0.673 0.675 0.676

180 1.000 1.000 1.000

クラックの境界が変位拘束された､つまり線状介在物先端部を考え､その近傍の応力成分

は式6-ト1で表わされる0この式の第1項の係数KIrとK皿｢は複素応力関数¢(こ)

と写像関数α(∈)を用いて次式のように表わされる[Hasebe(1984)】｡

KIr-iK皿｢=√花e (び1)/√α‥(び1) A-7-1

ここで∂はクラックとX軸とのなす角､ロ1はクラック先端に対応する学位円臥Lの座標

値である｡この式は自由境界問題の場合の式6-1-2に相当する｡複素応力関数¢(こ)と

写像関数W(;)については文献rHuskhe[ishvi=(1963)]の楕円形状に対する解析を応用

する｡

MuskheIishv=i(1963)の式を次に記す｡

R

¢(;)=｢R;+(｢m+｢')鵬繊

だ∈
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｢=｢=エ,｢･=-⊥pe-2iα
4 2

又楕円形状は次式のように表わされる｡

Z=α(こ)=R(こ+-)(R>0)

;

さらにaニR(1･m),b=R(1-m)

A-ト3

ここで､楕円介在物の剛体的回転はないものと

する｡クラック方向に大きさPの一様引張荷重を

受ける場合

a

m=1.R=職とおくと

2

P P P
¢●(;)=一鵬a-(叫一柵)--

A-7-2

J㌧ク.

富

/P之p lノく◆/ ∠
′エ

ウ 2 α

/

一様引張りを受ける楕円介在物

8 4 2
2£;2

a

伽tt(こ)=一叫

;3

式A一ト1に代入する｡A点では､こ=1.∂=0なので

P a P a

KIn-iKIn=√花(･仙職+
｢

一

一､⊥｢

実部よりKIr=

=√花

)/√a
8 8だ

P√a (方+1)

8 斤

P√花a (だ+1)
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β=0上で

びx=

代入すると､

ぴx=

√'2花｢
(〟+3)

1 p√花a (だ+1)

√2花｢ 8 だ

P√a (斤+1)(方+3)

√｢

(斤+1)(方+3)

8√2〟

∴ぴx=

P√a

√｢

8√2ぷ

=frと定義する0

fr

次に楕円介在物の場合のA点の応力値を求める｡

Muskhelishvi)i(1963)より

¢-(;)=

PR P P R

-･(---m-- ----)-一一-
4 4 2

(〝+3)

A-7-6

A-7-7

方=1のときfr=0･707(⊥)
√2

斤=5/3

方= 2

〟= 3

斤;2

fr=0･660(

fr=0･663(

14

15√2

15

16√-2

fr=0･707(⊥)
√2

m

仏'(こ)=R(1-- +)

;2

さらに楕円形状ではA点の丸みの曲率半径βと短径､長径は次のようになる｡
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1-b/a

b=イ~aβ, m=
~

b/a +1

CTx+Oy=4Re[¢'(∈)/W'(;)]

A点では､;=1となり

Ox+Oy=4Re[R(

実数なので､

びx+αyニ

(1--･m)

P P P

--(---･-- m-･----一)
4 4 2 〟

1

(1-(m-･2)--)
ぷ

境界上では

びβ/ぴ｢=(3-ぷ)/(1+斤)

なので､

げy=びx(3一方)/(1…)

となり､

4 P

げ.′
-】】

=----岬一山(1-(m--2)
1+ぷ 1-m

1-b/a

m=

さらに

, b=√aβ
b/a+1

を代入すると､

p√a (〟+1)2
αx=

√β 8ぷ

A-7-9

A一ト10

■)/R(1-m)]

A-7-11

A-7-12

A-7-13

A-ト14

A-ト15

A-7-16

(ぷ+1)(方+3)
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ここで､

とおくと､

(7

上式より

√a

P朋一叫 hれ寸一P

√β

(斤+1)(だ+3)

8方 だ=1のときhr=0･5(｣)

摘′3 hr=0･533(j)

だ=2 hr=0･563(j)

だ=3 hr=0･667(j)
3

β一拍0のとき､半平面に相当し､境界上の応力成分は次式のようになる｡

(第1項→0)

(ぷ-ト1)(だ+3)
ぴx=P

∴ Cr=

8斤

fr

hr

(斤+3)

√2(方十1)

ー 109 一

A-7-17

ぷ=1のとき びx=1

だ=5/3 びx=0･9333

〟=2 げx=0･9375

斤=3 0■x=1

14一15

15一16

(

(



さらに一様引張荷重の方向をy軸方向とした場合のA点の応力成分について解析する｡

R
¢(こ)=｢R;+(r~,m+｢-)---一一一～

〝∈

ここで｢･=ヱ,｢-=柵⊥pe-2iα
2

1
-

叫

Pe

2

-1花

1
=

鵬

P

2

1
又､ ｢'==--P

2

¢(;)=

¢′(こ)=-

P P R
;+(-･柵+-伽)鵬-

4 2 〝;

PR 3PR l

花

α=柵なので､
2

4 4
斤;2

m a

又､甜(;)=R(;-トーーーー)より mニ1,R=一柵なので
こ 2

∴甜''(こ)=

;=1のとき､¢t(1)=
Pa 3Pa 1

8 8 斤
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3Pa l

ー)/√a
£

(ぷ-3)

P√膏~畠
∴KIr=

β=0上で

ロx=

αx=

ここで､

8〟

√官有下

P√花a

(〝-3)

(ぷ+3)なので､KIrを代入すると､

(ぷ-3)(∬+3)/√官女子
8∬

P√a (芳一3)(ぶ+3)

8√2方

(芳一3)(だ+3)

8√2片

一方楕円形状とすると､

Ox+Oy=4Re[

¢-(;)=

ここで

=frとおく｡

¢'(;)

PR Pm

-(∴+
4

P R

2
方;2
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m

α'(;)=R(1-∵)

;2

;=1を代入すると､

芳一m-2
びx+びy=P

〟(1-m)

げx十びyは[ぴβ/び｢=(3⊥斤)/(1+斤)]より

4

=びx(

∴αx=P

Cr=

)となる｡

√a (斤+1)(芳一3)

√β 8ぷ

(〟-1)(斤+1)

fr
(だ+3)

hr √2(斤+1)

この値は式A-7-17 と一致する｡よって荷重の方向が900変化してもCrの値は同じで

あることが分る｡

さらに一様セン断荷重の場合についても同じように解析できる｡

KIr-iKⅡ｢〒√冗e
2¢一(び1)/√α…(げ1)

より

S√花a
KⅡ｢=-

又 rrβ=-

であるので､

(〟-1)
√師

(β=0上で)
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S√a (〝-1)

Trβ-

ぷ-1

√｢ 2√2斤

‥

----‥-･-=fハ凸と定義する｡｢β
2√2〟

さらに､

rxy

を得る｡

(方十1)

2斤

-

を得る｡

一様せん断を受ける楕円介在物

〟=1のときfrβ=0

斤=2

〟∵=3

S√■a (斤十1) S(だり)
仙~~~~叫~-→

~叫~~}●-~-■--′

+
一-

√β 2斤

∴Crβニ

2ぷ

hrβと定義し､次式を得る｡

frβ
(だ-1) (〝+1)

/ ⊥∵_
】

hr∂ 2√2斤 2斤

(方-1)

√2(方+-1)

frβ=0･177(⊥)

fr∂=0･236(⊥)
3へJ-2

だ=1のとき hrβ=1

斤=2 hrβ=0･750(j)

方=3 hrβ=0･667(j)
3
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7-5 まとめ

切欠き先端に丸みのある場合と無い場合のV字形切欠きについて､切欠きの角度と切欠

き先端の丸みの曲率半径の要素を取り上げ､応力集中と隅角部の強さ相互間の関係につい

て解析した｡式7-4-5～ト=で求められたCβ･Cr･Crβの値臥形状､荷重条件

によらず任意の場合に成り立つものである｡これらの結果は､応力集中に関する実験や､

解析のデータを整理する上で､また､見通しを立てる場合等に有効である｡さらに数値計

算や実験で応力集中部を解明しようとするとき､何らかの方法で一つの要素を求めれば､

他の要素が相互関係式によって求められる｡
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第8章 隅角畜蒋の弓重さと応力拡大係数を求め

る式との関係

8-1 まえがき

本章では､第6章で述べた隅角部の強さが応力拡大係数を求める近似式に応用できるこ

とを示す｡第5章で述べたように､切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を求める

近似式は､クラック発生前の応力分布を用いて表わされる｡つまり想定したクラック長b

に対応する位置の応力値が分かれば･､そのクラックの応力拡大係数が計算できる｡ここで､

隅角部先端付近の応力分布は一般に式6-ト1のように表わされる｡さらに隅角都先端近傍

では応力分布が式6-1-2のように表わされる0つまりクラック発生前の応力分布(隅角軒

先端付近)が隅角部の強さで表わされる｡よって任意の荷重条件に対する隅角部先端付近

の応力分布や､隅角部の強さが分かれば､その隅角部先端から発生したクラックの応力拡

大係数が計算できる｡以下具体的に示す｡

8-2 平面弾性問題の場合

まず､X軸方向無限遠の一様弓庵荷重Pを受ける､半無限板の縁にある三角形切欠きか

らy軸に沿って発生したクラックについて示す｡式5-2-2を次に示す｡

げ(b) √b
F=A 8-2-1

P √(a+b)

ここで､げ(b)はクラック長bに対応する位置でのクラック発生前の応力値である｡つ

まり切欠きの応力分布であり､式6-2-14のように表わされる｡よって式6-2-14を式8-2-1

に代入すると次式を得る｡

√b

j=1~J~~ p a+D)

F=A∑ f:bmj 8-2-2

隅角詐先端近傍では､式6-2-14の最初の項のみで応力分布が表わされる｡つまり隅角部

の強さで表わされる｡

この場合のクラックの応力拡大係数は､対称性よりモードⅠに対するものである｡よっ

てクラック発生前の応力としてはげxが対応する0びxも式6-2-14の形に表わされる｡こ

こでクラック発生前の応力を次の2つの式で表わす｡
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ぴx(b)=f∂bml

びx(b)=f∂bml+fo

8-2-3

8-2-4

ここで､びx(b)はクラック長bに対応する位置でのびxの臥fβは切欠きのX軸

方向無限遠での一様弓魔荷重による隅角部の強さ､foは定数である0式8-2-3､8-2-4

のfβ及びfoの値は､3-2節で解析した応力分布より､隅角静先端近傍の応力値を数個

選んで決定できる｡表8-2-1に切欠き角度600､800､900､1000､1200､1400､

1600に対する､式8-2-3､8-2-4のfβ及びfoの値を示す｡

よって三角形切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を求める近似式は次式のよう

に表わされる｡

F=Afβbml

P√■(a+b)

F=A{fβbml+fo}
√b

P√(a十b)

8-2-5

8-2-6

ここで､Aは図5-2-2の値である｡式8-2-5､8-2-6で計算したFの値､及び解析値と

の誤差を表8-2-2に示す｡この表よりクラックが短い時はかなりよい精度で近似値が求め

られることが分る｡式8-2-6の方がより長いクラックでも精度がよい｡クラックが長い時

に精度が悪いのは､クラック発生前の応力分布を式8-2-3､8-2-4で表わしていることに

よる｡式6-2-14のように表わされているので､より多くの項数で応力分布を表わせば精度

はよくなる｡しかし近似式としてはより複雑になる｡短いクラックの場合を簡便に求めた

い時､又はより長いクラックの場合まで精度よく求めたい時に応じて､適切に使い分けれ

表8-2-1式8-2-3I8-2-4のf∂ fo値

8¶ 600 800 900 1000 1200 1400 1600

A 1.41 1.40 1.39 1.37 1.34 1.28 1.20

式8-2-3 †e′カ･ 0.836 0.889 0.924 0.966 1.069 1.190 1.258
式 8-2-4 句/分 0.825 0.875 0.895 0.934 1.044 1.143 1.240

l′ foカー 0.125 0.083 0.105 0.099 0.062 0.087 0.024
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表8-2-2 式8-2-5Ⅰ8-2-6の応力拡大係数の値及び誤差

∂冗 b/a

Xlノ仰吋 式8-2-5 ErとOr 式8-2-6 ヱrror書

クラック

(a十b) Error書

(1) (2)
(2)-(1)

(1)
く3)

(3)-(1)
●■■-111■l■ll■■

(1)
(4)

(4)一(1)

く1)

200

0.0017

0.0542

0.1087

0.3639

0.7453

1.1224

1.1514

1.1806

1.3094

1.4814

1.1225

1.1514

1.1809

1.3097

1.4816

0.01

0.0

0.03

0.02

0.01-

400

0.0061

0.0302

0.▲1407

0.4420

0.8769

1.1234

1.1389

1.1981

1.3463

1.5362

f 1.1249

1.1383

1.1978

1.3467

1.5364

0.1

0.1

-0.03

0.03

0.01

600

0.0047 1.1020 1.1034 0.1 1.1020 0.0 1.1241 2.0

0.0098 1.1139 1.1134
-0.04

1.1171 0.3 1.1270 1.2

0.0164 1.1222 1.1203
-0.2

1.1290 0.6 1.1306 0.8

0.1859 1.2225 1.1541
-5.6

‖

1.2158
-0.5 1.2213

-0.1
0.5482 1.3951 1.2854

-7.9
1.3955 0.03

800

0.0082 1.0668 1.0751 0.8 1.0696 0.3 1.1261 5.6

0.0261 1.1082 1.1136 0.5 1.1158 0.7 1.1361 2.5

0.0655 1.1476 1.1451
-0.2 1.1578 0.9 1.1577 0.9

0.2096 1.2272 1.1863
-3.3

1.2218
-0.4 1.2334 0.5

0.5769 1.4090 1.2934
-8.2

1.4083
-0.05

900

l

0.0110 1.0424 1.0511 0.8 1.0332 -0.9 11･1276
8.2

0.0335 1.0975 1.1045 0.6 1.0964
-0.1

11.1401 3.9

0.0814 1.1504 1.1490
-0.1 1.1544 0.3 1.1662 1.2

0.1979 1.2256 1.1953
-2.5

1.2226
-0.2

1.2274 0.2

0.5389 1.3918 1.3177
-5.3

1.3913
-0.04

1000

0.0280 1.0541 1.0571 0.3 1.0445 -0.9 1.1371 7.9

0.0435 1.0781 1.0869 0.8 1.0789 0.1 1.1456 6.3

0.1022 1.1523 1.1468
-0.5 1.1519 -0.03 1.1774 2.2

0.4203 1.3371 1.2534
-6.3

1.2998
-2.8

1.3366
-0.04

0.9306 1.5583 1.4048 ⊥9.9 1.5583 0.0

u
‖0.0286 0.9421 0.9492 0.8 0.9411

-0.1

1.2131
14･0

0.0514 1.0088 1.~0157 0.7 1.0109 b.2

1200

i

0.1701 1.1667 1.1665
-0.02

_
1.1737 0.6

0.3192 1.2883 1.2547
-2.6 1.2725

-1.2
1.2881 l-0.02

1.0531 1.6066 ●1.4926 -7.1
1.6069 0.01

l

1400

0.0622 0.8774 0.8808 0.4 0.e810 0.4

1.2880

l

5.8

0.1054 q.9781 0.9773
-0.1

0.9753
-0.3

0.3189 1.2173 1.2156 -0.1 1.2311 1.1

0.7459 1.4659 1.4373
-2.2,

1.4775 0.5 1.4819 1.1

1.1402 1.6387■ 1.5627 -4.6 1.6208
-1.1 1.6407 0.1

l

t

1600

0.0185 0.4213 0.4235 0.5 0.4213 0.0

1.5034 6.1

0.1804 0.8800 0.8745.
-0.6

0.8741
-0.7

0.7971 1.4175 1.4041 -0.9 1.4095
-0.6

1.3894 1.7270 1.6762
-2.9

1.6858
-2.4

1.7336 0.4

3.0459 2.2554 2.1546
-4.5

2.1736
-3.6 2.2583 0.1
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表8-2-2には､切欠きとクラックの全体と同じ長さ､(a+b)のクラックの応力拡大

係数も示し､解析値と比較している0これより切欠き角度が60｡より小さい時は､ほとん

ど､クラックのみと同じ値であることがわかる0つまりこのような切欠きはクラックと同

じくらい危険と言える｡

次に､X軸方向無限遠での一様引張荷重Pを受ける､無限板中の矩形孔からy軸に沿っ

て対称に発生したクラックについて示す0このクラックの応力拡大係数を求める壁似式も

式8-2-1､8-2-2と同じである｡

この場合も対称性より応力拡大係数はモードⅠに対するものとなる｡クラック発生前の

応力としてはげxが対応する｡つまり矩形孔を有する無限板のy軸上のび>である｡ここ

でクラック発生前の応力を次式で表わす｡

げx(b)=fβbm1 8-2-7

ここで､びx(b)はクラック長bに対応する位置でのぴxの値､fβは矩形孔のX軸

方向無限遠での一様弓偏荷重Pによる隅角部の強さである｡

式8-2-7のfβの値は､6-3節で解析した図6-3-4の値を用いる｡よって矩形孔から対

称に発生したクラックの応力拡大係数を求める近似式は次のように表わされる｡

F=Afβbml
√b

P√■(a+bう
8-2-8

ここで､Aは図5-2-2の値である｡式8-2一陀計算したFの値､及び解析値との誤差を

表8-2-3に示す0この表よりクラックが蜘､場合はかなりよい精度で近似値が求められる

ことが分る｡この場合も応力分布をより多くの項数で表わせば精度はよくなる｡近似式と

しての簡便性と精度との兼合い､つまり短いクラックの場合だけでよい時､長いクラック

の場合まで精度よく求めたい時に応じて適切に使い分ければよい｡

ここで､いくつかのクラックの応力拡大係数が分かっている時､この近似式を用いて､

クラック発生前の応力分布が分り､さらに任意甲クラックの応力拡大係数が計算できるこ

とを示す｡

たとえば矩形孔の角度900の場合､表8-2-3より､クラック長b′aニ0.0134､0.0950､

0･222 の応力拡大係数が分っているとする0既知の値が3つなので応力分布の式を次の

ようにおく｡
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表8-2-3 式8-2-8の応力拡大係数の値及び誤差

一夕 γr
b/a 辞析且 式8-2-8 Error(i)

クラック

く2a◆2b) Error(D

一夕Tr
b/a 解析甘 式8-2-8

Err｡㈹ク詔ふ)Error(‡)(a/b) 田 Q) Hか-(1)■Ml) 凶 (①一也)ンⅦ) (a/b) 四 (2) 【の一也)ンり (3) 【Q)一(リ)バ1)

20●

0.咽 1.008 1.003
-0.5

1.000
-0.8

1M●

0.0071 0.9部 0942 06 1000 四
0.O109 1.008 1.001

-0.7
1.000

-0.8
0.0179 0.993 0:渕3 0●0 1●000 0■7

0.0215 1.00T 0.瓢
-1.1

1.000
ー0.7

0.0225 1.002 1.()肪 0:4 1●000 -0●20.05封 l.006
･0.盟l -2.5

1.000
-0.6

0.肪13 1.049 1.051 0.2 1:㈱ -4●70.100 1.005 0.妬0
-4.5

1.000
-0.5

0.119 1.070 1.肪7
-0.3

1.∝旧
-6●50.191 1.003 1.000

-0.3
0.2釘 1.m 1.耶1

-l.5
1.000

-7●10.罪5 1.002 1.000
-0.2

0.414 1.OTO 1.027
-4.0

l.(X抑
-6●50.4翔 1.002 1.000

-0.2
0.558 1.肪2 0.呵 -6.1

1.(X氾
-5●80.64丁 ~ 1.001 1.000

-0.1
0.729 1.053 1.000

-5●00.857 1.001 1.000
-0.1

0.933 1.044 1.∝抑
-4●2(0.877) 1.001 1.000

-0.l
(0.別7) 1.035 l.㈱

-3●4(0.648) 1.(〉00 1.000 0.0 (0.即2) 1.027 1.000
-2●6(0.4糾) 1･.000 1.000 0.0 (0.418) 1.014 1.∝旧
-1●4(0.401) 1.000 1.000 0.0 (0.2耶) 1.00T 1.000
_0:7(0.0) 1.000 1.000 0.0 (0.0) 1.000 1.000 0.0

川●

0.0059 1.024 1.022
-0.2

1.000
-2.3

120●

0.0085 0.鋤1 0.812 1.4 1.000

17.60.0123 1.025 1.021
-0.4

1.000
-2.4 0.0145 0.祝 0.861 1.3 1.000

0.0205 1.025 1.019
-0.6

1.000
-2.4 0.0341 0.9刃 0.942 0.4 1.(X氾 6.6

0.0鶉3 1.022 1.005
-1.T

1.000
-2.2 0.05M 0.970 0.卯8 0.8 1.000 3.1

0.109 1.019 0.鋤
-3.5

1.000
-1.9

0.1肪 1.033 1.039 0.6 1.(X氾
-320.240 1.013 1.00○

-l.3
0.245 1.079 1.079 0.0 1.000

_7:30.443 1.008 1.000
-0.8

0.416 1.㈱ 1.076
-1.2

1.000
-8.20.5拓 1.006 l.000

-0.6
0.514 1.㈱ 1.肪7

-2.0
1.㈱

-8.20.766 l.005 1.00○
-0.5

0.620 1.0拓 1.054
-2.9

1.000
一丁.90.9叩 1.004 1.000

-0.4 0.819 1.OT$ 1.脚
-4.7 ･1.㈱ -7.20.珊 1.003 1.000

-0.3
(0.防1) 1.㈱ 1.000

-6.5(0.75Ⅵ 1.002 1.000
-0.2 (0.丁駆) 1.脱 1.000

-5.5ゆ.4閲) 1.∞l 1.000
ー0.1 (0.4訂) 1.03T 1.脚

-3.6(0.釘9) 1.000 1.㈱ 0.0 (0.2開) 1.015 1.㈱
-1.5(0.¢ 1.000 1.000 0.0 (0.0 1.(削 1.000 0.0

14.3

60●

0.0059 1.は
-1.0溺

0.3 1.000
-3.2

1日●

0.0085 0.知 0.5耶 0.7 1.000
0.0139 1.039 1.043 0.4 1.000

-3.8
0.0155 0.653 0.66l 1.2 1.000

0.0243 1.042 1.045 0.3 1.(X拍
-4.0

0.0203 8.6絞Ⅰ 0.695 1.0 1.(〉00
0.肪04 1.捕 1.0刃

-0.5
l.(X抑

-4.1
0.07刃 0.耶5 0.耶3

-0.2
1.000

0.122 1.039 1.018
-2.1

1.000
`3.8 0.105

.0.921
0.924 0.3

.1.(X氾
8.6

0.219 1.033 0.983
-4.8

1.000
-3.2

0.362 1.附 1.(裕2
-0.2

1.000
-6.00.416 1.023 1.(X氾

-2.2
0.446 1.0T9 1.074

-0.5
1.000

-7.30.550 1.018 1.000
-1.8

0.535 1.088 1.聞0
-0.7

1.000
-8.10.716 1.014 1.000

-1.4
0.628 1.捌 1.附

-1.0
1.000

-8.60.925 1.010 1.000
-1.0

0.880 1.㈱ 1.077
-2.0

1.000
-9.0(0.835) 1.00T 1.000

-0.T (0.955) 1.098 1.000
-8.9(0.641) 1.005 1.000

-0.5
(0.739) 1.092 1.000

-8.4(0.483) 1.003 1.000
-0.3

(0.4T4) 1.072 1.000
-6.7(0.352) 1.002 1.000

-0.2
(0.2馬) 1.0溺 1.000

-3.5(0.0) 1.㈱ 1.000 0.0 (0.0) 1.(X抑 1.000 0.0

川●

0.(X裕2 1.014 1.016 0.2 1.000
-1.4

160●

0.0茄5 0.513 0.515 0.4 1.000

19.0

0.0101 1.025 1.0刃 0.5 1.000
-2.5

0.0436 0.541 0.別4 0.6 1.000
0.0224 1.042 1.049 0.T 1.㈱

-4.0
0.05(拇 0.拓6 0.569 0.5 1.000

0.帆 1.059 1.怖1 0.2 1.000
-5.6

0.肪51 0.6鴨 0.611 0.5 1.00○
0.113 1.肪2 1.056

-0.6
1.(I00

-5.8
0.102 0.6測 0.6鋸 0.6 1.000

0.】抑2 1.058 1.¢封
-2.3

1.000
-5.5

0.2明 0.糾0 0.831
-1.1

1.000
0.4肪 1.045 0.9T6

-6.6
1.000

-4.3
0.370 0.943 0.9刃

-0.5
1.000 6.0

0.539 1.0釘 1.000
-3.6

0.5基 1.007 0.997
-1.0

1.(XX)
-0.T0.702 1.0諏 1.000

-2.9
0.T12 1.M 1.034

-0.9
1.00○

-4.10.卯1 1.024 1.000
-2.3

0.893 1.附 1.05T
一0.9

1.∝旧
-6.3(0.椚Ⅶ 1.018 1.000

-1.8
(0.924) 1.僻 1.000

-7.7
(0.681) 1.013 1.000

-1.3
(0.595) 1.1佑 1.(〉00

-9.5(0.402) 1.005 1.㈱
-0.5 (0.雄) 1.1佗 1.000

-9.3(0.誹) 1.附 1.000
ー0.3 ゆ.霊心 1.(裕3 1.㈱

一丁.T(0.0) 1.00○ 1.㈱ 0.0 (0.0) 1.00○ 1.000 0.0

90●

0.0051

0.01封

0.W

0.0478

0.脚

0.153
0.222

0.473

0.623

0.804

(0.976)
(0.T69)
(0.404)

(0.322)
(0.0)

0.%9

1.012

1.026

1.睨

1.肪6

1.070
1.(爛

1.053

1.鋸5

1.脚

1.脚

1.022

1.008

1.∝裕
1.000

0.980

1.019

1.035

1.㈱

1.怖8

1.怖3

1.050
0.9防

1.1

0.7

0.9

0.7

0.2

-0.T

-1.T

-6.2

1.000

1.000
1.000

1.000

1.000

1.㈱

1..(X氾

1.000

1.000

1.000
1.脚

1.000

1.00○

l.000

1.000

3.2

ーl.2

-2.6

-5.0

-6.2

-6.5
-6.4

-5.0

-4.3

-3.6

-2.8

-2.2
-0.8

-0.6
0.0
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02(b/a)n2+f83(b/a)
._

ノ▲､u
r__._.‥一__′｣ ノ▲､､11

ヽノ

m

ぴ(b/a)=f

ここで､m

β
a/b( f+
lm

=B(b/a)l'"+C(b/a)U[cos(V10g(b/a))]

+D(b/a)u[sin(V10g(b/a))】

る｡上式を､式

=一臥4555､m2=0･6293+iO･2313=u十iv､m3は､m2と共役であ

8-2-8の応力分布に代入し､既知の3つの応力拡大係数を代入して､係数

を求めると､それぞれB=0.889､C=0.216､D=0.312を得る｡B=0.889の値は､国6-3-4

の隅角部の強さfβ=0･892にほぼ等しい0これらより応力分布を求めることもできる｡さ

らに､応力拡大係数を求める式を次のようにおく｡

F,=A[B(b/a)nl+C(b/a)u[cos(V10g(b/a))l

十D(b/a)u【sin(V[og(b/a))】]√b/√~如b)P

8-2-10

表8-2-4に､上式を用いて任意のクラックの応力拡大係数を計算し､解析値と比較した

結果を示す｡この表から､より精度よく応力拡大係数が求まることが分る｡

表8-2-3には､矩形孔とクラックの全体の長さ(2a+2b)と同じ長さのクラックの応力拡

大係数も示し､解析値と比較している-,これより矩形孔から発生したクラックの応力拡大

係数がクラックのみの場合の応力拡大係数に漸近しているのが分る｡但し､解析値はクラ

ックの短い場合を除き､クラックのみの場合の応力拡大係数より大きな値であるのでより

危険である｡

以上三角形切欠きや矩形孔から発生したクラックの応力拡大係数を求める近似式8-2-5､

8-2-6､8-2-8において隅角静の強さfβが対応しているのが分る8さらに式8-2-5､

8-2-6､8-2-8における係数Aは､半無限板の縁にある三角形切欠きから発生したクラッ

クの場合と､無限板中の矩形孔から発生したクラックの場合に対して､角度のみに依存す

る同じ値を用いているにもかかわらず､応力拡大係数の近似値はクラックの短い場合には

かなりよい精度である｡このことから短いクラックの応力拡大係数を求める場合､係数A

は角度のみに依存すると言える｡荷重条件の違いによる応力分布の違いは､隅角部の強

表a-2-4 式8-2-10の応力拡大係数の値及び誤差

b/a 0.0051 0.0134 0.0207 0.0478 0.0950 0.153 ().222 0.473 0.623 0.804

F 0.969 1.012 1.026 1.053 1.066 1.070 1.肪8 1.053 1.045 1.037

F一 式8-2-1l 0.974 / 1.027 1.053 / 1.∝;9 1.脱 1.065 1.073

Erro畑早
0.5 0.1 0.0 / -0.1

0.9 1.9 3.5
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さで表わされる｡たとえば､Y字形の板の隅角跡から発生したクラックの応力拡大係数は､

その隅角部角度2400 に応じた係数Aの値とクラック発生前の応力の式を用いて求められ

る｡つまり式5-2-1と同じように表わすことができる｡

8-3 薄板の面外曲げ問題の場合

X軸方向無限遠での一様な面外曲げ荷重Mを受ける､半無限板の縁にある三角形切欠き

からY軸に沿って発生したクラックについて示す｡式5-3-2を次に示す｡

(1+レ) M(b) √b
F8ご

(3+レ) M √て挿

8-3-1

ここで､レはポアソン比､M(b)はクラック長bに対応する位置でのクラック発生前の

曲げモーメント値である｡つまり切欠きの応力分布で､式6-2-25のように表わされる｡よ

って式6-2-25を式8-3-1に代入すると次式を得る｡

F8=莞ニA至,fjbmjM蓋
8-3-2

隅角部先端近傍では､式6-2-25の最初の数項で応力分布が表わされる｡対称性より応力

拡大係数は面外曲げに対するものとなり､クラック発生前の応力としてはMxが対応する0

ここでクラック発生前の曲げモーメント分布を次式のように表わす｡

Mx(b)=fobnl+f82bm2+fo 8-3-3

ここで､Mx(b)はクラック長bに対応する位置でのMxの値､f8は切欠きのX軸方

向無限遠での一様面外曲げ荷重による隅角部の強さ､fβ2は応力の級数表示式の第2項

の係数､foは定数である｡式8-3-3の一fβ､fβ2､及びfoの値は､3-3節で解析

表8-3-1式8-3-3のfβ fβ2fo値

∂花 200 400 600 800 900 1000 1200 1400

v=0.0

屯/M 0.852 0.985 1.086 1.208 1.176 1.231 1.267 1.254

･‰/M
3.761 2.022 1.022 0.597 0.227 0.218 0.077 0.013

†¢/M -3.485 -1.848 -0.937 -0.612 -0.206 -0.230 -0.109 -0.046

γ=0.5

†β/M 0.829 0.934 1.015 1.115 1.105 1.154 1.212 1.237

†αん 2.989 1.607 0.867 0.545 0.251 0.252 0.118 0.039

†ク/M -2.687 -1.383 -0.712 -0.472 -0.182 -0.195 -0.103 -0.053
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した応力分布より､隅角許先端近傍の応力値を数個選んで決定した｡表8-3-1に切欠き角

度200､400､600､800､900､1000､1200､1400､ポアソン比0■0､0･5に対

する式8-3-3のfβ､f∂2及びfoの値を示す｡よって三角形切欠きから発生したクラ

ックの面外曲げの応力拡大係数を求める近似式は次式のように表わされる｡

F8=-岬一岬A{fβbml+fβ2bm2+fo}
(3+レ)

√b

M√て云了~すう

ここで､Aは図5-3-1の値である0式8-3-4で計算したF8の値､及び解析値との誤差

を表8-3-2に示す｡この表より8-2節と同様クラックが短い時は､かなりよい精度で近似

値が求められることが分る｡クラックが長い時の精度が悪いのは､クラック発生前の応力

分布を式8-3-3で表わしていることによる｡より多くの項数で応力分布を表わせば､精度

はよくなる｡

表8-3-2には､切欠きとクラックの全体の長さ(2a+2b)と同じ長さのクラックの

応力拡大係数も示し､解析値と比較している｡これよりクラックのみの場合で近似できる

クラック長が分る｡

次に､X軸方向無限遠での一様面外曲げ荷重Mを受ける､無限板中の矩形孔からY軸に

沿って対称に発生したクラックについて示す｡この場合もクラックの応力拡大係数を求め

る近似式は式8-3-1､8-3-2と同じである｡対称性より応力拡大係数は面外曲げに対する

ものとなる｡よってクラック発生前の曲げモーメントとしてはMxを用いる｡ここで､ク

ラック発生前の応力を次式で表わす｡

Mx(b)=fβbml

Mx(b)=fβbml+fβ2bm2

8-3-5

8-8-6

ここで､Mx(b)クラック長bに対応する働置でのMxの値､f8は矩形孔のX軸方向

無限遠での一様な面外曲げ荷重による隅角部の強さ､fβ2は応力の級数表示式の第2項

の係数である｡式8-3-5､8-3-6のfβの値は､6-3節で解析した図6-3-7の値を用いるo

f∂2の値は6-3節で解析した応力分布より､隅角部先端近傍の応力値を数個選んで決定

した｡よって､矩形孔から対称に発生したクラックの面外曲げの応力拡大係数を求める近

似式は次のように表わされる｡
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表8-3-2 式8-3-4の応力拡大係数の値及び誤差

¶l.0107-(1)】/(1), *■【1.0019一(3)】/3

∂冗 b′a

POISSON●s RAT工0 0.0 ●● ●
●･

● l

㌔
(1)

式8-3-4

(2)

Error

2一(1)
(1)

A
★

FB

(3)

式8-3-4

(4)

Error

(4)-(3)

(3)
A ■●

00 1.0107 も ヽ 1.0019 ヽ ヽ

200

0.044 0.9543 0.9518
-0.27

1.35

4.07

0.9554 0.9562 0.09 1.36

3.340.078 0.9712 0.9652 -0.62
1.34 0.9695 0.9681

-0.14
1.35

0.199 0.9928 0.9888 -0.40
1◆.32 1.80 0.9874 0.9911 0.39 1.33 1.47

0.428

0.609

1.0039

1.0068

0.9980 -0.59 1.29 0.68

0.39

0.9967

0.9991

0.9948
-0.19

1.29 0.52

0.28

400

0.060 0.9049 0.9029
-0.22

1.30

3.61

0.9148 0.9177 0.32 1.32

2.73

0.103 0.9363 0.9288 -0.81
1.29 0.9414 0.9404

-0.11
1.31

0.250 0.9755 0.9759 0.04 1.28 0.9753 0.9770 0.17 1.29

0.515

0.722

0.9963

1.0034

0.99ココ -0.30 1.25 1.45

0.73

0.9921

0.9967

0.9954 0.33 1.26 0.99

0.52

600

0.084 0.8641 0.8603
-0.44

1.25

1.76

1.00

0.8814 0.8805 -0.11
1.27

1.31

0.71

0.139 0.9077 0.9058 -0.20
1.25 0.9185 0.9140 -0.49

1.26

0.319 0.9645 0.9668 0.23 1.24 0.9657 0.9694 0.38 1.25

0.634

0.875

0.9932

1.0007

0.9924 -0.08
1.22 0.9889

0.9948

0.9875 -0.14 1.22

800

0.120 0.8340 0.8355 0.18 1.21

5.77

0.8565 0.8585 0.24 1.23

4.440.420 0.9556 0.9594 0.40 1.20 0.9593 0.9621 0.29 1.21

0.803 0.9900 0.9944 0.45 1.19 2.09 0.9869 0.9886 0.17 1.19 1.52

1.090

1.300

0.9990

1.0025

0.9984 -0.06
1.18 1.17

0.82

0.9938

0.9964

0.9952 0.14 1.18 0.82

0.55

900

0.064 0.7137 0.7120 -0.24 1.18

2.18

0.85

0.7470 0.7461
-0.12

1.20

1.58

0.57●

0.146 0.8238 0.8252 0.17 1.18 0.8476 0.8464 -0.14
1.20

0.230 0.8801 0.8841 0.45 1.18 0.8964 0.8975 0.12 1.20

0.917

1.465

0.9891

1.0022

0.9904 0.13 1.17 0.9863

0.9962

0.9777 -0.87
1.18

1000

0.081 0.6982 0.6982 0.00 1.16

6.21

0.7357 0.7347
-0.14

1.18

4.75

0.278 0.8760 0.8780 0.22 1.16 0.8930 0.8974 0.49 1.18

0.577 0.9516 0.9535 0.20 1.15 0.9565 0.9652 0.90 1.17

1.060

1.414

0.8863

0.9983

0.9937 0.75 1.15 2.47

1.24

0.9860

0.9934

0.9875 0.15 1.16 1.61

0.86

1200

0.126 0.6772 0.67S4
-0.26

1.11

2.11

0.81

0.7151 0.7122 -0.41
1.13

4.56

0.286 0.8163 0.8129 -0.42
1.11 0.8402 0.8389 -0.15

1.13

0.845 0.9536 0.9556 0.21 1.11 0.9582 0.9592 0.11 1.12

1.492

2.291

0.9898

1.0026

0.9910 0.12 1.11 0.9869

0.9966

0.9925 0.57 1.12 1.52

0.53

1400

0.261 0.7179 0.7169 -0.14 1.08

4.79

0.7463 0.7443 -0.26
1.09

3.80

0.746 0.8956 0.8958 0.02 1.08 0.9080 0.9097 0.18 1.09

1.393 0.9645 0.9636
-0.09

1.08 0.9652 0.9705 0.55 1.09

2.360 0.9936 0.9896
-0.40

1.08 1.72 0.9898 0.9946 0.48 1.09 1.22

3.041 1.0012 0.9924
-0.87

1.08 0.95 0.9955 0.9987 0.32 1.09 0.64

F8=Afβbml

M√(a+bう
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F8=A{fobml+fo2bm2}

√b

M√て摘

8-3-8

ここで､Aは図5-3-1の値である｡表8-3-3に式8-3一丁､8-3-8で計算した値､及び解

析値との誤差を示す｡この表によりクラックが短い場合はかなりよい精度で近似値が求め

られることが分る｡式8-3-8の方がより長いクラックの場合も精度よく近似値が求められ

る｡より多くの項数で応力分布を表わせば､精度はよくなる｡この場合も8-2節と同様､

近似式としての簡便さと精度との兼ね合いで･､適切に使い分ければよい｡

表8-3-3には､矩形孔とクラックの全体の長さ(2a･2b)と同じ長さのクラックの応力拡

大係数も示し､解析値と比較している｡これより矩形孔から発生したクラックの応力拡大

係数がクラックのみの場合の応力拡大係数に漸近しているのが定量的に分る｡

以上､薄板の面外曲げ問題の場合でも､三角形切欠きや矩形孔の隅角部から発生したク

ラックの応力拡大係数を求める近似式8-3-4､8-3-7､8-3-8に､隅角部の強さfβが対

応しているのが分る｡さらに式8-3-4､8-3-7､8-3-8における係数Aは､半無限板の縁

にある三角形切欠きから発生したクラックの場合と､無限板中の矩形孔から発生したクラ

ックの場合について､同じ値を用いているにもかかわらず､応力拡大係数の近似値は､か

なりよい精度である｡このことから短いクラックの応力拡大係数を求める場合､係数Aは

隅角部の角度とポアソン比のみに依存する｡荷重条件の違いによる応力分布の違いは､隅

角部の強さで表わすことができる｡第3章で解析したY字形の板の隅角部から発生したク

ラックの応力拡大係数も､その隅角部の角度とポアソン比に応じた係数Aの値を用いて､

式5-3-1と同じように表わすことができる｡

表8-3-3 式8-3-7,8-3-8の応力拡大係数の値及び誤差

解析値

皿
【q.8-3-7

【rror(■‡)

【q.8-3-8

【rror(‡) クラック 【rror(‡)

血盟 廻_ (2a+2b) (ヰ)-(り

(2) tり 皿 tり lヰ) (り

0.788 0.785
-0.ヰ 0.793 0.6

l.0 6.6

0.87Z 0.864
-0.9 ◆0.877 0.6

0.938 0.919
-2.･0 .0.9ヰ0

0.2

0.966 0.933 -3.4 0.960 -0.6 1.0 3.5

0.979

0.986

0.992

0.996

0.999■

1.000

0.956 -2.3 1.0

1.0

1.0

1.0

l.0

1.0.

2.l

1.4

0.8

0.4

0.1

0.0
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8-4 まとめ

切欠きから発生したクラックが､矩い場合､そのクラックの応力拡大係数は､切欠きの

隅角部の強さを用いて計算できる｡さらにクラック発生前の応力分布が分れば､任意の長

さのクラックの応力拡大係数が計算できることを示した｡さらに､このことより角度が異

なる2つの切欠きA､Bが､2つの異なる荷重C､Dを受ける場合､切欠きA､Bのどち

らが危険であるかという間掛こ応用できるo切欠きA､Bの隅角部の強さfA､fBを比

較しても､fA､f8の[次元]が異なるので意味がない8そこで2つの切欠きA､Bか

ら発生した､ある長さboのクラックに対する応力拡大係数の大小によって判断するo

Rolfe(1977)によると､疲労き裂発生寿命は0.01インチの長さのクラックが生ずるまで

の繰り返し放で定義され､十分短いクラックを想定している｡このように短いクラックが

問題となる場合が多いので､その応力拡大係数を前述の近似式を用いて求める｡この場合

はクラック長boが短くてもかまわないので､隅角静の強さのみによって次式のように計

算できる｡

KA=AAfAbo mlA√bo

KB=A8fBbo mlB√bo

8-4-1

ここで､AA､ABは分っているので､2つの切欠きA､Bの荷重C､Dに対する隅角

部の強さfA､f8が分れば､切欠きから発生したクラックの応力拡大係数は式8-4-1か

ら計算できる｡よってその値の大小によって切欠きの危険度が比較できる｡

つまり､応力拡大係数を求める近似式によって､切欠きの強さがクラックの強さに結び

つけられ､切欠きにクラックの力学が適用できるようになる｡
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第9章 切欠きの力学のま とめ

本章では､主に第5､6､7､8章で解明した鋭い隅角部先端付近の応力分布､先端に

丸みのある場合の応力集中一般表示式､隅角部の強さと応力集中との関係､鋭い又は､丸

みのある切欠き先端から発生したクラックの応力拡大係数を求める式等､切欠き一般につ

いて成り立つ関係を相互に結びつけることによって得られる切欠きの力学の体系を示す｡

さらに､応力拡大係数を求める式によって､クラックの力学と切欠きの力学が結びつけ

られることも示す｡これらの事実は､応九集中､クラック等に関する実験や､解析のデー

タを整理する上で､又現象を見通す上で有意義なものとなろう｡さらに数値計算や実験等

により応力集中部の現象を解明しようとする時､一つの因子について求めれば､すべての

因子について実験等をすることなく､それらの相互関係式を用いて求められる｡いくつか

の因子について得られた結果が､相互関係式をどの捏度満足するかによって､実験等の結

果の精度的な検証もできる｡

1. 切欠きの角度と先端の丸みの曲率半径を考えた､平面及び薄板の曲げ問題における

切欠きの力学

図ト1-1に示すように切欠きの角度2α､切欠き先端に丸みのある場合､その曲率半径

をβとする｡2αとβを切欠きの因子とし､図トト1のように分類し､それぞれの形状に

ついて平面問題で自由及び､固定境界､薄板の曲げの問題で自由及び､固定境界の場合に

ついて示す｡

1-1 平面問題で自由境界の場合

平面弾性問題で､自由境界､切欠きの2等分線に対称な応力状態､そして切欠き先端が

鋭い場合と丸みを有する場合の∨字形切欠きを考える｡

[鋭い切欠きの場合]

一般に､鋭いV字形切欠き先端付近の応力成分は､極座標を用いて次式のように表わさ

れる川=liams(1952b)】｡

‡≒≡≡…‡二‡‡二王エー=三‡‡テ
9-1
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なお､Bcosmjα十Dcos(mJ+2)α=0が成り立つ0

ここで､｢､βは切欠きの先端からとった極座標､B.Dは荷重条件によって決まる係数､

｣(｣=1,2,3,…)は次の方程式の根であるo
m.

(m+1)sin 2α+Sin(2(m+1〉 α)=0 9-2

式9-2よりmj(｣=1･2,3,…)の値は､角度2αのみに依存するのが分かる0表6-2-1

に､式9-2の方程式の最初の2根を示す｡2α≧1800 の場合､どの角度でも第1根mlは､

0≧ml≧-0.5である｡これより式9-1の第1項は､｢が小さい時､第2項以降に比べて大

きな値になる0よって第1項が重要になる｡特にβ=0､つまり対称軸上の応力成分びβ

について考えると式9-1より次式を得る｡

08(r)=∑(mj十1)(mj+2)rmJ(B+D)

≡fβrml/√2‥β2rm2-トfβ3rm3+･･･ 9-3

ここで､第1項の係数fβを｢隅角部の強さ｣と定義する0イ~2は応力拡大係数との対応

の関係で付けている｡｢が小さいとき､第1項のみで応力値を表わし得るので､この係数

は切欠きの1つの要素となる｡それの求め方は文献Hasebe andIida(1983)に詳しい｡切

欠き角度3600 の場合(クラックに相当)も式9-3のように表わせるが､一般には次式の

ように表わして､係数KIを応力拡大係数と定義している【汗Win(1958)】｡

げβ(｢)=KI/√す有下+･f2+f3√｢+… 9-4

よって､式9-3の係数fβ､つまり隅角都の強さは､クラックの応力拡大係数に相当し､

任意の角度の切欠きに拡張した考え方である｡さらに､β=0に対称な応力状懲でfβが

分かっている場合､式9-3のぴβ(｢)の第1項の係数から､係数B､Dが分かる｡した

がって式9-1の第1項より切欠き先端付近の'任意点の任意の応力成分が分かる｡逆に切欠

き先端付近の任意点の応力が分かれば､B､Dが分かるのでfβの値がわかる0

[切欠き先端に丸みのある場合]

切欠き先端に丸みのある場合の2等分線上の応力集中値は､一般に丸みの曲率半径βを

用いて次式のように表わされる【長谷部(1971)】｡
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応力集中愴ニ∑｢-jβmJ 9-5

ここで､mjは式9-2の根であり､hjは荷重､形状によって決まる係数である｡いま2

等分臥ヒの接線方向の最大応力をぴβmaxとおくと､式9-5より次式のように表わされる0

び紬X=hββml十hβ2βm2+h∂3βm3+… 9-6

0≧ml≧-0･5であるので､曲率半径βが小さいとき､第1項は第2項以降に比べて大き

な値となる｡つまり第1項のみで応力集中値が表わされる｡したがって第1項の係数h

は応力集中に関する1つの要素となる｡また､式9-6の収束は速いので､実用的には始め

の2～3項で十分な精度を右する応力集中値の式となる(3-4臥3-5節)[長谷部(1971a.

b)､長谷部､飯田(1981)]｡

[隅角部の強さと応力集中との関係]

式9-3のf8と式9-6のhoは､次式のように関係づけられる(ト4節)[Hasebeand

Iida(1983)]｡

fβ/hβ=Cβ 9-7

式9-7の関係は､切欠きの角度のみに依存し､荷重条件によらない｡よってこの式より

fβ､hβのどちらか一方の係数が既知の時､他方の値が計算できる｡このCβを表

7-4-1に表す｡表中の∂花は､領域の外側角度(図トト1参照)である｡

楕円形や､U字形のような先端の丸みの曲率半径β→0のとき､形状→クラックとなる

切欠きは､隅角那角度2α= 3600(∂花= 00)の場合で､クラックの応力拡大係数と

応力集中値とは､次式で関係づけられる｡

KI=1im

β→0

1/2(√万有びβmax) 9-8

式9-8より､モードⅠのクラックの応力拡大係数が､応力集中の式から計算できる｡この

式はクラックの応力拡大係数を求める方法の一つでもある｡また､式9-6のhβの値が既

知ならば､KI=√7Th8/2である｡HasebeandKutanda(1978)は､応力集中の式9-6

を用いて応力拡大係数を求める一方法を提案している｡またいくつかの応力集中値とβの
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値が分かっているとき､式9-6の始めの数項(2､3項)を用いて応力集中表示式を作る

ことができる｡これによって任意のβに対する応力集中値を求めることができる｡この応

力集中の式または､ヴβmaxがβの関数として分かっているとき､fβは次式から求めら

fβ=崇㌔｡Cβ(β~mlげβm｡X)
9-9

もちろん､切欠き角度3600(つまりクラック)の場合､式9-9は式9-8と同じ内容であ

る0式9一拍係数1/2､が表ト4-1の∂花=00の場合のCβの値0･5に相当する0式

9-7､9-9によって任意の角度の鋭い切欠きにおける隅角詐の強さと､丸みのある場合の

応力集中値とが関係づけられたので､たとえば小さなβの応力集中値がわかればhβがわ

かり､fβがわかる0よって､式9-1のB､Dがわかるので､鋭い隅角部付近の応力分布

がわかる｡また､この道もいえる｡

1Ⅶ2 平面問題で固定境界の場合

平面弾性問題で､固定境界､そして隅角部2等分線に対称及び逆対称な応力状慰､形状

は先端が鋭い場合と丸みを有する場合の∨字形状を考える｡まず対称な応力状態を考える｡

[鋭い隅角部の場合]

一般に､鋭い隅角部先端付近の応力成分は次式のように表わされる川川iams(1952bH｡

Ur=-∑(mj+1)rmJ[{(mj-2)A+2C}cosmje+Cmj

ぴβ=∑(mj+1)rm､1[{(mj+2)A+2C}cosmjβ+Cmj
ml

(

(

S

S

O

O

C

C

rr8=∑(mj十1)rmJ{(mj+2)Asinmj8+CnjSin(mj-2)8}

なおC=トA(mj十2)sin(mj+2)α)/

ここで､｢､βは隅角部先端からとった極座標､

J(｣=1,2･3････)は次の方程式の根であるo
m.

+

C

.J

ヽ

川

A

i

〕

]

月じ

月U

)

)

2

2

-

■

.J

.J

m

m

レり)sinmJα)が成り立つ0

に件条垂什何は

ぷSin((m+1)2α)-･(m+1)sin 2α=0

だ=(3-レ)/(1+レ)

よって決まる係数､

9-11

レはポアソン比である｡表6-2-4に､式9-11の最初の2根を示す｡特にβ=0､つまり対
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称軸上の応力成分び｢について考えると次式を得る0

ぴ｢=-∑(m｣+1)rmJ{(m｣+2)A+(m｣-2)C}

≡frrml+fr2fm2+fr3rm3十… 9-12

ここで､自由境界の場合と同様､第1項の係数frを｢隅角部の強さ｣と定義する｡ロ｢

が法線方向応力成分であるので､frは剥離に対する強さをあらわす0｢別､さいとき､

式9-10の第1項のみで応力値が表わされるので固定境界の場合もこの係数は､隅角部の1

つの要素となる｡それの求め方は6-3節[Iida et al.(1987b)]に示されている｡

[隅角部先端に丸みのある場合]

隅角部先端に丸みのある場合で､形状が角度の2等分線に対称なとき､2等分線上の応

力集中値は､一般に丸みの曲率半径Pを用いて次式のように表わされる[Hasebeet al.

(1986)]｡

応力集中値ニ∑hjβmJ 9-13

ここで､mjは式9-11の方程式の根である0げ｢の応力集中値をびrmaxとおくと､式9-13

ぴrmax=hrβml→一hr2βm2+hr3βm3+… 9-14

自由境界の場合と同様に､第1項の係数hrは応力集中に関する1つの要素となる｡式9-

14の収束は速く､始めの2～3項で十分な精度を右する応力集中値の式となる[Hasebe

eta暮･(1986)】0また固定境界上の接線方向応力成分びβと法線方向応力成分び｢の間に

は次式の関係が成り立つ[Hasebe(1979)]｡

げβ/び｢=(3-〟)/(1+だ)

[隅角部の強さと応力集中との関係]

式9-12のfrと式9-14のhrは､次式のように関係づけられるo

fr/hr=Cr
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式9-16の関係は､隅角部の角度とポアソン比に依存し､荷重条件によらない｡この場合の

Crを､表7-4-3に示す｡またぴrmaxが､βの関数として分かっているときは､式9-9と

同様の式によってfrが求められる0

又､法線方向応力成分の場合と同様､接線方向成分についても､次式のような関係があ

る(6-3節)[Iida et a仁(1987b)]｡

ぴβ=fβrml+fβ2rm2+fβ3rm3+…

げβm8X=一h∂βml-トhβ2βm2+hβ3βm3+･･･

しかし､Cnの値が分かっているのでfハ､hハ､f"

9-17

9-18

h
nの内どれか一つが分かれば

〉′一〉､､′｢▼ノ阻`ノ~〃′一
ノ､'~■ⅣYハ ー

β､`■β､-｢､I■rVノrヨLlりJ'
ノJJリノ′J■1-伸

式6-3-16,7ヰ4より他の値を求めることができる｡つまりどれか一つが分かれば､応力

集中値や隅角部付近の応力成分を求めることができる｡

次に逆対称な応力状態の場合を考える｡

[鋭い隅角部の場合]

一般に､削､隅角部の応力成分は次式のように表わされる川川iams(1952b)]｡

び｢=-∑(mj+1)rmJ

ぴβ= ∑(m｣+1

rrβ=…-一∑(mj

[.J
m

.J

.｣

.J

m

m

m

(

(

(

{

{

{

+2)BづD)sinmjβ-I-r)mjSin(mj-2)β]

十2)Bl･2D)sinmjβ十DmjSin(mj-2)β]

･-2)Bcosmjβ用mjCOS(mj-2)β)

9-19

なお､D=(mj+2)Bsin((mj+2)α)/((かmj-1)sinmjα)が成り立つ0

ここで､B､Dは荷重条件によって決まる係数､Ⅲj(j=1I2,3,…)は次の方程式の棍

である｡

斤Sin(2(m+1)α)+(m+1)sin 2α=0 9-20

表6-2-4に式9-20の最初の2根を示す0対称軸上のアドβについて考えると次式を得るo

アドβ=-∑(mj+1)rmJ{(mj+2)B+Dmj}
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=frβrml+frβ2rm2+frβ3rm3十･･･ 9-21

ここでも､第1項の係数frβを｢隅角部の強さ｣と定義する0これは固定辺上のずれに

対する強さを表わす｡この係数の求め方は6-3節[Iida et al.(1987b)]に示されてい

る｡

[隅角都先端に丸みのある場合]

隅角部先端に丸みがあり､形状が角度の2等分線に対称のとき､2等分線上のせん断応

力の集中値も､一般に丸みの曲率半径βを用いて､次式のように表わされる

[Hasebe et aJ.(1986)]｡

応力集中値ニ∑h｣βmJ 9-22

ここで､mjは式9-20の方程式の根であり､h｣は荷重､形状によって決まる係数である0

今､2等分線上のせん断応力を考え､それをて｢β岨Xとおくと､式9-22より次式のよう

rrβmax=hrββml+hrβ2βm2+hrβ3βm3+… 9-23

同様に第1項の係数hrβは､応力集中値に関する一つの要素となる0式9-23の収束は速

いので､実用的には始めの2～3項で､十分な精度を有する応力集中値の式となる

[Hasebe et aL(1986)]｡

[隅角部の強さと応力集中との関係]

式9-21のfrβと式9-23のhr､βは次式のように関係づけられる｡

frβ/hrβ=Crβ 9-24

式9-24の関係は､隅角部の角度とポアソン比のみに依存し､r荷重条件によらない｡この場

合のCrβを､表トト7に示す8rrβ附Xがβの関数として分かれば応力集中値や隅角

部付近の応力成分を求めることができる｡
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1-3 薄板の曲げ問題で自由境界の場合

薄板の曲げ問題も平面問題の場合と同様な関係が求められる｡これらの関係を簡学に示

す｡まず自由境界で､切欠きの2等分線に対して対称な応力状態を考える｡

[鋭い切欠きの場合]

一般に､鋭いV字形切欠き先端付近の曲げ及び､ねじりモーメントは､次式のように表

Mr=~∑D｢mj[{(mj+1)(mj十2)十川1ご;mナこ,m卓;H三三;0;:三ニ,β]十((mj+1)(mj+2)十レ抽j+2)

Mβ=一∑DrmJ【{(mj+2)+レ(mj+1)(机j十2卜∧mj2}Fcosmjβ

+((mj十2)+レ(mj十1)(mj十2)一(mj+2) Hcos(mj十2)β]

=｢β=∑DrmJ[ト(ト→り(mj+1)mj}Fsinmj∂+{-(1-い(mj+1)(mj+2)}

+Hsin(mj+2)β]

なお､F(小mj-レmj)sinmjα+=(m｣十2)(1-レ)s両mj+2)α=0が成り立つ｡

ここで､Dは曲げ剛さ､F､Hは荷重条件によって決まる係数､mj(｣=1･2･3,…)は

次の方程式の根である｡

(3十ン)sin(2(m+1)αト(m+1)(1-レ)sin2 α=0 9-26

式9-26より､mj(j=1,2,3,…)の値は､角度2αとポアソン比に依存するのが分かる｡表

6-2-2に式9-26の最初の2根を示す｡対称軸上のMβについて考えると次式のようになるロ

Mβ=w∑Dr爪J【{(mj+2)+…｣+1)(mj+2卜mj2}F

+{(mj+2)+…j+川mj+2ト(mj+2)2}H】

≡fβrml/√2十fβ2rm2+fβ3rm3十…
9-27

ここでも第1項の係数fβを｢隅角部の強さ｣と定義する0この係数は薄板の面外曲げ問

題でも､切欠きの1つの要素となる｡･それの求め方は6-3節[Hasebe andIida(1983)]

- 133
-



示されている｡

[切欠き先端に丸みのある場合]

切欠き先端に丸みがあり､形状が角度の2等分線に対称のとき､2等分線上の点の曲げ

モーメントの応力集中値は､一般に丸みの曲率半径βを用いて次式のように表わされる

[長谷部(1971)]｡

応力集中値=∑hjβmJ 9-28

ここで､mjは式9-26の根であり､h｣は荷重､形状によって決まる係数である0今､2

等分線上の接線方向曲げモーメントを考え､それをMβ桐Xとおくと､式9-28より次式の

Mβmax=hββml十hβ2βm2+h∂3βm3+… 9-29

同様に第1項の係数hβは応力集中に関する1つの要素となる0又､式9-29の収束は速い

ので､実用的には始めの2～3項で十分の精度を有する応力集中値の式となる(3-5節)

[長谷部(1971)､長谷部､飯田(1981)]｡

[隅角部の強さと応力集中との関係]

式9-27のfβと式9-29のhβは､次式のように関係づけられるo

fβ/hβ=Cβ(3+い/(1十レ) 9-30

式9-30の関係は､切欠きの角度とポアソン比のみに依存し､荷重条件によらない｡この場

合のCβを､表ト4-2に示す0いくつかのβとMβmaxの値が分っているとき､式9-29よ

りM8maxの式を作り､又はM8maxがPの関数として分かっているとき､この式を用い

てfβは次式から求められる0

-mlC∠】((3+ レ)/(1+ レ))lim[β
■-‖

M

β→0
βmax

9-31

クラックのときCβの値は､表7-4-2の∂打=00の場合の0･5となる0またこのとき

fβは曲げモードの応力拡大係数kBになり､応力集中から応力拡大係数を求める式にな

る｡平面問題の場合と同様､何か一つの要素が分かれば応力集中値や隅角部先端の曲げモ
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ーメント等の成分が求められる｡

1-4 面外曲げ問題で固定境界の場合

固定境界で､隅角部の2等分線に対称な応力状態を考える｡

[鋭い隅角部の場合]

一般に鋭い隅角部付近の曲げ及び､ねじりモーメントは､次式のように表わされる｡

Mr=-∑DrmJ【{(mj+1)(

+レ(mj+2トレ(mj

2

●J】
m

β

レ

､′

-

2

)

+

2+

.｣

.J

m

m

(

(

S

レ

CO

+

H

)

i

2+

2
.J)
m

21T

+2)+レ
-ヽJ2-T町J

..J

.-J

m

m

(

(

.J

.J

m

m

■

(

)

S

2

0

+

CH

.｣}
m

2

)Fcosmjβ+((mj+1)(mj+2)

)Fcosmjβ+((mj+2)

+2)β】

=｢β=∑DrmJ【{-(1一州mj+1)mj}Fsinmjβ

+卜(ト㌧り(mj+1)(mj+2))Hsin(mj+2)β]

なお､Fcosmjα+Hcos(mj+2)α=0が成り立つ0

ここで､F､Hは荷重条件によっ

9-32

て決まる係数､m｣(｣ニ1,2･3,…)は次式の根である0

(m+1)sin 2α+Sin(2(m十1)α)=0 9-33

式9-33は式9-2と同じであるので､ml､m2の値は表6-2-1の値を用いればよい0式9-

32より対称軸上のMr､Mβについて考えると次式のようになるo

M｢≡享三r買主:至:三:fニ:∴二:'`m｣+2トmj2}ト{`mj+2'サ1)`mj十2'
M∂=二帯{墓mjH;2里+1)(m｣+2トm｣2}ト{(mj+2里+1)(m｣+2)
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=fβrml+fβ2rm2+Fβ3rm3+･･･ 9-34

ここで､第1項の係数fr､f∂を｢隅角部の強さ｣と定義する0†!｢は固定辺上の剥離

に関する､fβは弾性体申へのクラック発生に関する強さを表す0それの求め方は6-3節

[Iida et aI.(1987a)]に示されている｡

[隅角部先端に丸みのある場合]

隅角部先端に丸みがあり､形状が角度の2等分線に対称なとき､2等分線上の点の応力

集中値は､一般に､隅角都先端の曲率半径Pを用いて､次式のように表わされる[Hasebe

et at.(1986)]｡

応力集中値=こ∑hjβmJ 9-35

ここで､m｣は式9-33の根であり､hjは荷重､形状によって決まる係数である0この場

合､2等分線上の境界の､法線及び接線方向断面に生ずる曲げモーメントを考え､それを

Mrmax､Mβmaxとおくと､式9-35より次式のように表わされる8

:;:;:≡:;≡::ニご;…;:…二ご;;朱::｡_｡6
自由境界の場合と同様に､第1項の係数hr､hβは､応力集中に関する一つの要素とな

る｡又､式9-36の収束は速いので､始めの2～3項で十分な精度を有する応力集中値の式

となる[Hasebe et al.(1986)]｡また固定辺上の法線方向及び接線方向の断面に生ずる曲

げモーメントMn､Mt､固定辺上のねじりモーメントHntには次の関係がある[Hasebe

(1984)]｡

Mt=レMn･Hnt=0 9-37

固定辺ではねじりモーメントはすペて零であるので､ねじりモーメントの集中は生じない｡

[隅角部の強さと応力集中との関係]

式9-34のfrと式9-36のhr､fβとhβは次式のように関係づけられる｡
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fr/hr=Cr fβ/hβ=Cβ 9-38

式9-38の関係は､隅角部角度とポアソン比のみに依存し､荷重条件によらない｡この場合

のCrを義一7-4-5に示す0式9-38のCrの値がわかっているのでfr､fβ､hr､hβ

の内一つがわかれば､式6-3-20,7-4-4より他は計算できる[lida et a暮.(1987a)]｡

以上より平面問題と同様の事が言える｡たとえば､隅角部付近のある点の一成分の曲げモ

ーメントの値がわかれば､式9-32のF､Hがわかり､任意点の応力成分が分かる｡さらに､

fr､fβがわかるのでhr､hβがわかり､小さなβの応力集中値がわかる0

2. クラックの力学と切欠きの力学との関連

前章で示したように､クラックは切欠きの特別な場合と考えられる｡クラックの解析は

数多くなされ､また応力拡大係数は多く利用されているので､切欠きの力学を､クラック

の力学と関連づけることは合理的である｡

2-1 平面問題で自由境界の場合

図 7-1-1のように平面問題で切欠きから発生したクラックについて考える｡具体的には

V字形切欠きから､切欠き角度の2等分線に沿って発生したクラックを対象として示す｡

今､長さbのクラックの応力拡大係数KI(b)を､クラック発生前の切欠き角度の2等

分線上の応力値びβ(b)を用いて次式のように表わす0

KI(b)=Ao8(b)√~元下 9-39

ここで､係数Aは切欠きの角度､クラック長に因る｡たとえば､一様引張を受ける半無限

板の縁のV字形切欠きから発生したクラックについては､短いクラックから比較的長いク

ラックまで適用できるA値が5-2節[Hasebe andIida(1978)]に示されている｡クラ

ック発生前のび∂(b)は関数形としてわかっていないが､いくつかのbに対して応力値

がわかっているときは､式9-3の初めの数項を用いて､びβ(b)の式を決めることがで

きる8これを用いて式9-39よりKI値を計算できる0しかし式9-3の第一項の係数f∂を

精度よく求めるためには小さなb､すなわち切欠き先端近傍の応力値が分かっていなけれ

ばならない0切欠き先端近傍(｢､つまりb別､さい競闘)では､応力びβ(b)は式9

-3の第1項のみで次式のよう表わされる｡
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びβ(b)=fβbml/√2

よって上式を式9-39に代入すると次式を得る｡

KI(b)=Af8bml√雨/√2

9-40

9-41

クラックが短いとき､上式のA値は角度のみに依存する臆となる｡この値を図5-2-1に示

す0式9-41より､切欠きから発生した短いクラックの応力拡大係数が隅角部の強さfβで

表わされることがわかる0つまり､隅角部の強さfβが分かれば切欠きから発生した短い

クラックの応力拡大係数が計算できる｡逆に･､切欠きから発生した短いクラックの応力拡

大係数が分かっていれば､式9-41から隅角部の強さfβが計算できるo fβが分かれば

ト1節で述べたように､切欠き先端付近の任意の応力成分､またhβが分かるので小さい

βの応力集中値が分かる｡

次に､切欠き角度が異なる2つの切欠きが2つの異なる荷重を受けるとき､どちらが危

険かという問題を考えてみる｡単に隅角部の強さの比較では､各々の次元が異なるので意

味がない｡よって2つの切欠きから発生した短いクラックの応力拡大係数の値によって判

断する｡その応力拡大係数は隅角都の強さが分かっていれば､式9-41から計算できる｡ク

ラックが発生しないための切欠きの強さは､式9-41の適当なbに対する応力拡大係数の値

が破壊執性値KICを越えないようにすればよい8このように切欠きの強さにクラックの力

学が適用できる｡

鋭い切欠き先端から発生したクラックの応力拡大係数を求める近似式を示したが､先端

に丸みのある切欠きからクラックが発生する場合も多く､その応力拡大係数を求める近似

式も重要である｡しかし､このような場合を一般的に表わすのは難しいのでここでは1つ

の方法を示す｡西谷(1973)によって､一様引張を受ける無限板中の楕円孔から発生した

クラックの解析がなされ､楕円孔の形､クラック長を変化させてその応力拡大係数が求め

られている｡さらにクラック発生前､つまり無限板中の楕円孔の応力の式は分かっている

のでこれらの解析結果を式9-39に代入し､A値を逆算してみる｡

図5-4-1に楕円孔のそれぞれの曲率半径βについて､クラック長さbと楕円孔のクラッ

ク方向半軸長aの比に対するA値を示す｡この固より次のことが分かる｡bが充分に小さ

い時､すべてのA値が1.12に漸近している｡この1.12は､一様引張を受ける半無限板

の縁クラックの応力拡大儒教である｡図よりβの影努がよくわかり､βが大きい場合しか

1■12の値は使えない｡楕円曲線でない場合でも､クラック発生前の応力げβ(b)と

国5-4-1のA値を用いて応力拡大係数のよい近似値は得られよう｡
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2-2 面外曲げ問題で自由境界の場合

この場合も図 7-1-1に示すV字形切欠きから､切欠き角度の2等分線に沿って発生した

クラックを対象として示すc長さbのクラックの面外曲げの応力拡大係数kB(b)を､ク

ラック発生前の切欠き角度の2等分線上の曲げモーメントMβ(b)を用いて次式のように

表わす(5-3節)[=asebe andIida(1979)]｡

kB(b)=((1+L))/(3+L)))AM8(b)/-b 9-42

ここで､係数Aは切欠き角度､クラック長､ポアソン比に因る｡たとえば､一様引張りを

受ける半無限板の縁の∨字形切欠きから発生したクラックの場合のA値は､5-3節

[Hasebe andIida(1979)]に示されている｡平面問題の場合と同様切欠き先端近傍(｢､

つまりbが小さい範囲)では､曲げモーメントは式9-2アの第1項のみで表わされるので､

この項を用いて短いクラックの応力拡大係数は次式から求められる｡

kB(b)={(1←レ)/(3十U)}Af8bml√b/√2 9-43

クラックが短いとき､A値は､切欠き角度のみに依存する｡ポアソン比に対するA値を図

5-3-1に示す｡式9-43より､切欠きから発生したクラックの応力拡大係数が隅角静の強さ

fβで表わされるので､つまり､隅角部の強さfβが分かれば切欠きから発生した短い

クラックの応力拡大係数が計算できる｡また､切欠きから発生した短いクラックの応力拡

大係数が分かっていれば隅角部の強さfβが計算できるn fβが分かれば=節で述べた

ように､クラック発生前の切欠き先端付近の任意の応力成分や小さなβに対する応力集中

値も求まる｡同様に切欠き角度が異なる2つの切欠きが2つの異なる荷重をうけるときの

危険性の比較も､その2つの切欠きから発生した短いクラックの応力拡大係数の値によっ

て判断できる｡
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第10章 あとカミき

本章では､各章の主な内容､解析した事柄､及び得られた結果等について簡学に述べる｡

第2章では､本論文で用いた解析方法を示した｡この解析方法は､垂調和微分方程式の

一般解である複素応力関数を､与えられた境界条件を満足するように決めるものである｡

さらに複素変数に有理写像関数を導入し､多元連立一次方程式を解くことによって解析解

が得られる｡これは有理写像関数の表わす形状に対して厳密穿となる有効な方法である｡

第3章では､具体的に応力解析を行なった｡対象としては､工学的に応用範囲が広い､

三角形切欠きについて､切欠きの角度200､400､600､800､900､1000､1200､

1400､1600 の場合を解析した｡荷重条件は平面弾性問題に対してX軸方向無限遠での

一様引張､薄板の面外曲げ問題に対してX軸方向無限遠での-･一様面外曲げを扱った｡

切欠き先端の応力集中値､境界上の応力値､切欠き角度の影響､ポアソン比の影響につ

いて考察した｡又､応力集中部からのクラックの発生を考え､半無限板の縁にある三角形

切欠きの切欠き先端からクラックが発生した場合について､前述と同じ条件で応力解析を

行なった｡そしてクラック先端や､クラック縁の応力について考察した｡

さらに､Y字形帯板について角点に大小の丸みをつけて応力解析を行った｡荷重条件は､

平面弾性問題に対して､Y字形3軸方向の引張りとY字形の2軸の面内の偶力を､薄板の

面外曲げ問題に対して､Y字形3軸の面外曲げとねじりを扱った｡そして､応力集中値に

対する丸みの曲率半径､ポアソン比の影響について考察した｡

又､矩形孔のある無限板について､矩形孔の角度200､400､600､800･､900､

1000､1200､1400､1600 の場合の応力解析を行った｡荷重条件は､X軸方向無限

遠での一様引張､及び一様面外曲げを扱った｡応力集中値､境界上の応力値に対する､矩

形孔の角度の影響､ポアソン比の影響について考案した｡さらに無限板中の矩形孔から対

称にクラックが発生した場合について､前述と同じ条件で応力解析を行い､クラック先端

付近の応力や､クラック縁の応力について考察した｡

第4章では､クラックの応力拡大係数を解析した｡工学的に重要な､応力集中部から発

生したクラックについて､半無限板の縁にある三角形切欠きの切欠き先端から発生したク

ラックの応力拡大係数を､切欠きの角度200､400､600､800､900､1000､1200､

1400､1600 の場合で解析をした｡荷重条件は､モードⅠとなるX軸方向無限遠での一

様引張りと､面外曲げとなるX軸方向無限遠での一様面外曲げを扱った｡そして､切欠き

角度の影響､クラック長と切欠きの関係､面外曲げの応力拡大係数とポアソン比との関係

について考察した｡さらに､無限板中の矩形孔から対称に発生したクラックの応力拡大係

数を､矩形孔の角度200､400､600､800､900､1000､1200､1400､1600 の

場合について求めた｡荷重条件は､X軸方向無限遠での一様引張りと､一様面外曲げを扱
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った｡矩形孔の角度の影響､クラック長と矩形孔の関係､面外曲げの応力拡大係数とポア

ソン比との関係について考察した｡

第5章では､切欠きから発生したクラックの応力拡大係数を求める一つの方法として､

クラック発生前の応力値を用いる方法を示した｡この方法はモードⅠについては式5-2-1

で示される｡そして第4章で解析した､半無限板の縁にある三角形切欠きの切欠き先端か

ら発生したクラックと､無限板中の矩形孔から対称に発生したクラックの応力拡大係数を

比較して､数%の誤差で応力拡大係数が求められ､実用的な近似式であることを示した｡

さらに､式5-2-1の係数Aは､三角形切欠きや矩形孔のように概ね形状･､荷重が類似して

いる場合で､短いクラックにおいては角度のみに依存することを示した｡

又､面外曲げについては式5-3-1で示され､第4章の解析結果と比較して､数%の誤差

で応力拡大係数が求められ､実用的な近似式であることを示した｡式5-3-1の係数Aも､

三角形切欠きや矩形孔のように概ね形状､荷重が類似している場合で､短いクラックにお

いては角度とポアソン比のみに依存することを示した｡さらに係数Aとポアソン比はほぼ

線形であることも示した｡

この近似式を用いて､いくつかのクラック長に対する応力拡大係数が分かっていれば､

クラック発生前の応力分布が求められることや､他の任意のクラック長に対する応力拡大

係数も計算できることを示した｡

第6章､第7章では､主に切欠き一般について成り立つ関係を示した｡任意の角度の隅

角部先端付近の応力分布は､一般に式6一ト1のように表わされる｡隅角静先端近傍におい

ては､式6-ト1の第1項が第2項以降に較べて1一分に大きく､この係数を｢隅角部の強さ.j

と定義し､任意の角度の隅角部の強さを表わすパラメーターと位置付けた｡角度00(ク

ラック)の場合は応力拡大係数と一致する｡つまりクラックの応力拡大係数を含み､任意

の角度の隅角静に拡張した考え方である｡

又､先端に丸みを有する任意の角度の隅角都先端の応力集中値は､一般に式ト2-1で表

わされる｡そして隅角静を有する簡単な形状として､無限板中の矩形孔を扱い､式ト2-1

の第1項の係数を解析した｡その解析結果より､自由境界の平面弾性問題で､隅角静角度

2等分線に対称な応力状態の場合､接線方向応力成分についてfβ/hβ=Cβ､自由境

界の面外曲げ問題で､隅角部角度2等分線に対称な応力状態の場合､接線方向応力成分に

ついて､fβ/hβ=Cβ､固定境界の平面弾性問題で､隅角部角度2等分線に対称な応

力状態の場合､法線方向応力成分について､fr/hr=Cr､固定境界の平面弾性問題

で､隅角部角度2等分線に逆対称な応力状態の場合､セン断応力成分について､frβ/

hr､β=Crβ､同定境界の面外曲げ問題で､隅角部角度2等分線に対称な応力状態の場

合､法線方向応力成分について､fr/hr=Cr､となる関係を求め､この各関係式が

荷重条件や形状によらず､隅角都角度及びポアソン比のみに依存することを示した｡これ
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らの関係式によって､任意の場合において隅角辞の強さと応力集中が関係づけられる｡

第8章では､第5章で述べた応力拡大係数を求める近似式と第6章で述べた隅角部の強

さとの関係を示した｡また､応力拡大係数がより簡便に求まることを示した｡さらにこの

関係によって､任意の荷重を受ける､任意の角度の切欠きの強度の比較が出来ることも示

した｡

第9章では､論文全体を通して切欠きの力学としてまとめられる事柄を述べた｡
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