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第 1 章 序 論

§1 . 1 . 本研究の背景と目的

1 . 1 . 1 . 近年 ､ 半導体の 電気 的性質 の 研 究や 分子設 計等 の 物質の 微視的 な性

質 の 研究 と ､ 誘導放射や 超伝導等
の 量子現 象 の 利用 に よ り ､ 工 学に 於け る量 子力学

の 重 要度 は増 大 して い る ○ 特 に 電 子の 波動性 が著 し い 現象で は
S ch r 6 di n g e r の

堵 = 紬 盈 = 一 旦△ ･ Ⅴ
′ヽ

`1 ●1'

(盲 = √ 摘 f) = 腑 ,
f) , △ = 芸+蒜･芸)

が本質的な 役割を果 して い る ｡ 記号た
= り2 m は んと 同 じく Pl a n k 定数と 呼ばれ ､

¢ は 非畢対論 的自 由粒子
の 運動状態 を 記述 す る 波動 関数( 俳 は粒 子 の 存在 確率密

度) ､ H は ポ テ ン シ ャ ル V が 作用 し て い る と き の 粒子の II a mi lt o ni a n ､ m は粒子

の 質量 を表す ｡

H a mi 1t o n i a n H が ､ 即 ち ポ テ ン シ ャ ル V が ､ 時間依存性を 持た な い と き ､ 物

理学 的に 課 せ られ た境界条件に 関す る g の 固有方程式

(1 . 2) 月七 = 別

の 固有値を( 孔) と す る ｡ そ の 個数 が高 々 可算個 で ､ 各 孔 に 属す る 固有関数
u
y

の 系( u 〝) が 上 述 の 境界条 件に 関 し て 完全正規直交系をな す と き ､ 初期条件

ゆ(ズ, 0) = ゆ0( ズ)

(1 ･ 3) 仰 ) =

写( 如 )
e x pト拘 u

レ( ズ)

と表 さ れ る ｡

固有値( 孔) は非相対論 的な 力学 に お け る
エ ネ ル ギ

ー に 対応 し ､ 方 程式( 1 ･ 1)

の 特 殊 解

れ( 榊 = e X ｡( 一 掃 u
y( ズ)

が 与 え る 運 動状態 は エ ネ ル ギ
ー 固有状態( eig e n s t a t e) と 呼ば れ る ｡

一 方 ､ 粒子

の 存在確 率 が 時 間 に 依存 性 を持 た な い 状態 を 定常状態( st a ti o n a r y st at e) と 呼 ぶ ｡

等 式

lれ( ズ,わl
2
= れ(ズ)l

2



に よ り ､ エ ネ ル ギ
ー 固有状態 な ら定 常 状態 である ｡ 逆 に (1 .3) に よ り ､ 定常 状 態

な ら エ ネ ル ギ ー 固有状態 で ある こ とが 導か れ る ｡ す な わち エ ネ ル ギ
ー

固有状態 と

定 常 状態 は 全 く同
一 で あ る ｡

ポ テ ン シ ャ ル Ⅴ を設計 に 従 っ て 作 る こ と に よ り ､ 電子 の 波動 関数 や エ ネ ル ギ ー

固有状態 を人 為的 に 制御 す る こ と が 可能 に な り ､ 箱型 の 量 子井戸 や ト ン ネ ル 障壁 や

超 格子( 多重 圭子井戸) 等 が レ
ー ザ ー や 光変調器 や負性抵抗デ バ イ ス 等 に 応用 さ れ

て い る ｡ 例 え ば通常 の 半導体 レ ー ザ ー の 活性層 内に 量 子井戸 を組み 込 ん だ 量 子井

戸 レ ー ザ ー は ､ 高出力 の 可能性 ､ モ ー ド雑音 の 低減性等 の 利点を持 っ て い る ｡ ま

た ､ 波 動現 象 の 典型 例 で あ る圭子 井戸 St a r k 効果を 利用 し た光 変 調器 は ､ きわ め て

小型 で 数 十 ピ コ 秒 の 高速 動 作が 可能 で あ る ｡

こ の よ う に ､ 電 子の 波動性の 利用 の 基 礎 と し て ､ 方程式(1 . 2) ､ 即 ち

(1 .4) ト 餌 叫 = 0 ( p = ( Ⅴ
- 可 ､

の 研 究 は重要 で あ る ｡ 方程式(1 . 4) は 元来 S c h r 6 di n g e r 方程式 と 呼ば れ て い た が ､

現在 で は方 程式(1 . 1) を S c h r 6 di n g e r 方 程式 と 呼 び ､ (1 . 4) は 定常 的 S ch r 6d i n g e r 方

程式 と 呼 ば れ て い る ｡ 本論 文 で は ､ し か し ､ (1 .4) を 単 に S c h r 6 d i n g e r 方程式 と 呼

び ､ ま た P を密度(1 ･ 2 ･ 2 節参照) と 呼 ぶ ｡ 電 子 の 波動性の 利用 の た め の 基礎研究 と

し て ､ S c h r 6 di n g e r 方程式 の 解の 挙動 を 数学 的 に 調 べ る こ とが 本研究 の 目的 で あ る ｡

1 . 1 . 2 . ポ テ ン シ ャ ル Ⅴが

r = げl = ご
2
+ y
2
+ z
2

の み の 関数で あ る よ う な ､ 所謂 中心 力の 場 に お い て ､ Ⅴが 条件

Ⅴ( r) = 0(蒜) ( r → ∞ , ∂ > 0) , Ⅴ( r) = 0(吉) ( r → 0)
を 満た し て い る と き ､ Ⅴは短 距離力の ポ テ ン シ ャ ル と 呼ば れ る ｡ 井 戸型 ポ テ ン シ ャ

ル 巧 や 核力を 表す湯川 ポ テ ン シ ャ ル 鴨 ､

ー たr

鴨( r) ∝
ニ

γ
､

は そ の 典型例で あ る ｡
一

方 ､ 距 離が r の 2 粒子 が 持つ 位置 エ ネ ル ギ ー

､ 即ち C o ul o m b

ポ テ ン シ ャ ル

醐 = 竿 ､

e



は長距離力の ポ テ ン シ ャ
ル の 典型例 を 与 え る ｡ 記号 g ､ 飢 ま 2 粒子の 電 荷を ､ ま

た e は電 気素 圭 を 表す ○

ポ テ ン シ ャ ル 鴨, 鴨 は 原点 r
= 0 に 特異点(孤立特異点) を持 つ 関数 で あ り ､

従 っ て ､ 対応す る密度

ろ = 筈(鴨 一 句, ろ = 茅(鴨 - β)

も原点 で孤立特異点を持 つ ､ た だ し〃は換算質量 を表す ｡ ま た ､ 鴨 に お い て Z , Z
′

が 同符号の と き ､ 即ち 2 粒子が 同種 の 粒子の 時 ､ 原点 の 近傍 で は ろ > 0 で あ る ○

系の 粒子が 2 個以 上 の 多粒子系の II a mi 1t o mi a n の 代表例 と し て ､ 水素 分 子 の

電子 に 対 す る H a mi 1t o n i a n H

g = 一芸△ 川 ､

■ l

e
2

e
2

e
2

e
2

Ⅵ = -

lズ ー At

(

~ ~

F 二可lズ
ー βl

e
2

e
2

t y - βl
■

l ズ
ー y l

■

lA
- βl

ズ = ( 〇1 , ∬｡ , ヱ｡), y = ( y l , y 2 , y 3) , △ = ∑
i = 1

で 与 え られ る ｡ 点 A = ( 恥 α2 , α3) , β = (占1 , 占2 ,ゐ3) は静止 し て い る原子核の 位置を

表し ､ 記号lズ
ー Al ,l ズ

ー 吼 … は 距離

を表す ｡ こ の Ⅵ ､ 従 っ て 対応す る密度

臣 芳(Ⅵ 一 恥

は配位空間の 連続体集合( ズ = y) 上 に 正値 の 特異点( 連続特異点) を 持 つ ｡

本論文で は 上述 の 為, 鳥 の 様 に 正値の 孤 立特異点や連 続特 異点を持 つ 密 度 を主

要な研 究対象 と し ､ そ の 特異点の 近傍 で S c h r 6di n g e r 方程式 の 解 の 挙動 を研究 す る 0

1 ･ 1 ･ 3 ･ 原 子炉 の 臨 界量(炉 の 大 き さ ､ 燃 料の 重 ､ 定 常 的 な 中性子 束の 分 布
上等) を決め る と き ､ 簡単 な モ デ ル で 計算 し た結果 で もか な り の 精 度を 得 る こ と が で

き る ｡ 実際の 原 子炉 ほ 複雑な構造 を し て い る が ､ で き る 限 り 簡単な 近似 的 モ デ ル

か ら始め て よ り 高度 な 近似 的 モ デ ル へ 議 論を進 め る こ と は ､ 理 解 の 面か ら も ､ ま た



4

実際 的応用 の 面 か ら も ､ 重 要な 意味を持 つ ｡

最初 の 近 似 的 モ デ ル と し て は 所謂
一

群(
一

組) 理論 が採用 さ れ て い る ｡ 即 ち

原子炉 は 裸の 均質炉 と し､､ 中性子はす
ペ て エ ネ ル ギ ー が 等し い 熱中性子と仮 定 さ れ

た モ デ ル で あ り ､ 原子炉 が 定常状態 の と き ､ 中性子束¢ は 拡散方程式

(1 . 5) β∇
2

¢ - ∑
｡ ¢ + ∑｡ ゐ∞ 上J¢ = 0

を満 た す ｡ 記 号 β は 拡散係数 ､ ∑｡ は 巨視的吸収断面積 ､ ん∞ は 無限大原子炉 の 中

性子増倍率 ､ 上J は中性子 の 漏れ な い 確率を表 す ｡ 臨界条件 は 工 学的 に は実行中性

子増倍率 たe仔が たe仔
= 1 と な る こ と で あ る が ､ 数学的 に は 原子炉 を空間の 領域n と

考 え た と き ､ n 上 に 方程式

ト十
- ∑
｡(鳥∞ 上J

- 1)
上) ) u(ズ) = 0

( ズ = ( ご, y , Z) , △ = 芸+蒜･芸)
の 正解が 存在 し て し か も G r e e n 関数 は存在 し な い こ と で あ る ｡ 従 っ て 原 子炉 の

( 近似 的) な寸法は バ ッ ク リ ン グ

β
2
=

∑
8( 〝 ∞ 上J

- 1)
j)

に よ り 決 ま る こ と に な る ｡

次の 近似 的 モ デ ル と し て は 中性子 を高速 中性子 と熱中性子 に 分 け て 扱う 二群

( 二 組) 理論が
一

般的 で あ り ､ こ の 理論 で は(1 . 5) と 同種の 方程 式 を 連 立 さ せ て 臨 界

条件 を求 め る こ と に な る ｡

一

群理 論に 於け る た㈲ は ､ 高速中性子 に よ る核分裂効果e ､ 熱中性子 に よ る核

分裂係数り､ 9 2 U
2 3 8
の 吸収 を 逃 れ る 確率 p ､ 熱中性子の 利用率J ､ に よ る 四因子公式

ん
∞

=

叩J り

で 与え ら れ る ｡ 燃 料の 礎縮度､ 減速材の 密度 ､ 温 度等が 原 子炉 内で
一 定 で な い 場

合 はりや p が ､ 従 っ て た∞ が ､ 場所 ズ の 関数 た∞ = た00 ( ズ) と 考 え られ る ｡ 従 っ て

P =

ー ∑
.(た加 ムJ

- 1)
上)
( =

- β
2

)

と 置 い て ､ 中性子 束¢ は場所 X に 依 存す る P = P( X ) を 密度と す る S ch r 6 di n g e r 方

程式( 1 . 4)

(
- △ + P) u = 0



の 解 と な る ｡ 裸 の 原子炉内 で は で
P < 0 ある が ､ 実際の 原子炉 で は炉心 部を反射

体が 覆 っ て い て そ の 内部 で は

p = 宕=去> 0

と な っ て い る ｡ ム
2
は反 射材に よ り決 ま る 量 で 熱中性子 の 拡散 距離 と 呼 ば

れ て い る ｡

反 射材の 局 所的な 変質や混 在 を 想定 し た と き ､ そ
の 極限状態 と し て ､ 反射体

内の あ る場所 ズ0 また は あ る部 分
n o で エ

2
= 0 と 考え る 必要が 生 ず る 0 こ の 様な 状

態 で 中性子束 の 分布 を 調
べ る と き ､ S c h r 6 di n g e r 方程式 の 密度の 正 値特異点

の 近 傍

に 於ける 解の 挙動の 研 究が 応 用 さ れ る 0

§1 . 2 . 研究の歴史と本研究の地位

本節 で は S c h r 6 di n g e r 方 程式 の 密度 の 特 異点
の 近傍 に 於 け る 解 の 挙動 の 研究

の 歴 史 を ､ 本研究 で 得 られ た 諸結果 を 含
め て ､ 概 観 す る こ と に よ り ､ 本研 究 の 意

義 と 地位を 明 らか に す る 0 尚 ､ 点 A に 於
い て 密 度が 特異性を 持た な い 場合 で も ､

s ch r 6di n g e r 方 程式 の 定義域か ら
A を除外 して 考え る限り ､ A を密度の 特異点と 呼ぶ 0

1 .2 . 1 . S ch r 6di n g e r 方程式 は通 常 n 次元
E u clid 空間 R

n

( n ≧ 3) 上 ､ 特 に R
3

上 ､ で 考 え る が ､ R
3
の 摘 方 向 に 定 常 的な 密度や解 を扱 う 場 合は複素平 面 C

= R
2

上 で 考 え る こ と に な る 0 ま た ､ C 上 で の 解 析は
R
れ

上 で の 解 析に 拡張 さ れ る こ と

が 多 い の で ､ む し ろ C 上 で S ch r 6di n g e r 方 程 式 を 考
え る 方 が 本 質的 と 思わ れ る 0

密 度 P の 孤立 特異点 A の 近 く で
の S c h r 6 di n g e r 方程式 の 解の 研究で は ､ A を

原点 0 = (0 ,
…

,
0) に 平 行移動 し て ､ そ の 近 傍

n = (0 < 凶 < 1)

上 で 解 u を 考 え る こ と に な る 0 ま た ､ 原点の 近 く で の u の 挙動を 問題 に す る の

で ､ 本小節 で は常 に 境 界

r = ( 凶 = 1)

上 で u は 連続 と 仮定 す る 0 更 に r の 近 傍上
で u は解 で あ る こ と を 仮 定 し て も構 わ

な い ｡ 従 っ て ､ n 上 u が 有 界 な ら u はr 上 の 境 界値 で
一 意 的 に 決定 さ れ る の で ､

条件

( 1 ･ 6) 尭㌍(
ズ) = + ∞
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を満た す u の 挙動が ､ よ り 一 般的に は集合

(1 . 7) タグ( n ; r) = ( u : n 上 u ≧ 0 か つ (
- △ + P) u = 0

,
r 上 u = 0)

の 構造 が ､ 研究の 対象と な る ｡ 歴史的 に は P が 原点 で特異性 を持た な い 場合 ､ 特

に P ≡ 0 の 場合( 即 ち S ch r 6 di n g e r 方程式は L a pl a c e 方程式△ u = 0 で あ り 解は 調

和関数 で あ る場合) ､ に 研究 が 開始さ れ た ｡

(1 . 8)

19 2 3 年 P ic a r d [8 7】は(1 ･ 6) を 満た すfl ( ⊂ C ) 上 の 調和関数 u は

u( ズ) = C l o g
何
+ ん(ズ)

と表 され る こ と を示 した ｡ 同年 Pi c a J d 【8 8】は ､ また ､ ( 1 . 6) を満 た す n (⊂ R
れ

( n ≧
3)) 上 の 調和関数 u は

申) =

平 戸
+ 叫祁

と表 さ れ る こ と を示 し た ｡ た だ し ､ C は正 の 定数 ､ ん は( 凶 < 1) 上 の 調 和関数

を表 す ｡ 調 和関 数 の こ の よう な 性質は 1 9 26 年 B o u lig a n d [1 4】に よ り P i c a r d 原理

と命名 さ れ た ｡ 尚 ､ 1 9 2 5 年 St o去e k [9 5] は 条件(1 ･ 6) は 条件

口上 u( ズ) > 0

で 置 き換え て もよ い こ と を 示 し て い る ｡

Pi c a rd 原理 は ､ 実 は ､ 19 0 3 年 B 6 c h e r【11] に よ り原点 で も解析的 な 係数 bi , P

(1 ･9) ( △ ･墓ゐ̀(鴫
一

卑小ズ) = 岬 = ( ご1 , …

,
ご
れ))

の 解 に 関 して 成立 す る こ と が 示 さ れ て い た: (1 ･6) を満 た す(1 .9) の 解 u は口 上 で

(1 ･ 1 0) 刷 = 仰 ) l o g古再(ズ)
ま た は

(1 ･1 1) u(ズ) = 肘 ) 恭 ･ g(ズ)

と 表 さ れ る ○ た だ し ､ C は正 の 定 数 ､ J は原 点 で も 連続 な関数 ､ g は ( 凶 < 1) 上
の 解を 表す 0 しか し な が ら ､ 大 多数 の 研究者 は こ の 原 理 を ､ B o ulig a n d に 倣 っ て ､

Pi c a rd 原理 と 呼 ん で い る の で ､ 本 論文 で も Pi c a r d 原 理 と 呼ぶ こ と に す る ｡
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密 度 P が 原点で 不 連続 な 場 合 の Pi c a rd 原 理 は ､ ま ず P が n 上 で 有 界 な 場 合 に

研 究 され た ｡ 1 92 6 年 ､ 19 40 年 G e v r e y 【2 9】､ 【3 0】は口上 非負 で 有界 な P を 係数 と

(1 ･ 12) (ゑ叫( ズ持去･墓b 刷孟
- ヰ(ズ) = 0

の 解 に 関 し て P ic a r d 原理(1 .1 0) ま た は(1 ･ 1 1) が 成立 す る こ と を示 し た ｡ た だ し ､

9 は 0 上 の 有界 な解 を表す ｡ ま た ､ 19 5 4 年 Ⅱa rt m a n
- W i nt n e r [3 3] は G e v r e y の 結

果が口上 P を 非負 と 仮定 し な く て も成立す る こ と を n ⊂C の 場合 に 示 し ､ 1 9 5 5 年

【3 4] に 於 い て n ⊂ R
3
の 場合を研究 し た ｡ n ⊂ R

れ

の 場合で も アの 非負性の 仮定 が

不要 で ある こ と は 1 95 4 - 1 9 5 6 年 G ilb e r g
- S e r ri n [3 1] に よ り 示さ れ た ｡

0 上有界 と は 限らな い 密度 P に 関す る Pic a rd 原理 の 研究は B r el ot に よ り 開始

され た が ､ 以後の はと ん どの 研究は C 内のfl 上 で 非負の P を 密度 と す る S c h r 6 di n g e r

方程 式 を 対象 に 行 わ れ て い る の で ､ 今後本小節 で は 特 に 断 ら な い 限 り ､ n ⊂C と

し ､ f? の 点 は Z = X + i y (i = √耳) と 表 し ､ 方程式 は S c h r 6 di n g e r 方程 式(1 . 4) ､

即 ち

( - △ + P( z)) u( z) = 0 ､

を考 え ､ 密度 P は口上非負とす る ｡ 1 9 3 1 年 B r el ot 【1 6】は 条件

(1 ･ 1 3) P( g) = 0 (l 坪) ( z → 0; α > ｢
2)

を 満 た す に P に 関し て Pic a r d 原理(1 . 1 0) ( n ⊂ R
n

( n ≧ 3) の 場合は(1 . 1 1)) が 成

立す る こ と を 示 した ｡ ま た ､ 回転不変密度 タ､ 即 ち P ( z) = P (l gI) を満 た す 密度

P ､ に 対 し て は( 1 . 1 3) を

(1 ･ 1 4) 此 坤)l o g古物 < ∞
で 置 き換 え て もよ い こ と を 19 48 年【18】で 示 し た ｡ こ の 条件(1 ･ 1 4) は 1 9 74 年 N a k ai

[6 8] に よ り ､ 回転不 変と は 限 ら な い ､
一 般密度 P に 関す る 条件

( 1 ･ 1 5) 瓜月 P( z)l o g古物 < ∞

に
一 般化さ れ た ｡ た だ し ､ βは原点 で thi n で あ る 集合を 表 し ､ P に 依存 し て も構

わ な い ｡ 更 に ､ 19 8 0 年 N a k ai [7 4】は(1 ･1 0) の 意味で の Pi c a rd 原理 を 強 Pi c a r d

原理 と 命名 し ､ (1 ･1 5) は強 Pi c a rd 原 理 が 成立 す る た め の 必要 十 分条 件 で あ る こ と

を 示 し た ｡ 実 は強 P i c a rd 原理 が 成立 しな い 場合 で も ､ l ogl X l
~ 1
を よ り 大 き な増 大

度 を も つ 解 で 置 き 換 え て( 1 . 8) を 成 立 さ せ る 密度 ､ 即 ち

(1 . 16) P P( n ; r) = ( c u : C ≧ 0)



を満 た す密 度 ア ､ の 存在が【6 8】以前 に 1 9 74 年 N a k 可6 6】に よ り知 ら れ て い たこ 本
論文 で は 今後 ､ n ⊂ R

n

( れ ≧ 3) の 場合も含め て ､ P が (1 ･1 6) を 満 た す と き ､ 【6 6】
に し た が っ て ､ P に 関す る P i c a r d 原理 が( 原点 に 於い て) 成立 す る と い う ｡

P ic a r d 原理 はま ず 回転不変密度 に 関し て 研 究さ れ た ｡ 1 9 7 4 年 N a k ai 【66] は

回転 不変密度 P の 原点 に 於 け る 特異性指数(3 ･ 1 ･3 節参照) に よ り Pi c a rd 原 理 が 決

定 さ れ る こ と を示 し ､ 密度I zl
d

に 関す る P i c a rd 原理 に 応 用 した :

(1 .1 7) l坪 に 関す る Pi c a rd 原理 の 成立 ⇔ α ≧
- 2 ｡

こ れ ら の 結果は 1 9 8 7 年 I m ai
- T a d a [4 3] ､ B o u k ri c h a - H u e b e r [1 3] ､ 1 9 86 年 M u r a t a

[5 9】に よ り n ⊂ R
れ

( れ ≧ 3) の 場合に 拡張さ れ て い る ｡ I 9 7 5 年 N a k ai【6 9】は(1 .1 7)

P( z) = l zl
- 2

(l o g l 軒
1

)
2

… (l o g た 軒
1

)
2

(l o g 川 軒
1

)
Q

を満 た す密度 P に 関す る P ic a rd 原理 は

成立 ⇔ α ≦ 2

で あ る こ と を示 し た ｡ た だ し ､ l o g l = l o g ,
…

,
l o g " 1

= l o g(l o g た) (た = 1
,
2
,

… ) と

す る ｡ [6 9] で は 回転不変密度 に 関す る Pi c a r d 原 理 の 単調牲 ､ 即 ち

(1 ･1 8) (
P ≦ Q の と き Q に 関 す る P ic a r d 原 理 が成 立 す

れ ば ､ P に 関す る Pi c a r d 原理 も成立 す る こ と ､

も示 さ れ て い る ｡ 1 9 7 6 年 E a w a m u r a - N a k 扇【5 0】は【6 9】で の 研究を 継続 し ､ 特異

性指数 に よ る判定法 に 比 べ て よ り具体的 な ､ j l 単位判定法(3 .2 .1 節 参照) を 開 発 し

た ｡ そ の 応用 と し て ､ 回 転不変密度 アが

を満た す と き P に 関す る Pic a rd 原理 が 成立 しな い こ とを示 した ｡ ま た ､ 回転不

変密度 に 関す る Pi c a r d 原理 の 斉次位 ､ 即 ち

(1 ･ 1 9) (
P に 関す る Pi c a r d 原 理 が 成立す れ ば ､ C f

,

( c

> 0) に関す る Pic a rd 原理 が 成立 す る こ と ､

も示 し た ｡ P 一 単 位判定法 は【5 0] 以 前の 1 9 7 4 年 に ､ N a k ai [6 7】に より Pi c a r d 原理
の 非加法性の 証明 に ､ 応用 さ れ て い た ｡ 即 ち ろ , ろ に 関す る Pi c a r d 原理 は成立 す

る が ､ A + 為 に 関す る Pi c a r d 原理 は成立 し な い よ う な 回転不変密度 A , A が 構成

さ れ た ｡ 尚 ､ P 一 単位判定法 は 1 97 8 年 G o d ef r oid 【32】､ 1 9 80 年 T a d a [9 8] ､ に 於
い て も研 究さ れ て い る( 本論文§3 ･ 3 の 定 理 3 ･1 0) ｡
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一

般密度 に 関す る Pi c a r d 原理 を研 究 す る際 ､ 双対定理 ､ 即 ち随伴方程式

(1 . 20) (△ + 2 ∇l og e p( 亭)
･ ∇) り( z) = 0 ( ∇ =(£,孟))

の n 上 の 有界解 v に 関す る R i e m a n n の 定理 ( 即 ち ､ li m z _ O V( z) の 存在) と 密 度 P

に 関す る Pic a rd 原理 の 同値性 ､ は 貴重 な 手が か り の 一

つ に な っ て い る 0 た だ し

e p は P
一 半位( 3 . 1 . 1 節参照) を表す ｡ 双対定 理 は 1 95 2 年 H ei n s 【3 7】に よ り ､ n が

R i e m a n n 面 の e n d で P ≡ 0 の 場合に 示さ れ ､ そ の 後 P ≧ 0 の 場合 で も成立す る

こ と が 1 9 6 1 年 Ⅱ叩 お hi【3 5】､ 1 97 8 年 N a b i【72】に よ っ て 示 さ れ た 0 尚 ､ 1 9 75 年

N a k ai [7 0 ,7 1] はSl が 多様体の e n d の と き非負と は限 らな い P を係数 に持 つ 方程式

(1 . 1 2) の 解に 関 して も成立 す る こ とを示 して い る ｡
一

方 ､ 1 9 8 1 年 S e g a w a [91] は

双対定理 を ､ P i c a rd 原理 が 成立 し な い 場合も含む 形に ､ 拡 張 し た ｡ 双対定 理 を経

由 し て ､ 1 9 7 5 年 Ⅳa b i【7 0 ,7 1】は条件

(1 ･2 1) 此ア( z) 叫 < ∞

が ､ 19 7 9 年 Ⅸ 脚 a m u r a 【呵 は(1 ･2 1) と は 独立 し た条 件

(1 .2 2) P( g) = 0(1 zl
~ 2

) ( g → 0)

が ､ 各 々 一 般密度 P に 関す る Pic a rd 原理 が 成立 す る 為 の 十分条件で あ る こ と を示

した が ､ い ず れ も条件(1 ･1 3) ゐ
一 痕化阜な っ て い る 0 【7 2] で は(1 ･2 1) を満 た す ア

は 有限密度 と 呼 ば れ ､ 有 限密 度は D - 塾密度 ､ 即 ち 随伴方程式(1 ･ 2 0) の n 上 の 有 界

解 v の D irichl e t 積分

丑∇ 刷
2

叫

が 常に 有限で あ る よ う な密度 ､ で あ る こ と が 示さ れ ､ D 一 型 密度に 対 して は随伴方程

式 に 関す る Ri e m a n n の 定 理 が成立 す る こ と が 示さ れ て い る ｡ 逆 に ､ R i e m a n n の

定 理 が 成立 し て も D - 型密度と は 限らな い こ と＼ D 一 型 密度 は有 限密度 と は 限 らな い

こ と ､ が 19 8 2 年 N a k ai - T a d a [7 7] に よ り示され て い る ｡
一 方 ､ 1 9 7 7 年 K a w a m u r a

[4 7】は条件(1 . 2 1) を ､ n が R i e m a n n 面 の e n d で ある 場合 に ､
一 般化 し て い る 0 条

件(1 . 2 2) に 関 す る 研究 は I m ai ､ 恥 d a に よ り 継続 さ れ た ｡ 19 8 5 年 I m ai [4 2】は

R
れ

( れ ≧ 2) 内 の n 上 で 非負と は 限 ら な い P を 係数 と す る方 程式 (1 ･9) に 関 す る

P ic a T d 原 理 は ､ P が (1 .2 2) を 満 た す と き成立 す る こ と を 示 し て い る 0 1 9 8 2
- 1 98 8

年 T a d a [9 9 ,1 0 2 ,1 03] は 条件(1 ･2 2) は 回転不変密度 Q に 依存し た 条 件

(1 ･ 2 3) p ( g)
一 (々 z) = 0(l zt

~ 2

) ( g → 0)
一-:

遍舟朗な 場合 ､ 即 ち Q ≡ 0 の 場合 ､ と 考え ､ Q ≠0 の 場合 で も P に 関す る Pi c a rd

原理 は Q に 関 す る Pi c a rd 原 理 と 同等 で ある こ と を 示 し た( 本論文§4 ･2 の 定理 4 ･4 ､

S 4 ･ 3 の 定理 4 . 5 ､ §4 .4 の 定理 4 . 9) ｡ 尚､ 【9 9] で は 原点 に 於 け る境界 H a r n a ck 原
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理 と Pi c a J d 原理 の 同値性が 示 さ れ て い る( 本論文§4 ･ 1 の 定理 4 ･ 2) ｡

一

般 密度 に 関す る Pic a r d 原理 に つ い て の 定性的 な 研究 は ､ 加法 性 や 単調 性 に

関 し て進 展 し ､ 意外 で 興 味 深 い 結果が 得 られ て い る ｡ P i c a rd 原 理 の 加 法性 は ､ 回

転不 変密度に 限 っ て も成立 し な い こ とが 既 に[6 7】で 知 られ て い た が ､ 1 98 0 年 Ⅸa w a -

m u r a [4 9] は極端な 非加法性 ､ 即 ち任意の
一 般密度 P は P ic a rd 原理 が 成立 す る よ う

な密度 ろ, ろ に よ り P = ろ + 昂 の 形 に 常 に 分解 で き る こ と ､ を示 し た ｡ 単調 性

(1 . 1 8) に 関 し て は ､ そ れ が 回転不変密度 の 場 合に 成立 す る 事実や Pic a r d 原理 の 十

分条 件(1 . 2 1) ､ (1 ･2 2) 等か ら ､ そ の 成立 が 自然 に 予 想 さ れ て い た ｡ し か し ､ 1 9 8 5

年 N a k 元一 T a d a 【80] に よ り 一 般密度の 場合の 単調性 は否定 さ れ た ｡ 更 に 極 度 の 非

単調 性 ､ 即 ち 任意の 密度 P に 対 して P ≦ Q を満た し な が ら Pic a rd 原理 の 成立 す る

密度 Q を構成で き る こ と ､ が 1 9 8 8 年 N a k 由一 Ⅲ a 【8司 に よ り示さ れ た(本論文∫5 .1

の 定理 5 ･4) ｡ 従 っ て ､ アが 回転不変の 場合で も 一 般の Q に 対 し て単調性(1 ･1 8) は

成立 す る と は 限 らな い( 本論文§5 ･ 1 の 系 5 ･5) ｡ 反対 に ､ ¢ が 回転不 変の 場 合 の 単

調性(1 . 1 8) ､ も 19 9 0 年 T a d a 【1 06】に よ り否 定 さ れ た( 本論文§5 ･ 3 の 定理 5 ･ 1 0) ｡

尚 ､ 一 般密 度 に 関 す る P i c a rd 原理 の 斉 次 性(1 ･1 9) に つ い て は ､ 成 否 は も ち ろ ん ､

部分 的な 結果さ え も得られ て い な い ｡

単調性の 問題 の 否定 的な 解決 は ､ 皮肉 に も ､ Pi c a r d 原 理 の 研 究の 困難 さ を暗示

し て い る ｡ P i c a r d 原理 の 成立 の た め の 密度に 関す る直接的な 条件 ､ 例え ば強 Pi c a r d

原理 の た め の(1 . 1 5) の 様 な条件､ は現 在得 られ て い な い ｡ 条件(1 . 1 5) と 異な り単

調性を否定す る条件で な けれ ば な らず ､ 具 体的 な形の 予想 さ え も与え られ て い な い ｡

1 . 2 . 2 . 孤 立 特異 点 に 於 い て Pi c a r d 原 理 が 成立 し な い よ う な 密度 の 研究 や ､

連 続特異点 に 於 け る Pic a r d 原理 の 研究 で は ､ 得ら れ た 結果 を M a rti n 境 界の 言 葉

に 翻 訳 して 記述 す る こ と が 多 い ｡ そ こ で 本小節 で は ､ M a rti n に よ り確 立 さ れ た

M a rti n 境界 の 理 論 に 関す る 研究の 歴史 を概観す る ｡

R
n

( れ ≧ 2) の 単位球 β = ( 凶 < 1) 上 の 調 和関数 は ､ 適当 な 条件 の も と に ､

P oi s s o n 積分表示

(1 . 2 4) u( ズ) = 謹上β
1 -

げl
2

2 ノ講ノ∂β1ズ ー yl
れ

u( y) ゐ( y)

さ れ る ｡ r は ガ ン マ 関数 を 表 し ､ J は βの 境界( 即 ち 単位球 面) ∂月の 面 積要素 を 表

す ｡ 19 4 1 年 M a rti n 【5 7] は (1 . 2 4) を ､ R
れ

内 の 任 意の 領域 β上 の 調 和関数 の 積分

表示 に ､ 一 般 化 し た:
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M a r ti n 境界の 理論 . G D を D 上 の G r e e n 関数と す る と き ､ M a rti n 核

∬
β
(ズ , ･) =

G β(ズ, ･)
G β( A , ･)

( ズ ∈ β)

が す べ て そ の 上 に連続拡張で き る よ う な D の 最小 の 完開化 D
'

を D の M a rti n 完

開化 ､ ∂
*

D = D
+

- D を D の M ar ti n(理 想) 境界 と呼ぶ ｡ た だ し ､ A は D 内の 固

定点 と す る ｡ M a rti n 境界の 点 y
*

を極 と す る M a rtin 核

∬
β

(
･

,
y り =

}壇 .

が(
･

,
y)

が mi ni m al の ､ 即 ち h ≦ K
D
(

･

,
Y
+

) を満た す D 上 の 正 値調 和関数が K
D
( ･ , Y

*

) の 正

数倍に 限られ る ､ と き Y
+

を mi ni m al 点 と 呼び ､ mi n i m al 点 の 全体を6
*

D と記 す ｡

β上 の 正値 調和関数 u に 対し∂
*

β上 の 測度仇 が 唯
一 存在 し て ､ (1 .2 4) の

一 般化で あ

る表現定理

(1 ･ 25) 申) =⊥β 糟 ズ, y り れ( y
*

)

が 成立す る ｡

19 4 7 - 1 94 8 年 B r el o t【1 7】は M a rti n 境界 の
一

般的な 性質 を研 究 し ､ 特 に D の 非

正則点上 の M a rti n 境界 は 1 点 で あ る こ と を示 し た ｡ 1 9 5 2 年 P a r r e a u [86] ､ 1 9 6 3

年 C o n st a n ti n e s u c u
- C o r n e a ,[2 5] ､ 1 9 69 年 H el m s [3 6] ほ R ie m a n n 面 上 で M a rti n 境

界の 理 論 を 展 開 し た ｡ ま た ､ 1 9 5 6 年 駄 el ot 【1 9】､ 1 9 6 9 年 Ⅳ誠 m 【6 4ト 1 9 7 1 年

B r el o t【2 0] ､ 1 9 8 6 年 I k g a 血【4 0】は調和空間の M a rti n 境界 に つ い て 研究 し て い る o

S ch r6 di n g e r 方程 式 に 関 す る M a rti n 境界 の 研 究は m e m a n n 面上 で 開 始さ れ

た が ､ ポ テ ン シ ャ ル 論 の 準備 が 必要 で あ っ た ｡ 1 95 2 年 O z a w a [83] は S c h r 6d i n g e r

方程式を は じめ て Ri e m a n n 面上 で 研究 し ､ R ie m a , n n 面 の 分類 に 応用 した ｡ 1 9 5 4

年 M y rb e r g [6 0] は最大値原理 ､ II a r n aL:k 不 等式 ､ D i ri chl e t 問題 ､ 解 の 収 束等 を 研究

し ､ Ri e m a n n 面上 の S c h r6 di n g e r 方程式 に 関す る ポ テ ン シ ャ ル 論の 基 礎 を 与え た o

H a r n a ck 不 等式 は ､ [6 0] と は独立 に ､ 19 5 4
- 1 95 6 年 S e r ri n [9 4] に よ っ て も示 さ れ て

い る ｡ S e r ri n は 非負の P を 係数と す る楕円型 方程式(1 . 1 2) の 解 に 対 し て 示 し て い

る ｡ また ､ 【6 0] とは異 な る最大値原理が 1 9 59 年 R o y d e n [8 9] に よ り示 さ れ て い る ｡

よ り
一 般 的 な 最 大値原 理 は 1 9 70 年 の M i r a n d a [58] が 詳 し い ｡ 尚 ､ 19 7 4 年 S c hiff

【9 0] は M a rti n 境界 と W i e n e r 境界 の 理論 を利用 し て 最大 値 原理 を 精密 化 し て い る ｡

∴
雪
盲!モ
P を密度と す る S ch r6 di n g e r 方程式 に 関す る G r e e n 関数 は P

- d r c e n 関数と 呼

ばiL るが ､ 1 95 4 年 M y , b e r g【6 1] は 任意の Ri e m a n n 面上 で ､ P ≧ 0 か つ P ≠0 の と

き P - G r e e n 関数 が 存在 す る こ と を示 した ｡ P ≧ 0 と は 限 ら な い 場合の P
- G r e e n 関

数の 存在条件 は 1 9 72 年 M y r b e r g【6 3ト 19 72
- 1 9 73 年 L a h ti n e n [5 4 ,5 5 ,5 6] ､ 1 9 8 6 年

M u r at a [59] に よ り 研究 さ れ て い る ｡ M a rti n 境界 の 研 究の 準備 と し て ､ P
- G r e e n
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関数 の 研究と 同様に 重要 な ､ S u p e r S Ol u ti o n の 研究 は 1 9 6 0 年 M y r b e r g【6 2ト N a k ai

【65] に よ り 与え られ て い る ｡ 尚 M y rb e r g は【6 2] に 於い て ､ S c h r6 di n g e r 方程式 の
P を は じめ て 密度( D ich t e) と 呼ん だ ｡

S c h r 6di n g e r 方程式 に 関す る M a rti n 完 開化 ､ M a rti n( 理 想) 境界 は密度 P に 依

存 し て ､ そ れ ぞ れ P - M a rti n 完開化 ､ P - M a rti n( 理想) 境界と 呼 ばれ る ｡ P - M a rti n

境界 の 理 論 は 19 54 - 1 9 5 5 年 O z a w a 【8 4 ,8 5】に よ り 研究 が 開始さ れ ､ ポ テ ン シ ャ ル 論

の 整 備に と も な っ て ､ 19 60 年 N a k a i [65] に よ り確 立 さ れ た ､ 即 ち Ri e m a ,n n 面上

の S c h r 6d i n g e r 方程式の 正解 に 対 し表現定 理(1 . 25) が 示 さ れ た ｡ 表現定 理 は 1 96 3

年畠u r【96】に よ り ､ P ≡ 0 の 場合の R
れ

上 の 楕円型 方程式(1 . 1 2) ､ 即 ち

(1 ･2 6) (` = 叫(ズ)古志+ = 刷孟
†l II

J = 1 i = 1

∑ 叫(ズ) 言三r + ∑占i(ズ)去
-

ト(ズ) = 0 ､

の 正解 に 対 し て も示さ れ た ｡ 更 に ､ 1 9 6 4 年 It∂ は多様体上 の 方程式(1 ･2 6) に 対 し

て 示 し て い る ｡ O z a w a ,[8 4 ,8 5] は R i e m a n n 面 の P
- M a rti n 境 界 は理 想境界 の 近 傍

の 外 で の P の 挙動 に は影響 さ れ な い こ と を示 して い る ｡ よ り 一 般 に ､ ア の 摂動 が

P - M a rti n 境界 に 影響を 及 ぼ さ な い た め の 条件 に つ い て ､ 1 9 7 9 年 B o u k ri ch a [1 2】､

19 8 2 年 ､ 1 9 8 8 年 丁読h 【9 9 ,1 0 3】､ 1 9 8 6 年 M u r a t a 【59] ､ 1 9 89 年 N a k ai [7 5】は研 究
して い る(本論文§4 ･ 2 の 定理 4 ･4 ､ §4 ･4 の 定理 4 ･ 9) ｡

N a k ai [6 5] に よ り示 され た 表現定理 に よ り ､ P に 関する Pic a rd 原理 と P - M a rti n

境界 の 関 係が 明 ら か と な っ た: P の 孤 立 特異点( に 於け る P に 関す る Pi c a r d 原 理

の 成立 は( 上 の P - M a rti n 境界 が 1 点 で あ る こ と と 同等 で あ る ｡ 孤 立 し て い な い

特異点 に 於 い て も P i c a r d 原 理 が 同様 に 定義 さ れ る が ､ P に 関 す る Pi c a r d 原 理 と

P - M a .rti n 境界 の 関係は ､ 孤 立特 異点 に 於け る場 合 と は 少し異 な る ｡ こ の 関係 を ､

P ≡ 0 の 場合 に ､ は じめ て 研究 し た の は B r el ot【1 7】で あ っ た ｡

1 . 2 . 3 . Pi c a rd 原理 が 成立 し な い よ う な 密度 に 対し て は P の Pic a rd 次元 ､ 更

に は ク ー M a rti n 境界が 研究の 対象に な っ て い る ｡ 一指 C の 穴 あ き単位 円坂( 0 <

l zl < 1) ､ r を 単位円周(lそl = 1) と す る と き ､ 定 義(1 ･
7) の 集 合 ､ 即 ち

P P( n ; r) = ( u ‥ n 上 u ≧0 か つ ( - △ + P) u = 0
,
r 上 u = 0) ､

の 次 元( 2 ･ 2
･ 4 節参照) ､ 即 ち原点上 の m i ni m al 点の 個数( 正 確 に は 濃度) ､ は( 原点

に 於 け る) P の P i c a r d 次元と 呼ばれ ､ di m P と 記 さ れ る ｡
′

0 が R ie m a n n 面 の e n d

の 場 合 も ､ 理想 境 界 に 於 け る P の P ic a r d 次 元が 同様 に し て 定 義さ れ る ｡ 従 っ て

Pi c a rd 原理 の 成立 と di m P = 1 と は 同等 で あ る ｡
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P ≡ 0 の 場 合 di m P = di m O は特 に di m n と 記さ れ ､ 0 の 詞和次元 と 呼 ば れ て

い る ｡ B ∂c h e r [11 ト Pi c a rd [8 7 ,88】が 示 し た よ う に ､ 0 が R
n

の 穴 あき 球 の 場 合 は

di m n = 1 で ある ｡ し か し ､ n が R ie m a n n 面の e n d の 場合は そ う と は 限 ら な い 0

1 95 2 年 Ⅱei n s [3 7】は di m O m = m ( m = 2
,
3
,

… ) を満た すfl m を構成し た 0 更に

1 95 4 年 K u r am O Chi [5 3] ､ 1 9 8 1 年 S e g a w a [9 1] は d i m n 紋｡ = 浜0 (択0 は 可算無限濃度)

を満た す 恥 ｡ を ､ 1 9 59 年 C o n st a nti n e s c u
- C o rn e a ･[2 4】は di m r】N = 択(紋は連 続無 限

濃度) を満 た す恥 を ､ そ れ ぞ れ構成 し た o

P ≠ 0 の 場合 の di m P の 研究 は ､ す べ て R
れ

( n ≧ 2) の 穴 あき単位 球口上 の

P ≧ 0 を満た す 密度 P に 関し て 行わ れ て
い る ｡ 1 9 74 年 N 血 【6 6】は ､ 回転 不変 密

度 P に 対 し P に 関す る Pi c a rd 原理 が 成立 し な い と き ､ 原点上 の P
- M a rti n 境界 は

円周 で あ る こ と ､ 従 っ て 血 m ア
= 状 で あ る こ と ､ を示 し た ｡ Ⅳa b i【6 6】は n = 2 ､

即 ちn が C 内 の 穴 あき単位 円板 ､ の と き に 示 し た が ､ n ≧ 3 の 場合も同 様で あ る

こ と が 1 9 78 年 I m ai - T b d a P 3ト 1 9 78 年 B o u k ri c h a - H u e b e r [1 3] ､ 1 9 8 6 年 M u r at a

【59] に よ り示 さ れ て い る o f
'
が 回転不牢で な くて も回転不 変密 度 Q に 近 い ､ 即 ち

(1 . 2 3) が 成立 す る ､ 場合は di m P
= di m Q .

で あ る こ と が 1 9 8 7 年 恥 d a[1 0 2】に よ っ

て 示 さ れ( 本論文S 4 ･3 の 定理 4 ･5) ､ 更に 原点上 の P - M a rti n 境界 と Q - M a r ti n 境

界 が 一 致 す る こ と が 1 9 8 8 年 規 a【1 0 3] に よ り 示 さ れ た( 本論文§4 ･4 の 定 理 4 ･9) ｡

従 っ て P が 回転不 変で ある か ま た は 回転不変密度 に 近 い 場合 は ､ di m ア は 1 か次の

ど ち らか で あ る こ と が 明 らか と な っ た ｡

し か し ､ d i m R n = m ( m = 2
,
3
,
･ ･ ･) や di m 晶｡ = 浜0 や di m 晶 = 択を 満 た す

密度f㌔や 晶 ｡ や 晶 が 1 9 79 年 N 濾扇【7 3ト 1 9 8 4 年 Ⅳ 血
- T a d a [7 8】に よ り ､ 穴 あ き

単 位 円板 n 上 で 構 成 さ れ た ｡ ｣㌔ , 晶 ｡ , 晶 は 当然回転 不変 で は な い し ､ 回 転不 変密

度 に 近 く もな い ｡ ま た ､ 密度 の 大小 と Pic a rd 次元 の 大小 は無 関係 で あ る こ と ､ 即

ち P i c a r d 次元 の 非単調 性 ､ が 19 8 9 年 N a k ai
- T b d a [8 2] に よ り 明 ら か に さ れ た( 本

論文§5 . 2 の 定理 5 .8) ｡
一

方 ､ 典型 的 な
一 般密度

ア( r e
iβ

) =〈
rβメ (β2 ト 1 ≦β≦βむ; ブ = 1

,

…

,
た) ､

0 ( そ の 他のβ)

(0 < β1 <
… < β2た = 2 汀

, 角 <
- 2 (J = 1

,

…

,
た))

に 対 して ､ 原点上 の P - M a r ti n 境界が 1 9 86 年 M u r at a [5 9] に よ り決定 さ れ て い る ｡

1 .2 . 4 . 孤立 して い な い 特異点に 於ける Pi c a rd 原理 の 研究は 1 92 6 年 B o ul ig a n d

【1 4】に よ り 開始 さ れ た ｡ R
n

( n ≧ 2) の 領域 β ､ β上 の 密 度 P ､ β の 境 界∂β の 点

y に 対 し ､ 集 合

(1 . 2 7)

タグ(β;∂β - ( y )) = ( u : β 上 u ≧ 0 か つ (
- △ + P) u = 0 ､

∂β -

( y) 上 u = 0)
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が 1 個 の 元か ら生成 さ れ る と き ､ 即 ち

タグ(β;∂β -

( y )) = ( c u o : C ≧ 0)

と表せ る とき ､ S c h r 6 di n g e r 方程式の 密度 P に 関す る P i c a r d 原理 が Y に 於い て 成

立す る と い う｡ 楕円型方程式( 1 . 1 2) に 関 し て も同 様 に P i c a r d 原理 が定 義 さ れ る ｡

尚 ､ 定義(1 .2 7) の 条件
∂β - ( y ) 上 u = 0

は ､ 正 確 に は条 件

y の 任 意 の 近傍 の 外で u は有界 で ､ ∂β - ( y ) の 正 則点 で u = 0

を表 す｡

Y に 於け る Pi c a rd 原 理 の 成立 か ら Y 上 の P - M a rti n 境界∂; D ( Y ) (2 . 2 . 3 節参

照) が 1 点 で ある こ と を導 く に は ､ 条 件

(1 ･2 8) ( gぎ( ･ , y り ‥ y
■

∈∂; β( y)) ⊂ タグ(β; ∂β -

( y))

が 必要 で あ る ｡ た だ し ∬封･

,
y り は y

*

を極と す る β上 の ク ー M a rti n 核(2 .2 .3 節参

照) を表す ｡ 従 っ て ､ D が 有界の と き各点 Y ∈ ∂D に 於 い て( 1 . 2 8) を伴 っ た P i c a r d

原理 が 成立 す れ ば ､ β の クー M a rti n 完開化 は R
れ

で の β の 閉包万と 一 致 す る ｡

本小節 で は( 1 ･ 2 8) を 伴 っ た P ic a r d 原理 の 研 究や P - M a r ti n 境界 の 研究 の 歴史

を ､ β の 連続境界点 に 於 ける 場合 ､ 集積境界点 に 於け る場合 ､ 無 限遠点 に 於け る場

合 に 分け て 概観 す る ｡

連続境界点 に 於 け る Pi c a r d 原理 は ､ ま ず P ≡ 0 の 場合の S ch r6 di n g e r 方程

式 ､ 即 ち調 和関数 ､ に 対 し て 研 究さ れ た 0 1 9 3 3 年 Ⅴal 16 e P o u s si n [10 8] は∂D の

曲率が 有界 な と き ､ 1 9 6 8 - 1 9 70 年 H u n t - W h e e d e n [3 8 ,3 9] は D が L ip s chit z 領域 の と

き ､ 1 9 82 年 J e ris o n - K e nig 【4 6】は D が N T A 領域 の と き ､ そ れ ぞ れ∂D の 各点 に 於
い て (1 ･ 2 8) を 伴な っ た P i c a r d 原理 が 成立 する こ と を示 し た ｡ ま た 1 9 7 9 年 K e st e n

【52】は ､ β が 回転体 の と き そ の 頂点 に 於い て( 1 . 2 8) を 伴な っ た Pi c a rd 原理 を 研究
し て い る ｡ 尚 ､ V al 16 e P o u s si n ほ表 現定 理(1 . 25) も示 し て い る ｡

楕円型 方程式(1 . 1 2) に 関す る Pi c a rd 原理 は∂βの 形状 と∂β の 近 傍 に 於け る
P の 挙 動 に 影響 さ れ る ｡ 1 9 6 4 年 It∂【4 4 ,45】は∂βが 滑 ら か で P ≡ 0 の と き ､ 1 9 8 1

年 C a ff a r elli - F a b e s - M o rt ol a - S al s a [2 1] は (1 ･ 1 2) が 発 散型 で D が Li p s c hit z 領域 で
P ≡ 0 の と き ､ 1 9 7 7 年 T ayl o r [1 0 7ト 19 78 年 A n c o n a [2】は D が Lip s ch it z 領 域
で P ≧ 0 の と き ､ そ れ ぞ れ∂β の 各点 に 於 い て ( 1 . 28) を 伴 な っ た Pi c a r d 原 理 が

成立 す る こ と を 示 し た 0 た だ し( 1 ･ 12) の 係 数 に つ い て ､ It∂【4 4 ,45] は万上 で 滑



らか さ を仮 定 し ､ T ay
l o r 【1 0 7ト A n c o n a [2] は D 上 で 有罪 H 61d e r 連続 性 を 仮 定 し

て い るが ､ C a ff a r elli
- F ab e s - M o rt o r a - S al s a [2 1] は D 上で の 連続性は 仮定 し て い な い o

A n c o n a [2】は ､ (1 ･28) を 伴な っ た P ic a rd 原理 の 研究 に と っ て 有力 な道 具 で あ

る C a rl e s o n 評価と 境界 H a r n a ck 原理 を ､ L ip s c hit z 領域上 の 楕円型 方程式 に 対 し

て 確立 した ｡ C a rl e s o n 評価 も境界 II a rn a Ck 原理 も境界 の 近 傍 に 於 け る H a r n a
J:k 不

等式 で あり ､ 調和関数 の 場合の C a rl e s o n 評価は ､ 1 9 6 1 年 C a rl e s o n【2 2】に よ り特殊

な Lip s c hitz 領域 の 境界で 示さ れ た 0 ま
た 調和関数の 場合 の 境界 Ⅱa r n a ck 原 動 ま､

1 97 2 年 K e m p e r [51】､ 1 9 7 7 年 D a hl b e rg [2 6ト 1 9 7 8 年 Wh [1 09] に よ り Lip s chit z

領域の 境界 で 示 さ れ て る 0

連続境界点 に 於い て P が + ∞ に 発 散
■

す る場合 の 研究 は ､ 1 9 8 0 年 A n c o n a 【句の

研究を 除い て ､ す べ て S ch r 6 di n g e r 方程式(1 ･4) に 対し て 行 わ れ て い る 0
■

1 9 7 9 年

I m 誠[叫 は ､ R
れ

( n ≧ 2) の 単位球 β上 の 密度 P が 回転不変 の と き ､ ∂βで の P
の

増大度 に 関 係せ ず ､ B の P
- M a rti n 完 開化 B ; は B ; = 看で あ る こ と を ､ P i c a r d 原理

を経 由 せ ず に 示 し た ｡ 従 っ て ､ P の 増大度 が大 き い と き∂β の 各点 に 於 い て( 1 ･2 8)

を伴な っ た Pi c a J d 原理 の 成否 は明 らか に さ れ て い な い 0 アが 回転不 変で な
い 場合

は β妄 = 膏で あ る と は限 らな い ｡ 1 9 8 0 年 A n c o n a 【4】は 月上 の 楕円型方程式(1 ･ 1 2)

P( ズ) = 0 ((1 一 閃)
~ 2 巾

) (lズ ト 1; α > 0)

を 満た す と き ､ ∂月の 各点 に 於い て (1 . 2 8) を 伴な っ た Pi c a rd 原理 が 成立 す る こ と を

示し た ｡ こ の 条件は ､ 1 9 8 4 年 S u z n b 【9 7】に よ り条件

上
1

(1 - r) 毎 叩)〉d r < ∞
に ､ ま た 1 9 8 6 年 T a d a 【1 0 1] に よ り条件

P(ズ) = 0 ((1 一

閃)
~ 2

) ( 凶 → 1)

に ､ そ れ ぞ れ
一 般 化さ れ た ｡ 尚 ､ S u z u k 【9 7】は βを C

l
･
α

( α > 0) 級 領域 に
一 般化

し て 示 し ､ 恥 d a [1 0 1】は βを β ⊂ C に 制限 して 示し て い る 0 た だ し ､ 段落
の 初

め に 述 べ た よ う に ､ S u z u ki[9 7】も T a d a [1 0 1] も S ch r 6 di n g e r 方 程式( 1 ･ 4) に 対 し て

示 し て い る ｡ ま た S u z u ki [9 7] は ､ ( 1 ･ 28) を 満た し な が ら P ic a rd 原理が 成立 し な

い 密度 の 例 を与 え て い る ｡

P が 連続境界 の 1 点 の み で + ∞ に 発散す る場 合 の 研 究は ､ す べ て 平 面領 域 上

の S c h r 6d i n g e r 方程 式(1 .4) に 対 し て 行 わ れ て い る ｡ こ の 場 合 は常 に( 1 ･ 2 8) が 成

立 し ､ P i c a r d 原 理 の 成否の み が研 究の 対象 と な る ｡ 1 9 8 6 年 T a d a [1 0 0] ､ M u r a t a

[5 9] は ､ 単位上 半円坂口
+
= (l zl < 1 , I m z > 0) 上 の 回転不 変密度 アに 関す る原 点
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に 於 け る Pi c a .rd 原理 は ､ 穴 あ き単位円板( 0 < l zJ < 1) 上 で 考 え た Pi c a rd 原理 と
一 致す る こ と を示 し た(本論文§6 ･ 1 の 定理 6 ･1) ｡ こ の

一

致 性 は ､ n
+ を単位扇 形

帥l < 1 , α < a r g g < β) で 置き換 え て も成立 す る( 本論文§6 ･ 1 の 定理 6 ･3) ｡ し

か し 1 9 8 9 年 T d a 【1 0 4】は ､

一

般密度 に対 し て は こ の 一 致性が 成立 す る と は 限 ら な

い こ と を示 した( 本論文§6 ･ 2 の 定 理 6 ･ 5) ｡ ま た 19 9 0 年 T a d a【1 0 6】は ､ n
+
上 の 一

般密 度 に 関 す る 原点 に 於け る Pic a rd 原理 の 非単調 性を示 し た( 本論文 5 ･3 ･ 3 節) ｡
一 方 1 9 89 年 T a d a [1 05】は ､ 扇形上 の 領域 の 頂点 に 於い て ､ P ic a r d 原理 が 成立 す る

た め の 頂点 で の 密 度 の 増大度と 領域 の 形 状 の 関 係を 調 べ て い る( 本論文瑠6 ･ 3 の 定理

6 . 7 ､ 定 理 6 ･9) ｡

孤立 境界点 で も連 続境界 点で も な い 境界点 を集 積境界点と 呼ぶ こ と に し て ､

集積境界点に 於け る Pi c a r d 原理 や M a rti n 境界の 研究 は ､ 1 9 8 4 年 A n c o n a [5 ,6】の
研 究 を除 い て ､ す べ て 調和関数に 対 し て 行わ れ て い る ｡ ま た ､ 境界 が 有限個 の 超

曲面 に 含 ま れ る領域上 で 研究さ れ て い て ､ 密 度 P は P ≡ 0 か 有界 と 仮定 さ れ て い

る の で｣ ど の 境界点 に 於 い て も は(1 . 2 8) 成立 し て い る ｡

特 に 境 界が 1 個 の 超 曲面 に 含ま れ る領 域 は D e I扇o y 領域 と 呼 ば れ る が ､ 1 9 7 9

年 A n c o n a [3] ､ 1 9 8 0 年 B e n e di ck s [10] は ､ そ れ ぞ れ 異 な っ た 方 法 で ､ D e nj q y 領 域
D の M a rti n mi n i m al 境界 は∂D の 各点上 高々 2 点 で あ る こ と を示 し た ｡ A n c o n a

【3] は
一 般領域 打の 境界点 y に 対 し ､ y で∂打に 接す る Ⅳ内の 球 み が存在す れ ば ､ y

を頂 点と す る U 内の 円錐 は Y 上 の mi n i m al 点 1 点 に 集積す る こ と を 示 した ｡ そ し

て こ の 事実を使 っ て ､ ∂β が 1 個 の C
2
級超 曲面 に 含ま れ る場合 に ､ ∂β の 各点上 の

mi n i m al 点は 高々 2 点 で あ る こ と を示 し た ｡ A n c o n a は また ､ B Y が 存在 し な い と

き の 反 例を【2 ,3] で 与え て い る が ､ 19 85 年 S e g a w a - T a d a [93] は ､ こ の 反例 を利用 し

て M a rti n 境 界 の 擬等 角非 不変性を 示 して い る 0 ｢ 方
B e n e di c k s [1 0] は ､ ∂D の 点

Y 上 の mi ni m al 点 が 1 点 で あ る た め の ､ 即 ち に Y 於 い て P i c a r d 原 理 が 成立 す る た

め の ､ 具 体的 な 判定 法 を与 え て い る ｡ 尚 ､ β が D e可o y 領域 で な い 場合 は ､ y 上 の

mi n i m al 点が 1 点 で あ る こ と と Y 上 の M a rti n 境界点 が 1 点 で あ る こ と と は ､ 同等

と は 限らな い が ､ D e Iりoy 領域 の 場合 は 同等 で ある ｡

B e n e di c k s [1 0] の 判定法で は ､
'

Y に 於け る∂D の 集積の 度合い を調和測度を用 い

て 評価 して い るが ､ 1 98 8 年S e g a w a [9 2】は L e b e s g u e 測度を用 い て 評 価し ､ B e n e d i ck s

の 判定 法 よ り具 体的で 精密 な判定法を得た ｡ S e g a w a [9 2] の 判定 法 は D ⊂ C の

場 合の 判定法 で あ っ た が ､
1 9 89 年 G a rdi n e r [2 7】は D ⊂ R

n

( n ≧ 3) の 場合の 判
定法 に

一

般化 し ､ 更に 精密 化 した ｡ 一 方 19 8 9 年 C h e v al 1i e r [23] は ､ ∂D が 1 個の

Li p s ch it z 超曲面 に 含ま れ る と き ､ ∂D の 各点上 の m i ni m al 点 は 高々 2 点で あ る こ と

を 示 し た ｡ C h e v d li e r [2 3】は更 に ､ ∂β の n - 1 次元測度( た だ し β ⊂ R
れ

) が 正 の

と き ､ 殆 どす べ て の∂β の 点 に 於 い て Pi c a r d 原理 が 成立 し な い こ と を示 し た ｡ ま

た∂β1 ⊂ ∂β2 の 場 合 に ､ ∂β1 の 点 に 於 い て β1 上 と β2 上 の Pic a r d 原理 の 関係を調
べ て い る ｡
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境界 が m 個 ( m ≧ 2) の 超 曲面 上1 ,
…

,
ム
m
に 含 ま れ る 領域 β に 対 し て は ､

L l ,
･ ‥

,
L
,n
の 交点( 共 有点) Y に 於け る D の 調 和次元di m D ､ 即 ち Y 上 の mi n i m al

点の 個数 ､ が 研究さ れ て い る ｡ 尚 ､ 調 和次元 と い う言葉 は通 常 理想境界成分が
1

個 の 領域 に 対 し て 使わ れ ､ 上述 の 領域 β に 対 す る di m βは y に 於け る β の 相対調

和次元と 呼ばれ る ｡

1 9 85 年 N a k 由一S a ri o【7 6】は ､ 平面領域 β の 境界が 原点 を始点とす る m 個の 半

直線 上1 ,
…

,
上
m に 含ま れ ､ エ1 ,

…

,
上
m が 原点の 回 り の 角の m 等分線に 近 い と き ､ 原

点 に 於い て di m D ≦ m で あ る こ と を示 した 0 こ の 結果 は ､ エ1 ,
･ ･

･

,
L
m
が Li p s c hit z

超 曲面で しか も角 の 等分面に 近く な い 場合で も ､ 万( β ⊂ R
れ

( れ ≧ 2)) 上 Ⅱ61 d e r 連

続 な 係数 を持 ち P ≧ 0 で あ る 楕円型 方程式(1 ･1 2) に 対 し て 成立 す る ｡ こ の 事実

は 既 に ､ 1 9 8 2
- 1 98 4 年 A n c o n a [5 ,6】に よ り 知 ら れ て い た ｡ di m D に 関 す る研 究は ､

現時点 で は上 述 の[7 6】､ 【5 ,6】以外 は発 表 さ れ て い な い 0 従 っ て P ic a r d 原理 ､ 即 ち

di m 上) = 1 ､ に 関す る結果は 全 く得 ら れ て い な い ｡ 尚 ､ 平面 領 域 の 集積 境 界点(

に 於 け る 相対調和次元 は ､ 等角写 像 に 関す る( の 弱性や 不安 定性 と は無 関係 で あ る

こ と が ､ 1 9 8 5 年 N a k ai - T れd a 【7 9】に よ り 示 さ れ て い る ○

無 限遠 点 ∞ に 於け る Pi c a r d 原 理 の 研究 は ､ そ の 殆 どが ∞ に 於 い て (1 ･2 8)

を 満 た し な が ら P i c a r d 原 理 が 成立 し な い 場 合 の 研 究で あ り ､ 従 っ て ∞ 上 の M a r -

ti n 境 界 の 決定 を 目 的 と し て い る ｡ 19 7 2 年 B r a w n [1 5] は R
n + 1

内の 帯領域 D =

R
n

x (0 , 1) ( n ≧ 1) の 調和 M a rti n 完 開化 D
+

を 決定 し た ｡ 1 9 8 6 年 A ik a w a [1] は ､

R
m

( m ≧ 1) 内の Lip s c hit z 領域 U fこ対 し ､ R
n + m
内 の 帯領域 β = R

n

x U ( n ≧ 1)

の D
*

を 決定 した ｡ 更 に 1 9 89 年 G a rdi n e r [2 8] は ､ A ik a w a [1] の 結果を U が N T A

領域 の 場合 に
一 般 化 し た ｡

一 方 ､ 負曲率の R ie m a n n 多様体 M に 対 し ､ 1 9 8 5 年

A n d e r s o n - S c h o e n [9] は L a pl a c e
- B elt r a mi 方程式 に 関す る M の M a rti n 完 開化 M

*

を決 定 し ､ 19 8 5 - 19 8 7 年 A n c o n a .[7 ,8] は 楕円型 方程式 に 関す る M
'

を決定 し た 0

§1 . 3 . 本論文の構成

小節 1 .2 . 1 の 最 初 で 述 べ た よ う に ､ S c h r 6d i n g e r 方程 式 は 平面 C
= R
2
の 領 域

上 で 考 え る 場 合が 本質的 と 思 わ れ る の で ､ 本論文 で は ､ 平 面領 域上 で S c h r 6d i n g e r

ご

.
｡ 矛柱式(

- △ + P) u = 0 を 考え る 0 ま た ､ 密度 P が 非負の 場合を扱 う 0

牽強 第 2 章 で は ､ S ch r 6di n g e r 方程式 の 解
の ポ テ ン シ ャ ル 論 的 な 基 本性質 を述 べ ､

本輪文 で 使用 さ れ る基 本的 な概 念と 記号 を 定義す る ｡ §2 .1 で は ､ 最大 値原理 ､ H a r -

n a c k 不等式 ､ Di ri ch l et 問題 ､ 解 の 列 の 完 備性 ､ 等 を 述 べ る ｡ §2 ･ 2 で は ､ P - G r e e n

関数 ､ P - M a r ti n 核を 定義 し て P
- M a rti n 完開化 ､ P - M a rti n 境界 を構成 し ､ 表現定理
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を述 べ る ｡ ま た ､ Pi c a rd 次元 や P i c a r d 原 理 を定 義 し ､ P - M a rti n 境 界 や P - M a r tih

mi ni m al 境界 と の 関係を説明 す る ｡

第 3 章 で は ､ 孤立境界点上 の P - M a rtin 境界去研究す る ｡ そ の た めfl = ( 0 <

l gl < 1) 上 の 密度 P を考 え る が ､ こ の 章で は P は 回転不変 ､ 即 ち ､ P( g) = P (t zl) と

す る ｡ S 3 . 1 で は ､ fl の P - M a rti n 完開化Sl; が ､ P の 特異性指数 α( P ) に よ り決定 さ れ

る こ と を述 べ る ｡ 特 に ､ α( P) = 0 は原点 に 於け る P に 関 す る P ic a r d 原理 の 成立 と

同値で あ る が ､ §3 . 2 で は ､ α( P) = 0 を判定す る クー 単位判定法を述 べ る ｡ §3 .3 で は ､

A 単 位判定法 よ り 扱い 易 い ､ 1 階 ク
ー 単位判定法を 導く ｡ §3 .4 で は ､ P i c a r d 原理 に

関す る P の e s s e n ti al 集 合を定義し ､ 特別な P に対す る P の e s s e n ti al 集合を決定す る ｡

第 4 章に 於 い て も ､ 孤 立境界点上 の ク ー M a rti n 境界 を 研 究す る が ､ 回 転不 変

と は 限らな い 口上 の 一 般密度 を扱 う ｡ S 4 .1 で は原点 に於 い て ､ 一

般密度に 関 して ､

Pi c a r d 原 理 と境 界 Ⅱa r n a c k 原 理 の 同 値性 を 証 明す る ｡ §4 . 2 - 4 . 4 で は ､ 回転 不 変

密度 P に 近 い
一

般密度 Q に つ い て 研究す る ｡ ‡4 . 2 で は ､ 原 点 に 於 い て ア に 関 す

る Pi c a r d 原 理 が成立 す れ ば ､ Q に 関す る P ic a r d 原理 も成立 す る こ と を 証 明す る ｡

§4 . 3 で は ､ 原 点 に 於 け る Q の Pi c a rd 次 元 と P の Pic a r d 次 元 が ､
一 致 す る こ と を

証 明す る ｡ S 4 .4 で は ､ 原 点上 の Q - M a r ti n 境界 と P - M a rti n 境 界が ､

一

致 す る こ

と を 証 明す る ｡

第 5 章 で も ､ 原点 に 於 い てfl 上 の 密度 に 関す る P ic a r d 原理 や P i c a r d 次元 を

研究す る が ､ 特 に 非単調 性に つ い て 詳 しく 調 べ る ｡ §5 . 1 で は ､ 任意 に 与え られ た

密度 P に 対 し ､ 原点 に 於 い て Pic a rd 原理 が 成立 す る密度 Q を ､ n 上 P ≦ Q を 満

た す 様 に 構成す る ｡ 更に‡5 ･ 2 で ほ ､ m = 2
,
3
,

･ ‥ も任意 に 与 え て ､ 原点 に 於け る

Pi c a r d 次 元 が m で あ る 密度 Q を ､ 0 上 P ≦ Q を 満 た す 様 に 構 成 す る ｡ §5 . 3 で

は ､ 原 点 に 於 い て P ic a rd 原理 が 成立す る 回転不 変密 度 Q に 対 し ､ 一 般密度 P が n

上 P ≦ Q を満た して も ､ P に 関す る Pi c a r d 原理 は成立す る と は 限 らな い こと を示 す｡

第 6 章で は ､ 連続境界点上 の P - M a rti n 境界 を研究す る ｡ §6 . 1 で は ､ 0 上

の 回 転不 変密度 P に 対 し ､ 上 半円坂口
+

= n n (I m z > 0) や 原点 を頂点とす る角
領 域 恥 = n n ( 0 < a r g z < β) (0 < β < 2 汀) 上 で 考 え た ､ 原 点上 の クー M a rti n

境界 を決定 す る ｡ 特 に ､ 原点に 於け る P に 関す る P ic a r d 原 理 は ､ n
+
や 恥 上 で

考え て も口上 で 考 え て も ､ 同 等 で あ る こ と を 証 明す る ｡ しか し ､ P が 回転 不変 で

な い 場合 は同等 と は 限 ら な い こ と を ､ ∫6 .2 で 示す ｡ §6 . 3 で は ､ 角状 領域 の 頂 点 に

於 い て P ic a rd 原理が 成立 す る た め の ､ 密度 の 増大度 と領 域 の 細 さ と の 関係を 調 べ る ｡

第 7 章で は ､ 今後の 研究課題 と し て ､ 本研究分野 に 於け る 主 な未解決問題 を

提示 す る こ と に よ り ､ 本論文を 締め 括 る ｡
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第 2 章 諸 定 義

本章で は ､ S c h r6 di n g e r 方程式の 解の 基本的 な性質を述
べ
､ 本論文で 使用す る

基本的 な 概念 と 記 号を 定義す る 0

§2 . 1 . 解の 基本的性質

2 .1 .1 . β を平 面領域 ､ 即 ち 複素平 面 C の 連 結開部 分集 合 ､ と す る ｡ 上) 上 の

非負局所 H 61d e r 連続関数を β 上 の 密度 と呼ぶ o P を β 上 の 密度と す る と き ､ 方

二j,j
程式

(2 . 1) (
- △ + P( g)) u( z) = 0 ( △ = 芸+ ÷; , Z = ご + ね, 盲 = √= i蒜, Z = 両 ,

盲 = づ
を ､ P を 密 度と す る S ch r 6 di n g e r 方程式と 呼ぶ ｡ 最大 値 原理 や S u p e r S Ol u ti o n な

ど を考 え る と き ､ 調和関数の 場合 を 基礎 に し て 考 え る と理 解 し易 い が ､ そ の 際符 号

の 混 乱を 避 ける た め ､ 微分作用 素

(2 . 2) ん 州( z) = ( △
- ア( z)) "( z)

を用 い る と都合が よ い ｡ 密度 に 関す る 局所 Ⅱ61d e r 連 続性の 仮定 は ､ (2 ･ 1) に 関す

る D iri c hl et 問題 の 解が C
2
級関数と な る た め の 十分条件 で あり ､ 従 っ て 本論文 で は ､

(2 .1) の 解 は C
2
級 関数 に 限 る こ と に す る ｡

(2 .3)

β上 の C
2
級 関数 の 全体 を C

2

( β) で 表 し

P 岬) = ( u ∈ C
2

( β) : (
- △ + P) u = 0) ､

(2 . 4) ア P(β) = ( u ∈ C
2

( β) ‥ (
- △ + P) u = 0

,
u ≧ 0)

と 定 義す る ｡ 記号 P P (p ) の 最 初 の P は 密度 を表 し ､ 次の P は 非負で あ る こ と

を表す ｡ 従 っ て ､ Q を 密度と す る S c h r6 d i n g e r 方程式 の D 上 の 非負解の 全 体は ､

Q P 岬) で 表 さ れ る ｡ 特に ､ P ≡ 0 の と き の P 岬) や P P 岬) は ､ 即 ち β上 の 調和

関数 の 全 体 や 非負 調和関数 の 全 体 は ､ g( β) や 方 P 岬) で 表 さ れ る ｡

C の 部分集 合 ズ に 対 して ､ ズ の 閉包 を万で 表し ､ ズ の 境界ズ
ー ズ を∂ズ で 表す ｡

ま た ､ ズ 上 の 連続関 数の 全体を C( ズ) と記 す ｡ J を∂β上 の 関 数 とす る と き ､ (2 ･ 1)

に 関 す る D 上 の D i ri c hl e t 問題 の 境 界値 f に 対す る解 u ､ 即 ち

β聖巴く
U( z) = J(ぐ) (( ∈ ∂β)



を 満 た す u ∈ P( β) ､ が 唯
一 存 在すれ ば ､ u を ギ と 記す ｡ 特 に ､ P ≡ 0 の と き

の ギ は ギ と 記 さ れ る 0

2 ･1 ･ 2 ･ βを平面領域 と し P を β上 の 密度 とす る と き ､ P 岬) , タグ( β) の 関

数 は次の 諸性質を 持 つ こ とが ､ M y rb e r g [6 0】に よ り 示さ れ て い る ｡

最大値原理 1 ･ u ∈ P P( β) は β の 1 点 g o で u( z o) = 0 の と き u ≡ 0 で あ る ｡

最大値原理 2 ･ β は有界 と す る ｡ u ∈ C
2

( β) n C(万) が β 上 ん 用 ≦ 0 か っ
∂β上 u ≧0 を 満 た す と き ､ β上 u ≧ 0 で あ る ｡

H a r n a c k 不等式 ･ K を D の 完 閉部分集 合とす る と き ､ K , D , P に 依存す る 正

数 C = C ( ∬; β, P) が 存在 して

C
■ 1
u( g 2) ≦ u( z l) ≦ 仇( g 2) ( g l , Z 2 ∈ ∬; u ∈ タグ( β))

が 成 立 す る ｡

D i ri c h l et 問題 の 可 解牲･ D は有限個の 互 い に 素な J o rd an 曲線で 囲 ま れ た 有

界 な領 域 と す る ｡ P ほ万を 含む領域上 の 密度 と す る ｡ す る と J ∈ C ( a β) の と き ､

(2 ･1) に 関す る D 上 の D i ri chl e t 問題 の 境界値f に 対す る解 巧
)
が唯 一

存在 し て

(2 .5)
勒 ) = 抑 ) 一芸此 卯 , 抑 ) P (()d 帥

( z ∈ β, く = ぞ+ 妄り)

が 成立 す る ､ た だ し G
β
( z ,() は β上 の 調和 G r e e n 関数とす る ｡

P( β) の 完 備牲･ P( β) の 関数列( u れ)㍗が β上 広義 一 様 に 別 に 収 束す れ ば ､
u ∈ P(β) で あ る ｡

P(β) の 単調完備牲 ･ P(β) の 関数列( u n) ㍗が β上 u れ ≦ ‰ . 1 ( n = 1
,
2
,

･ ‥)
を 満 た し て い る と き ､ ( " れ) は β上広 義 一 様に P ( β) の 関数 に 収 束す る か ､ ま た は

+ ∞ に 発 散す る ｡

最 大値原理 2 の 応 用と し て ､ 次 の 形 の 最 大値 原理 も成 立 す る ｡

最大値原理 3 ･ β は有界と す る ｡ 叫 γ ∈ P 岬) n C(万) が∂β 上 山 ≦ りを 満た

す と き ､ β上 u ≦ γ で ある ｡
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最大値原理 4 . β は 有 界 と し ､ Q は P ≦ Q を 満 た す β上 の 密度 と す る o

u ∈ P(β) n C(司 と り ∈ Q( β) n C (万) が a β上 u ≧ γ ≧ 0( ま た は u ≧ γか つ u ≧ 0

を 満 た す と き ､ β上 u ≧ む で あ る 0

最 大値原理 2 は β が 非有界 の 場合 で も ､ ま た u ∈ C
2

( β) が u ¢ C (万) の 場 合

で も成立 す る ｡ た だ し 境界条件 u ≧ 0 は ､ 条件

s u p〈ヱ 滋 U( z) ‥ 酌 ま 助 完 閉部分集合) ≧ 0

で 置 き換 え る ｡ 最 大値 原理 3 ,4 に 関 し て も同様 の
一 般 化 が 可 能 で あ る 0

§2 . 2 . P - M a rti n 境界と P i c a r d 原理

2 . 2 . 1 . β を 平面領 域 ､ P を β 上 の 密度 と す る ｡ 上) の 点( に 対 し ､ 次 の 3 条

件 を満 た す 関数 GP( ･ ,() を ､ ( を 極と す る D 上 の P - G r e e n 関数 と呼 ぶ‥

(2 .6) G 鈷,() ∈ タグ( β - (()) ､

(2 . 7) l o gl 才
一 ( ト G宕( z ,() = 0 (1) ( z → () ､

( 2 . 8) ∂β の 近 傍上 G 鈷 ,() は 有界 で , β の 正則 境界点 で Gぎ( ･ ,() = 0 ｡

特 に P ≡ 0 の と きの P
- G r e e n 関数 GP( ･ ,() は ､ 調 和 G r e e n 関数 で あ り G

D
( ･ , () と

記 さ れ る ｡ G 封･

,() は高々 1 個存在 す る が ､ そ の 存否 は β と P に 依 存 し( に は依 存

し な い ｡ M y rb e r g [6 0] に よ り ､ P ≠ 0 の と き任意の D に 対 し G P(
･

,() の 存 在が 示

さ れ て い る ｡ 尚 P ≡ 0 の 場合 は ､ C
- β の 対数容量 が 零 の と き ､ か つ そ の と き の

限 り ､ G 針,ぐ) が 存在 す る ｡

(2 ･9)

(2 .1 0)

(2 .1 1)

(2 .1 2)

( も変 数 と 考 え た 2 変数 関数 Gぎ( z ,() は次 の 諸性質を 持 つ ( N a k ai [6 5] 参照):

Gぎ( z ,() > 0 , G 鈍 ,() = + ∞ ( z ,( ∈ β) ､

Gぎ( z ,() = G 鈍 , Z) ( z ,( ∈ β) ､

G 釘･

,

･

)
は β × β上 連続で あ る ､

β ⊂ β
′

の と き Gぎ( z , () ≦ Gぎ
`

( z , () ( z , ( ∈ β) ､



(2 .1 3) ア ≦ Q の と き Gぎ( z ,() ≧ G冒( z ,く) ( z , ( ∈ β) ､

た だ し β
′

は 平面領域 ､ Q は β上 の 密度とす る ｡

β が 有限個の 互 い に 素 な C
3
級の J o r d a n 曲線 で 囲ま れ た 有界 領域 で ､ P が万

を 含む 領 域上 の 密度の と き ､ G P( z , ･) は万 一

( z) 上 C
2
級 と な る ｡ 従 っ て G r e e n

の 公式 に よ り ､ J ∈ C(∂β) に 対す る巧
)
は

(2 ･ 1 4) 酢 ) = 左上β′(鳴 動 凧 ) ( g ∈ β)
と表 示 さ れ る ｡ た だ し ､ ∂/∂項 ま β に 関す る( で の 内法線微分 を 表 し ､ ゐ は の∂β

線素 を 表す ｡ こ の 表示 は P oi s s o n 積分表示(1 . 24) の
一 般化と な っ て い る が ､ 最終

的 な 一 般化が P - M a rti n 境界の 理 論に 於け る表現定理 で あ る(次小節参照) ｡

2 . 2 . 2 . β を平面領域と し アを β 上 の 密度と す る ｡ 上) 内に 参照点 z o を固定 し

て ム上 の クー M a r ti n 核 種( z ,() を次の 様に 定 義す る ｡ ま ず z ,( ∈ β の と き

Gぎ( z ,()

( 2 ･ 1 5) 埠( z , () =

( z o ≠() ､

( z o = ( , Z ≠ぐ) ､

( z o = ( = Z)

とす る ｡ β上 の 連 続関数 方錐 ,

･) の 族 ア 〒( J咋( z ,
･) : Z ∈ β) に よ る β の 完 開化

D ; が 唯
一

存在す る( C o n st a n ti n e s c u - C o r n e a [2 5 ト H el m s [3 6】参照) ｡ 即 ち ､ D ;
は β を 桐密 に 含む 完 関空 間で ､ 次の 条 件 を 満 た す:

(2 .1 6) 各 ∬ぎ( z , ･) ∈ ア は β; 上 連 続拡張 で き る ､

(2 .1 7) β; - β の 点 は アに よ り 分離 で き る ｡

こ の D ; は ､ Z o の 位 置に 無関係に 定 ま り ､ D の P - M a rti n 完開化 と 呼ば れ

(2 ･1 8) ∂; β = β; - ▼ β

は D の P - M a rti n( 理想) 境界と呼 ば れ る ｡ そ こ で 最終的 に K P( z , ぐ) を z ∈ D , ぐ ∈

(2 ･1 9) 〝紬 ぐ) =

β恕 .

〝ぎ( 相

と定 義 し ､ ぐを極とす る β上 の クー M a r ti n 核と呼ぷ ｡ こ の 収束は ､ 関数族( ∬封･

, 0 )
の 収 束 と し て 考 え る と β -

( ぐ) 上広義
一 様 で あ り ､ 従 っ て

( 2 ･ 2 0) 〟封･

, ぐ) ∈ タグ岬 - iぐ) 卜( 0) ､



(2 .2 1) 埠( ･ , ･) は β × β;
-

(( z , Z) : Z ∈ β) 上 連続

で ある ｡ 尚ぐ = ぐ ∈ β の と き ､ 定 義( 2 ･ 15) の 埠( g ,() と 定 義(2 ･ 1 9) の 埠( z , ぐ)
は同 一 で あ る ｡

β; は 距離空間の 完 備化に よ り 定 義す る こ と もで き る: 鴨を z o 中心 の β に 含

ま れ る 円板と す る と き ､ β; の 位相は 距離

(2 ･ 2 2) d( G , G ) = 几
匿(z ぷ卜 埠( g , G)

ゐ 勾 (G , G ∈ β;)

に よ る位相と 同相 で あ る ｡

u ∈ P P( β) に 対 し β上 v ≦ u を 満 た す γ ∈ P P(か) が 常 に U = C u ( c ≧ 0) と

表 さ れ る と き ､ u は m i ni m al で あ る と い う｡ K P( ･ ,ぐ) が mi ni m al で あ る よう な

ぐを m i n i m al( 境界) 点 と呼び ､ そ の 全体

(2 . 23) ∂; β = ( 血 n i m d 点)

を D の m i n i m al 境界と 呼ぶ ｡ 調和関数 の 場合(1 . 2 . 2 節 参照) と 同 様の 表現 定理

が ､ N a k 扇[6 5】に よ り示 され て い る:

表現定理 . 餌 ∈ タグ( β) に 対し∂; β上 の 非負 B o r el 測度仙 が 唯 一 存在 し て

u( ･) =

ムβ 吼 ぐ) れ(ぐ)
が成 立す る ｡

仇 は u の 表現測度と呼 ばれ て い る ｡

2 ･2 ･ 3 ･ β; の 点列の 収束 は 2 種類の 位相で 考え られ る 場合が あ る ｡ 平面位

相 で の 収束 は単 に 収束と 呼び ､ β; の 位相 で ( C 粁がぐに 収 束す る と き は

(2 ･ 2 4) ア
ニよm ㍍

= ぐ

と記 す こ と に す る ｡ 尚 ､ 平面 位相で の 閉包 や境界 も単に 閉包 ､ 境界と 呼 ぷ ｡

β の 境界 の 点( と ク ー M a rti n 境界 の 点ぐに 対し ､ ( に 収 束 す る β の 点列(㍍)㍗
で(2 ･ 2 4) を 満 た す もの が 存在す る と き ､ ぐを( 上 の P - M a rti n 境界点 と 呼ぶ ｡ そ し

て 集 合

(2 . 25) ∂; D (() = (( 上 の P - M a J ti n 境界点)
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をく上 の クー M a rti n 境界 と呼ぶ ｡ 上); は 完 閉で あ る の で

∂; β(() ≠¢ (( ∈ ∂β)

で あり ､ βが 有界 な ら

∂; β = ∪ ∂; β(ぐ)
く∈∂β

が 成立 す る ｡ 従 っ て β が 有界 の 時

(2 .2 6) ぢβ(() = ( 1 点) (( ∈ ∂β) ､

(2 . 2 7) ∂; β( G) ∩∂; β(ら) = ¢ (G , ら ∈ ∂β , G ≠G)

が 成立 す れ ば ､ β; = 万と な る ｡ しか し
一

般に は ､ (2 .2 6) や (2 . 2 7) は成立 す る と

は 限 らな い ｡ 尚 β; = 万は ､ β の 恒等写像が β; か ら万の 上 へ の 同 相写像 に 拡 張 で

き る こ と を意味 す る ｡

埠 D (() の 中 の mi n i m al 点 の 全体 ､ 即 ち

(2 ･ 28) ∂; β(く) = ∂; β(() ∩∂; β

を( 上 の( P - M a rti n) mi n i m al 境界 と 呼ぶ ｡ D が 有界 の と き埠D (() の 定 義 か ら

∂; β = ∪ ∂; β(()

は 明 ら か で あ る が ､ 埠β(() と 異 な り埠β(() ≠¢ と は 限 ら な い ｡ ま た
一

般 に ､

埠β(ぐ) が 1 点 で あ る こ と と∂;(() が 1 点 で あ る こ と と は ､ 互 い に 必要 条件 で も十

分条件で も な い ｡

2 ･ 2 ･ 4 ･ 本小節で は β は 有界領域 とす る ｡ ま た P は β上 の 密度 ､ Z o は 埠( z ,く)
の 定 義で 使用 さ れ て い る β の 固定 点とす る ｡ 各( ∈ ∂β に 対 し

(2 ･2 9) P 榊 - {(}) =〈刷 (β)
u ほぐの 任意 の 近傍 の

外 で 有界 で ､ ∂β -

(() ト
の 正則点で は u = 0

(2 ･ 3 0) P 旦( β; ∂β
- (()) = ( u ∈ P P ( β; ∂β - (ぐ)) : u( z ｡) = 1)

と定 義す る ｡ u ∈ ア賞( β; ∂β
-

(()) が

u = f 叫 + (1
-

りu 2 ( 0 < f < 1; u l , u 2 ∈ P 旦 岬; ∂β -

(()) , u l ≠ u ｡)
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の 形に 表せ な い と き ､ u は端点 で ある と い う ｡ 端点の 全体 を e x ･ P 旦( β; ∂β -

(く))

と記 す と ､ 各 u ∈ P A ( D ; ∂D
-

(()) に対 し e x . P 旦( D ;∂D
-

(()) 上 の 非負 B o r el

測度垢 が 唯
一 存在 し て

u =上Ⅹ . 咄 叫 刷

りd 痛

が 成立 す る ( N a k ai【7 1 ,7 2】参照) ｡ そ こ で 集 合 e x . アろ( β; ∂β
-

(()) の 濃 度 を

di m P P( D ;∂D
-

(()) ､ 略 し て di m P ､ と 記 して( に 於け る P の ( D 上 の) Pi c a r d

次元と呼ぶ:

(2 . 3 1) di m P = di m P P( D ; ∂D
-

(()) = # ( e x ･ P A ( D ; ∂D
- (())) 0

尚 ､ βが 有界 で な い 場 合や ､ 無 限 遠 点 ∞ が β の 境 界点 で( = ∞ の 場 合で も ､

アア(β; ∂β
-

(()) や di m j
⊃
ア( β; ∂β

-

(く)) を 同様 に 定義 す る こ と が で き る ｡

P P( β; ∂β
一

(()) は 定数関数 0 し か 含ま な い 場合もあ る が

(2 . 3 2) タグ(β;∂β
- (()) ≠( 0) ⇒ ∂; β(() ≠¢

で ある ｡ ま た u ∈ アろ(β; ∂β
-

(()) に 対 し て は ､ u が 端 点で あ る こ と と 血 n i m al

(2 ･ 33) ( 埠(
･

, ぐト ぐ ∈軍 靴)〉⊂ タグ(巧 ∂β -

(())

が 成立 して い る と き は ､ タグ(β;∂β
-

(()) ≠( 0) で あ り

(2 . 34)
( 埠ト, ∩ : ぐ ∈∂; β(()〉= e X ･ 門 ( β∂β

-

(()) ≠¢ ､

即 ち# ぢβ(() = d m P P( β; ∂β
-

(く)) ≧ 1

と な る ｡ 尚 ､ ( が β の 孤 立境界点 の 場 合 に は任 意 の アに 対 し(2 ･ 33) が ､ 従 っ て

(2 . 34) が ､ 成立 して い る ｡

d i m J ) P( β; ∂β
-

(く)) = 1 の と き ､ 即 ち タグ(β; ∂β -

(ぐ)) が 適 当 な " ≠0

に よ り

( 2 . 35) P P( β; ∂β
- (()) = ( c u : C ≧ 0)

と 表さ れ る と き ､ P に 関す る( D 上 の) Pi c a r d 原理 が( に 於 い て 成立 す る と い う ｡ (
が β の 孤立境界点 の 場合に は ､ (2 .3 4) に よ りくに 於 い て

(2 ･ 36) Pi c a rd 原理 が 成立 す る ⇔ ∂; β(() = ( 1 点)

で ある ｡ ま た ､ 全 て の( ∈ ∂β に 対 し て (2 . 3 3) が 成立 し て い る と き は ､ 次 の 4 条

件は 同値 に な る:

(2 ･3 7) 全 て の( ∈ ∂βに 於 い て Pi c a rd 原理 が 成立 す る ､



全 て のく∈ ∂β に 対 して∂; β(く) = ( 1 点) で あ る ､

(2 .3 9)

(2 .4 0)

全 て の( ∈ ∂βに 対 して埠β(() = ( 1 点) で あ る ､

β; = β｡
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第 3 章 回転不変密度 に 関す る 孤 立 境

界点上 の M a r ti n 境 界

本章及び次章 で は ､ 孤立境界点上 の P
- M a rti n 境界を研究す る ｡ そ の 為本章

と 次章を通 して

n = ( z ∈ C : 0 < l zl < 1) , r = ∂n - ( 0) = (l gl = 1) ､

n
p
= ( 0 < l gl < β) , r ク = 帥l =

β) ( 0 < β≦ 1)

と し ､ n 上 の 密度 は 全て ､ n U r を含む 或 領域 上 で 局 所 Ⅱ61d e r 連 続で あ る と 仮定 す

る ｡ 従 っ て ､ 口上 の 任意 の 密 度 P に 対 して

(3 .1) 〈埠( ･ , ∩ ‥ぐ ∈ ∂錘(()〉⊂ P P( n ; ∂n
-

(()) (( ∈ ∂n)

(3 . 2) 埠n(() = ∂; n(() = ( 1 点) (( ∈ r)

が成立す る ｡ ( ∈ r に 関す る(3 ･ 1) と(3 ･ 2) は It6 [4 5】の 方法( ま た は A n c o n a [2】の

方法) で 示せ る ｡ ま た ､ ( = 0 に 関す る( 3 ･ 1) は Ⅱa r n a c k 不等 式 か ら従 う ｡ (3 ･1)
よ り

∂錘(G) ∩ 埠n(G) = ¢ (G , ら ∈ ∂n ,( 1 ≠ G)

で あ る の で ､ r 上 の クー M a rti n 境界∪く∈r 年 n(() はr 自身 と
一 致 し ､ ∂; n(0) が 決 定

さ れ れ ば∂; n が ､ 従 っ て n妄が ､ 決定 さ れ る ｡ 特 に 次の 4 条件 は互 い に 同値 で あ る:

(3 . 3) 原点 に 於 い て P に 関す る Pi c a rd 原理 が 成立 す る ､

(3 . 4) ∂; n(0) = ( 1 点) ､

(3 .5) 埠n(0) = ( 1 点) ､

(3 .6) 埠 = n ｡

§3 . 1 で は ､ n 上 の 回転不 変密 度 P に 対 す る∂; n を 決定 す る ｡ §3 ･ 2 で は ､ n 上

の 回転不変密 度 P に 関す る 原 点に 於 ける Pi c a rd 原理 の 成否 を 判定 す る ､ P
一 単 位判

定法 を 説明す る ｡ 本研 究で 引用 す る回数の 多い 公式 や 定理 は ､ そ の 証明 も付 し て

説 明す る ｡ 尚 ､ P - M a rti n 核 の
一

次独 立性 に つ い て の 証 明 も与 え る ｡
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§3 .3 で は 1 階 ク ー 単位判定法 を 与 え ､ 既 に 知 ら れ て い る幾 つ か の 結 果 の 別 証 に

応 用す る ｡ §3 .4 で は ､ 0 上 の 回転不変密度 に 関す る P i c a r d 原理 の e s s e n ti al 集 合

を研 究 す る ｡

§3 ･ 1 ･ 回転不変密度に関する M
,

a r ti n 境界

0 上 の 回転不 変密度 P に 関す る原 点上 の P - M a rti n 境界 は ､ 0 上 の P - G r e e n 関

数 の F o u 工i e 工 級 数展 開 を 調 べ る こ と に よ り決 定 さ れ る ｡ 本節 で は そ の 概 略 を 述 べ

る( N a k ai [6 6】参照) ｡

3 ･ 1 ･ 1 ･ P を口上 の 回転 不変密度 ､ 即 ち P( z) = P (l zl) ( z ∈ n) を 満 た す密度 ､

と す る ｡ 各整数 n = 0
,
1
,

… に 対 し ､ 密度 Q( z) = P( z) + n
2

仲l
2
に 関する 定義(2 . 2)

の 微分作用 素 エQ を エア,れ と 記す ｡ 即 ち

(3 .
7) 上 伽 u( z) =( △ - P( z 卜蒜) u( z)
と す る ｡ す る と任 意 のβ ∈(0 , 1】と n に 対 し ､ 次 の 形 の 最大 値 原理 が成 立 す る ｡

最大値原理 5 ･ 有界 な u ∈ C
2

( n β) n C ( n p u r β) が

n
β上 上 旬 u ≦ 0 , r J 二 u ≧ 0

を 満た せ ば ､ n
戸
上 u ≧ 0 で ある ｡

証 明 は ､ u( z) + どlo gl zl
~ 1

( ど > 0) に 最 大 値原 理 2 を適用 し て ど → 0 と す れ ば

よ い ｡ 尚 こ の 最 大値原理 は ､ P が 回転不変 で な い 場合で も成立 す る ｡

最 大値 原理 5 に よ り ､ r ｡ 上 で 境 界値 1 を と る S ch r 6di n g e r 方程 式 のfl p 上 の 有

界解 e n( z , β) が ､ 唯
一 存 在 す る ｡ e n( z , β) を n 戸上 の れ 階 ク

ー

単位と 呼 ぶ ｡ 特 に 0

階 ク ー 単位を 単に クー 単位と 呼 ぶ ｡ 尚 ､ P が 回転不 変で な い 場合 で も ､ n β上 の m 階

P 一 単 位 や クー 単位 を 同様 に 定 義 し ､ 同様の 記号 を 使用 す る ｡ P は 回 転不 変 で あ る

の で ､ 最大値原理 5 に よ り e れ( z , β) も回転不変で あ る ｡ そ し て (0 , β] 上 の r の 関数

(3 ･8) 佃 ) ≡(芸+三豊- P( r 卜芳) u( r) = 0

の ､ u(β) = 1 を 満 た す(0 , β) 上 の 唯 一

有 界解 と な る ｡ こ の γ の 関 数 e n( γ, β) もn 戸
上 の n 階 ク ー 単 位 と 呼 ぶ 0 微 分作用 素 を 上♪

,
n か ら g p

,
几 に 変更 し た と き ､ 最大 値 原
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理 5 は 次 の 形 に な る 0

最大値原理 6 ･ 有 界 な u ∈ C
2

(0 , β) n C(0 , β】が

(0 , β) 上 旬 ㌦ ≦ 0 , u(β) ≧ 0

を 満 た せ ば ､ (0 , β) 上 u ≧ 0 で あ る ｡

3 . 1 . 2 ･ 最大値 原理 6 か ら導 か れ る ､ n p 上 の m 階 クー 単 位 の 基本 的性質を 列 記

す る ｡ 以下 で は 〟( r) = 血( r)/ d r と す る ｡ 先ず

(3 . 9) 0 < e o( r , β) =

(3 ･ 10) 0 < e
n( r , β) =

が 成立す る ｡ 続 い て

に よ り

(3 .1 1)

e o( r , ∂)
e o(β, ∂)

e
n( γ,∂)
e
n( β, ∂)

≦ 1 (0 < r < β < ∂≦ 1) ､

< 1 (0 < r < β ≦∂≦ 1 , れ ≧ 1)

捗
･
れ(芳一

e れ( r , β)) ≦0

r
n

e n( r , ∂) ノ
e
れ(β, ∂) n

ノ
eL( r , ∂)

e
れ( r , β) ≦
声
,

が順 に 成 立 す る ｡ ま た

に よ り

(3 ･ 12)

r
れ

β
れ

'

r e
れ( r , ∂)

(0 < r ≦β≦∂≦1 , m ≧ 0)

ゼ和 ( e れ( r , β) - e 叫 1( r , β)) < 0

e 両 1( r , β) < e m( r , β) ,
e 叫 1( r , ∂) ノ

e 両 1(β, ∂) eニ(β,∂) /

eニ+ 1(β, ∂)
e
れ( r , ∂)

､

e れ(β, ∂)
'

e
れ(β, ∂)

二

e
両 1(β, ∂)

(0 < r < β≦∂≦ 1 , れ ≧0)

が 順 に 成立 す る ｡ す る と(3 . 1 1) に よ り

鯨 刷( e 州 ( r , β卜…e n( r , β)) ≦0
で あ る の で

(3 ･ 13)
吉e れ( r , β) ≦ e 仙 ( r , β) ,
eニ+ 1( r , ∂)
e 両 1( r , ∂)

)
∫
U

】

r(
/

れ
e

)
ぐ
Ur(れ

β
し

r e
れ( r ,∂) ノ βe れ(β, ∂)

e 両 1( r , ∂)
二

e 巾 1(β, ∂)
､

(0 < r ≦β≦∂≦1 , n ≧ 0)
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が 順 に 成立 す る ｡ ま た(3 .1 2) と(3 .1 3) に よ り

g p ♪ + 1 e 叫 1( r , β) -

e 両 2( r , β) e n( r , β)
e 叫 1( r , β)

≦ 0

で あ る の で

(3 .1 4)
e れ + 2( r , β) ノ

e
両 1( r , β)

e " 1( r , β)
⊥

e れ( r , β)

が 成 立 す る ｡ 最後 に

(3 ･1 5) (
が 従 う｡

関数

ゼ軸 + 2

e 両 1( r , β)

e 両 2( r , β)
-

e 症 2( r , β)
e
れ 吊( r , β)

(0 < r ≦β≦ 1 , n ≧ 0)

e 叫 1( r , β)
4

e
れ( r , β)

3
≦ 0

(0 < r ≦β ≦ 1 , m ≧ 0)

3 ･ 1 ･ 3 ･ n = n l 上 の れ 階 ク ー 単位 e れ( r , 1) を 単に e n( r) と 記 す ｡ (0 , 1] 上 の

e
れ( r) e

n( r) e l( r)
■■■ - ■■■■■■■ - ● ● ● ■■■ ■■■■■･■■･ ■l ･･ l ■

e o( r) e
れ ｣ ( r) e o( r)

は ､ (3 ･ 1 2) に よ り増加 関 数で あ る の で ､ 極 限

α
n( P) =

王洩霊 ( n ≧ 0)
が 存在す る ｡ こ の 極限 α n( P) を P の れ 階特異性指数と 呼 ぶ ｡ 特 に ､ 1 階特異性 指
数α1( P) を単 に α( P) と 記 し て ､ P の 特異性指数 と 呼ぶ ｡ す る と ､ (3 . 1 4) と(3 . 1 5)

(3 ･1 6) 0 ≦ α( P)
( 3 叫 )/2

≦ αれ( P) ≦ α( P)
n

< 1

が 成立 す る ｡

3 ･1 ･ 4 ･ 口上 の P - G r e e n 関 数 G望( z ,ぐ) と P - M a rti n 核 K P( z ,() を ､ そ れ ぞ れ
簡単 に G ク( z ,() , 〟 ァ( z ,() と記 す ｡ Z ｡ を 〟 タ( z ,く) の 定義 で 使 用 さ れ る n の 固定点 と

す る:

〟p( z ,ぐ) =

G p( z ,()
G ♪( z o , ()

( z ,く∈ n) ｡



β ∈(0 ,】z ｡l) を 任意 に 固定 し て ､
Z ∈(β < l zl < 1) と r ∈(0 , か こ対 し 範( z , r e

拍
)

を F o u.
ri e r 級数 展開 す る:

(3 .1 7) 範( z , r e
拍

) =

†
α
れ( z , r)

α0( g , r)

1

一

打

ぁ
れ( z , r) =

孟

+ ∑( a n( z , r) c o s n 8 + b n( z , r) si n n 8) ､
れ = 1

上
2 汀

項 ,
r e
`β

) c o s n β ( れ ≧ 0) ､

1 /
2 汀

上
` 汀

G p( z , r e
i e

) si n n O ( n ≧ 1) 0

区間(0 , β] 上 の r の 関数 αれ( z , r) , ぁれ( z , r) は ､ 方 程式(3 ･8) の (0 ,1) 上 の 有界解で あ

る の で

αれ( z 】 r) = α
れ( z , β) e 両 ) = α

れ( g , β)霊､

占
れ( z , r) = 抽 β) e れ( r , β) = 抽 β)霊

と表 せ る ｡ Z ∈(β < 1 gl < 1) を固 定す る と ､ α m( z , β) ,ぁれ( z , β) は れ に 関 して 有界

で あ り ､ (3 .1 4) に よ り

(3 ･ 1 8)
e
れ( r , β) e

れ( r , β) e l( r , β)
e o( r , β) e

れ
_ 1( r , β) e o( r , β)

< 1 (0 < r < β)

で あ る の で ､ 級 数(3 . 17) の 収束 は r ∈(0 , 〆] (0 < 〆 < β) , β ∈【0 , 2 汀) に 関 し て
一

様

で あ る ｡ 従 っ て α( P) = 0 の と き ､ a J g ( (0 < 1(l ≦〆) の 挙動 に 関係 せ ず

1i m 〟p( z , ()

で あ り ､ α( P) > 0 の と き

G ♪( z , r e
l J

)
r → 0

,
J → ∂ e o( r)

〟p( z; β) = 1室m

α0( z , β)
2 e o(β)

と 置 い て

で あ る ｡

α0( z , β)
α0( z o , β)

≡ わ( z)

+姜霊{ αれ( 痛 o s 舶 + h ( 赫 叫

r｣ 虹β 範(
z
,
r e
灯

) =

〟 p( z; β)
〟 p( z o; β)

≡ ん♪( z; β) (0 ≦β < 2 7r)



3 ･ 1 ･ 5 ･ 0 ≦β1 < β2 < 2 汀 の ㌔苧Z ∈ n の 関数 と し て わ( z , 鋸 ≠わ( z , β2) で
あ る こ と を ､ N a k ai[6 6】は Z ∈ n

-

恥 = ( β < l zl < 1) の 関数の 族

( αn( g , β) ( れ ≧ 0) , ぁれ( z , β) ( れ ≧ 1))

の 一 次 独立性 に 基 づ い て 示 し て い る が ､ こ こ で は別 の 証 明 を 与 え る ｡

P の 回転不変性 と
一 般化 さ れ た 最 大値原理 2(2 .1 . 2 節参照) に よ り ､ n 上 の クー

G r e e n 関数 は 次 の 性質を持 つ :

(3 . 1 9) G ♪( z , () = G p( g e
`♂
,( e
`β

) ( z , ( ∈ n ; β∈ R ) ､

G タ( z , r e
t J

) = G p( z , r e
汀

)

(3 ●2 0)

( z ∈ n , a ∫g Z ~

J + 丁 + 汀

芸, 0 < r < 1; J , γ ∈ R) ､

(3 ●2 1)

( z ∈ n , 竿 一

打 ≦
-
a r g z ≦ 竿 ,

0 ≦ J < γ < 2 汀) ､

(3 . 2 2)

一 方

G p( x e
i( q + e)

,
r e
ie

) ≧ G p( x e
i( T + e)

,
r e
` e

)

(0 < ご < 1 , 0 < r < 1 , 0 ≦けI ≦けl ≦ 汀, β ∈ R ) ｡

G p ( z , r e
t J

)
~ J ` ~

｣ ｢ ､
~

∵'
▼

′

r → 0
,
J → β e o( r)

で あ る の で ､ 〟 ク( z ; β) も同様 の 性質を 持つ :

脇( z ;β) = 1室m ( z ∈ n , β ∈ R )

(3 ･ 2 3) 〟云( z ; α) = 〟 p( g e
け

; J + 丁) ( z ∈ n ; J , 丁 ∈ R ) ､

〟 p( z; グ) = 怖 ( z ; 丁)

(3 ■2 4)

( z ∈ n , a r g Z ~

J + T + 汀
=芸; J , 丁 ∈ R) ､

(3 ●2 5)

( z ∈ n , 竿
一

打 ≦ a r g z ≦ 竿 ,
0 ≦ J く⊂ 丁 < 2 打) ､

(3 ･ 2 6)

〟 p( ェ e
車 寸♂)
; β) ≧ 〟ク( ごe

車 + β)
; β)

(0 < ご < 1 , 0 ≦1 Jl ≦けl ≦ 打 , β ∈ R ) ｡



わ(
･

; 鋸 ≠ わ(
･

; β2) を背 理法 で 証明 す る た め ､ わ(
･

; β1) ≡ わ(
･

; β2) と な るβ1 , β2 (0 ≦

β1 < β2 < 2 訂) の 存 在 を 仮 定す る o a r g z
= (β1 + β2)/2 を 満 た す z ∈ n を と る と ､

(3 . 24) に よ り 〟 p( z ;
β1) = 〟 ♪( z; β2) と な り ､ 一 方 わ( z;β1) = わ( z ;β2) で あ る の

で ､ 〟タ( g o; β1)
= 脇( z o; β2) と な る 0 従 っ て

〟 ク(
･

; 勘) = 脇 ( ･; β2)

で あ る ｡ こ の 式 と( 3 ･ 23) に よ り

〟♪( z; β1
- β2) = 〟 ク( z e

i∂2
; β1) = 崎( z e

i 鞄
; β2) = 〟 p( z; 0) ､

同様に 〟ク( z; β2･
一

缶) = 〟 ク( z ; 0) ( z ∈ n)

で あ る の で

β3 = 血 n(β2
- β1 , 2 打

-

(β2
- β1))

と 置くと

〟ク( z; 0) = め( g; β｡) = 〟 p( z e
~ iβ3
; 0) ( z ∈ n)

と な る ｡ 従 っ て (3 .2 4) に よ り ､ r ∈(0 , 1) に 対 し

〟 p( r; 0) = 〟 タ( r e
~ i 鴫
; 0) = 〟 p( r e

勅
; 0) ( れ = 0

,
1
,

… ) ､

〟享( r e
示

; 0) = 〟 ク( r e
( 訂 ~ β

3)`
; 0)

と な る ｡ 0 < β3 ≦ 汀 で ある の で 汀
一 β3 ≦ m β3 ≦ 訂 を 満 た す 自然 数 れ が 存在 し ､ そ

の m に 対 し(3 ･2 6) に よ り

〟 p( r; e
勅
) ≦ 〟ク( r e

( 汀 功 )`
; 0)

と な る が ､ 同時 に

〟享( r; 0) ≧ 〟ク( r e
汀 ;
; 0)

も成 立 して い る の で

〟ク( r; 0) = 脇( r e
汀i
; 0)

と な る ｡ 即 ち ､ 〟 p(
･

; 0) は 回転不 変で あ る ｡ (3 ･2 3) に よ り 〟ク(
･

; β) も ､ 従 っ て

んp(
･

; β) も ､ 回転不 変で あ る ｡

表現 定 動 こ よ り u ∈ P P( n ; r) を 積分表 示 し た と き の 表現 測度 を〃ひ と す る ｡

p u の 台 s u p p p u は6;(0) に 含 ま れ る の で ､ u は k p(
･

; 0) ( 0 ≦8 < 2 7T) を 核 と す る 積分

で 表 示 さ れ ､ 従 っ て 回転 不変 と な る ｡ 即 ち ､ P P( n ; r) の 関 数 は 全 て 回転 不 変 と

な る ｡ と こ ろ が α( P) > 0 と
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e o( r)J
l

品 + α( P)
2
e l( r)J

l

恭 si n β

は ア P( n ; r) に 属す る が ､ 回転不 変で は な い 0 こ の 矛盾 に よ り ､ わ(
･

; β1) ≠ゐp( ･

;β2)

(0 ≦β1 < β2 < 2 汀) で な け れ ば な らな い ｡

3 . 1 . 6 . 前 の 2 小節 の 議 論に よ り ､ 回 転不変密度 P に 関す るf7 の M a rti n 完 開

化 n妄は 次 の よ う に 決定 さ れ る:

定理 3 ･1 ･ P が口上 の 回転不 変密 度の 時 ､ n か ら( α( P) < l zl < 1) へ の 同相

汀ク( z) = ( α( P) + (1 -

α( 刑 場
は巧 か ら( α( P) 引 zl ≦ 1) へ の 同相写像に 拡張 さ れ ､ 埠n( 0) = ∂; n(0) で あ る ｡

α( P) = 0 の と き の P - M a rti n 核 K p( ･ , 咋
1

(0)) = k p(
･

) と ､ α( P) > 0 の と き
の P - M a rti n 核 K p( ･ , 咋

1

( α( P) e
i e
)) が ､ そ れ ぞ れ mi n i m al で あ る こ と は ､ (2 . 3 4) と

(3 ･ 2 3) か ら 従う ｡

定理 3 ･ 1 に よ り ､ P の 原点 に 於け る Pi c a r d 次 元 di m P = di m P P(f7; r) は α( P)
で 表 す こ と が で き る:

(3 ･2 7) di m f
)
= 1 + α( P) ･ N ､

た だ しN は 連続体 の 濃度 を 表す ｡ 従 っ て Pi c a rd 原理 も α( P) で 決定 さ れ る:

定理 3 ･ 2 ･ 0 上 の 回転不変密度 P に 関す る原 点 に 於 け る P i c a r d 原理 は ､ α( P ) =

0 の 時か つ そ の 時に 限 り ､ 成立 する ｡



§3 . 2 . ク
ー 単位判定法

アをn 上 の 回点不変密度 と す る と き ､ 原点 に 於け る P に 関 す る Pi c a rd 原理

や 原点上 の P
- M a rti n 境界 は ､

P の 特異性指数 α( P) に よ り決定 さ れ る 0 本節 で

は ､ α( P) = 0 か ど う か を 調 べ る た め の P - 単位 判定 法を 説 明 す る ( N a k 扇 [69] ､

K a w a m u r a , N a kn i[50] 参照) ｡

3 . 2 . 1 . P を口上 の 回転不 変密度と し n 上 の m 階 クー 単位 を e れ( r) と す る ｡ 区

間【0 , ∞) 上 の 関数

は ､ R i c c ati 方程式

(3 . 2 8)

α
れ(り = e

~ f
eL( e

~

り
e
n( e

~ f
)

- α
′

(り + α(り
2
= e

~ 2 f
p( e

~

り + n
2

の [0 , ∞) 上 の 唯
一 非 負 解 で あ り ､ R i c c ati 成分 と 呼 ば れ る 0 特 に fu c c a ti 成 分

α｡(り, α1(り の 性質 を調 べ る こ と に よ り ､ α( P )
= 0 の 判定 法

(3 ･2 9) α( P) = 0 ⇔上
∞ dま

α0(り + 1
= 0 0

が 得 られ る ｡ こ の 判定 法の e o( r) に よ る 記述 を ク
ー 単位判定 法と 呼 ぶ‥

定理 3 . 3 . n 上 の 回転 不変 密度 P に 対 し

(3 .3 0) α( P) = 0 ⇔上
1 d r

= ∞ 0

正数 c , たカ; 存 在し て

綽 1) + た≦ c( 綽 2) + た) (0 < r 2 ≦ r l ≦ 1)

が 成立す れ ば ､ 関数 紳) は r → 0 の と き 殆 ど増加 で あ る と 言 う が ､
r
2
f
)

( r) が 殆 ど

増加 の 場合 ､ P を 直接調 べ て α( P) = 0 を 判定 す る 方法 が 得 ら れ て い る:

定理 3 .4 . 口上 の 回転不変密度 P に 対し ､ r
2
p( r) が r → 0 の 時殆 ど増加 で あ

る な ら

(3 ･ 3 1) α( P) = 0 ⇔上
1 d r

γ
2 p( r) + 1

= ( X 〉 ○
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r
2
f
,

( r) が 殆 ど増 加 で は な い と き ､ (3 ･ 3 1) に 於 い て 睾 は 成 立 す る と は 限 らな

い ｡ し か し ､ ⇒ は成立 す る:

定理 3 . 5 . 口上 の 回転不 変密度 P に 対 し

(3 .3 2)

(3 .3 3)

α( P) = 0 ⇒上
1 d r

r
2
j
⊃

( r) + 1
= ∞ 0

以 上 の 判定法を用 い て 次の 諸結果が 得 られ て い る ｡

系 3 .6 . n 上 の 回 転不変密度 月々 に 対 し

f? 上 P ≦ Q ⇒ d i m P ≦ di m Q

が 成 立す る ､ た だ し di m P = di m P P( 0 ; r) , di m Q = di m Q P(fl; r) と す る ｡

系 3 . 7 . 口上 の 回転不変密度 P と 正 数 c に 対 し

(3 ･3 4) di m ( c P) = di m P ｡

例 3 .8 ･ ア( g) = l坪 に 対 し

α( P) = 0 ⇔ β ≧ - 2
｡

例 3 ･ 9 ･ l o g l = l o g ,
･ ‥

,
l o g 巾 1 = l o g(l o g れ) ( れ = 1

,
2
,

… ) と す る と き

P( z) = かog l■zl
- 1

)
2

… (l o g m●z●
- 1

)
2

(l o g 刷 軒ザ

に 対 し

α( P) = 0 ⇔ 5 ≦ 2 ｡



§3 . 3 . 1 階ク
ー 単判定法

本節で は ､ ア単位判定法 より 扱
い 易い 1 階 クー単位判定法 を導く0 ま た そ れ

を 使用 し て ､ 定 理 3 ･3 ､ 系 3 ･ 7 ､ 例 3 ･ 8 ､ n = 1 の 場合の 例 3 ･ 9 ､ の そ れ ぞ れ の 別証

を与 え る 0

3 . 3 . 1 . P を口上 の 回 転不変密度 と し ､ e n( r) を口上 の れ 階 ク
ー 単 位 と す る ｡

(0 ,1】上 の r の 関数

′

は(3 ･ 12) に よ り

を満 た す の で

陣 (l o g 封 = 器 器

町) =昌一三嘲 一 項器+ 器〉
≦
戸

一 如 一

票匝
3

占( r) ≦
e l( r)
2 r
2
ei( r)
( 3

一 掃( r)
-

r
2

町))

で あ り ､ 更 に (3 .1 1) と( 3 ･ 13) に よ り

J
l

榊 ≦…J
l

言務dモ
ー言上

l

卦 f)d± -[劫(f)]
+喜叶(餅〈町 据跡(りdま
≦言上

l

舐dま 一 ㌶ 嘲 +芸紛( r) +言上
l

榊

≦…J
l

諾 糾芸+言上
l

榊

lo g霊≦3J
l

競d … ､

で あ る ｡ 従 っ て

即 ち

(3 ･ 35) 霊≧ e x p( イ言務d ト 1) ､
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が 成立 す る ｡ 一 方( 0 ,1] 上 の r の 関数

榊 = e l( r) e可-J
l

器dま)
は

捗
,
2( β( r)

- e 2( r)) = -( 謝
2

P( r) β( r) ≦ 0

を 満 た す の で e 2( r) ≦ β( r) ､ 即 ち

(3 ･3 6) 霊≦ e x p( -ノ
1

揺珂 ､

が成立す る ｡ そ こ で ､ (3 . 1 6) と(3 .3 5) と(3 . 3 6) に よ り 1 階 ク ー 単位判定法が得られ る:

定 理 3 .1 0 . n 上 の 回転不変密 度 アに 対 し

α( P) = 0 ⇔上
1

器 d r = ∞ 0

尚 ､ (3 . 1 1) と(3 ･1 2) と (3 ･3 6) に よ り 不 等式

…(器+三〉≦器≦霊+三
が成立 す る の で ､ 定 理 3 . 10 の 証 明 は定 理 3 .3 の 証 明の 別証 を 与え る ｡

3 ･3 ･ 2 ･ 本小節 で は系 3 ･ 7 の 別証 を与え る ｡ そ こ で ､ 雪Q は P( z) ≦ Q( z) ( z ∈

n) を 満 た す口上 の 回転不変密度と す る ｡ n p (0 < β ≦ 1) 上 の れ 階 ク
ー 単位 ､ れ 階

Q - 単位 を そ れ ぞ れ e 几( r , β) , ん( γ, β) と す る と

g p
,
れ( e m( γ, β) - ん( r , β)) ≦0

に よ り ､ 順 に

ふ( γ, β) ≦ e れ( r , β) ,
(3 ･3 7)

が 成 立す る ｡ 従 っ て

g Q . れ

ん( γ,∂) ノ ん(β,∂) eニ( γ, ∂) ノ £( γ, ∂)
e れ( r , ∂)

二

e
れ( β,の

'

e
れ( r ,∂)

二

ん( r , ∂)

(0 < r ≦β≦∂≦ 1 , n ≧ 0)

ん+ 1( r , β)
- ん( r , β)

e 両 1( r , β)
≦ 0
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e 小 1( r , β) ノ ん+ 1( r , β)
e n( r , β)

二

ふ( r , β)
(0 < r ≦β≦ 1 , m ≧ 0)

が 成立 す る(I m 扇[叫 参照) ｡ 尚 ､ ( 3 ･ 3 7) と定 理 3 ･ 10 に よ り 系 3 ･6 の 別証 が 得 ら

れ る が ､ (3 ･3 8) を使用す れ ば定理 3 ･1 0 は不 要 で あ る ｡

こ こ で 特 に ､ 定数 c ( c > 1) に 対 し Q = C P の 場合 を 考 え る ｡ す る と不 等 式

g 帥( ん( r , β)
-

e 几( r , βn = - ( c - 1) e れ( r , β)
C

に よ り ､ 順 に

(3 .3 9)

e
れ( r , β)

C

≦ ん( r , β) ,
e
れ( r , ∂)

C

ノ
e れ(β, ∂)

C

£( r , ∂)

ん( r , ∂)
⊥

ふ(β,∂)
'

ん( r , ∂)

(0 < r ≦β≦∂≦1 , n ≧ 0)

が 成立 す る ｡
一

方 P ≦ Q に よ り ､ (3 .3 7) も成立 し て い る の で

言誤≦岩≦器
で あ り ､ 従 っ て 定 理 3 ･ 10 を使用 して di m P = d i m Q = d i m ( c P) を 得 る ｡ 尚 ､

血 m P = di m(三c p) = d i m( c P)

と な る ｡

3 . 3 . 3 . 本小節 で は 例 3 .8 の 別証 を与え る ｡ そ こ で ､ 正 数ど( ど < 1) に 対 し口

P( z) = 赤 , Q( z) = 諺2 ｡ ■z一…七
を考 え る ｡ 口上 の れ 階 クー 単 位 と れ 階 Q - 単 位 を そ れ ぞ れ e n( r) , ふ( γ) と す る と ､

Q ≦ P に よ り(3 .1 2) と(3 ･3 7) か ら

器≦禦≦禦
が従 う ｡ 更に

ふ( r) = e X p

1 -

r
~

亡
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で あ る こ と に 注意 す る と

上
1

;拾d r ≦上
1 ふ( r)
r
2
ノ訳r)
d r =上

1

去d r < ∞

が わ か る ｡ 従 っ て 例 3 . 8 の ⇒ が 得 られ る ｡ 一 方 ､ 密度 月( z) = l zl
~ 2
に 対す る n

上 の 1 階 舟 単位 飢( r) は g l( r) = r で ある の で ､ (3 . 3 7) に よ り例3 ･ 8 の 睾 も得 られ る ｡

3 .3 . 4 . 本小節 で は n = 1 の 場合の 例 3 .9 の 別証 を与え る ｡ そ こ で ､ 口上 の

p ( z) = 如 g 回
- 1

)
2

, Q( z) = 封輔)
2

一

品
を考え ､ n 上 の 1 階 ク

ー 単位と 1 階 Q - 単位をそ れ ぞ れ e l( r) , ム( r) と す る ｡ す る と ､

醐 = e X p( ト(l o g:)
2

)
と(3 .1 2) に よ り

上
1

芸忠d r ≧上
1

が 成立 し ､ m = 1 の 場 合の 例 3 . 9 の く= が 得 ら れ る ｡

次 に ､ 正 数e ( ど < 1) に 対 し口上 の 回転 不変 密度

p( z) = 封og古)
2 + 2 亡

, Q( g) = 7 2 P( z) ､

月( z) =

I zl
2

(2 + ど)(1 + ど)

l g】
2

を 考え ､ 口上 の れ 階 ク
ー 単位 ､ m 階 Q 一単位､ 勅階 月一 単位を それ ぞ れ e れ( r) , ん( r) , タ几( γ)

月( z) ≦古(1 + l o g古)
2 + 2 亡

9 ･ 2
1 + 2 亡

l zl
2 ( 1 +(lo g古)

2 + 2 亡

)
≦Q( z) +
坪
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ナ >

草(3 ･ 3 9) ,(3 ･ 1 3) ,(3 ･3 7) に よ り

72器≧器≧禦
が成立 す る ｡ 更に 等式

に よ り

8
- - >
r

ダム( r) 8

g o( r) r

g o( r) = e X p( 1 -(l o g:)
2 巾

)

72器≧誓(l o g汀
+ 亡

-‡≧三(l o g汀
+ 亡

( 0 < r ≦ e
~ 7

)

上
1

岩島か ≦上二,霊湯d r + 7 2上
e

~ 丁

が 成立 し ､ れ = 1 の 場 合 の 例 3 ･9 の ⇒ が 得 られ る 0

d r

r(l o g( e/ r)) 抽

§3 . 4 . P i c a r d 原理の e s s e n ti a l 集合

3 .4 . 1 . 原 点 に 於 い て ､ 0 上 の 回転不 変密度 P に 関す る Pi c a rd 原理 が 成立 し

て い る と き ､ 口上 の 回 転不変密度 Q が 口上 Q ≦ P を 満 た せ ば ､ 系 3 .6 に よ り ､ Q に

関す る Pi c a rd 原理 も成立 す る ｡ 特 に 密度 P( z) = l zl
- 2
に 関 し て は ､ Q が 原 点 に

収束す る 適当 な 同心 円環 の 列 の 上 で Q ≦ P を 満た せ ば ､ Q に 関す る Pi c a rd 原理 が

成立す る ､ こ と が 知 ら れ て い る ｡ こ の よう な 円環 列を表す た め ､ 本 節 で は ､ 数列

( αれ)㍗,( 毎粁 は常 に 条件

0 < 占両i < α n < 占n < 1 ( れ = 1
,
2
,

… ) , J 曳 αm
= 0

を満た す も の と し

A = A(( αれ) , 仇))
= ∪( α れ ≦l zl ≦ h )

と定 義す る ｡ 口上 の 回転 不変密 度 P に 対 し ､ A 上 々≦ P を満 た す口上 の 任 意 の 回

転不 変密度 Q に 関す る Pi c a rd 原理 が ､ 原点 に 於 い て 成 立す る と き ､ A を P に 関す

る Pic a r d 原理 の ､ ま た は単 に P の ､ e S S e n ti a l 集合と 呼 ぶ ｡ P に 関 す る P i c a r d 原

理 が 成立 し な い と き ､ P の e s s e n ti al 集 合 は 存在 し な い が ､
Pi c a r ､d 原理 が 成 立 す る

と き常に e s s e n ti al 集 合 が 存在す る か ど う か は不 明 で ある ｡ 特 に 密度 P( z) = I zl
. 2
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に 関 し て は ､ 次 の よ う な の e s s e n ti al 集合の 存在が 知 られ て い る( K a w a m u r a [4 8】参

照) : 数列( αれ) ,( り が 条件

(3 ･4 0) 姜(lo g窒)
2

= ∞

を 満 た せ ば ､ A = A(( a n) ,(b n)) は 密度Izl
. 2
の e s s e n ti al 集 合 で あ る ｡

本節 で は ､ 数列( αn) ,( h ) が 条件(3 . 40) を満 た さ な い と き A は 密度I zl
~ 2

の e s s e n ti al 集合 で は な い こ と を ､ 従 っ て 密 度I zl
~ 2
の e s s e n ti al 集 合 は条件(3 . 40) で

決定 さ れ る こ と を ､ 示 す ｡ ま た ､ 密度f zJ
~ 2

(l o glzl
. 1

)
2
の e s s e n ti al 集 合 も決定 する ｡

3 ･ 4 ･ 2 ･ P は n 上 の 回転不変 密度 で ､ 定数 α, ゐ, α (0 < α < 占 < 1 , α ≧ 0) に 対

し P( r) = α/ r
2

( α ≦ r ≦り を満 た し て い る と す る ｡ n 上 の
一

階 クー 単位 を e l( r) と

す る と ､ e l( r) は 区間[ α,占】上 で

e l( r) = 入r β + 伊
√ β
(β = ～信子T)

と 表示 さ れ る ｡ (3 ･9) と(3 ･1 1) に よ り e l( α) > 0 , ei( α) > 0 で あ る の で入 > 0 で あ

る ｡ 更 に ei( α)/ e l( α) ≧ α
~ 1
に よ り

(3 ･4 1)
-

α
2β
<≡≦㌫α

2β

と な っ て い る ｡ 従 っ て ､ 積分

(3 . 4 2)
上
も

岩島d r =上
む

吉(
去l o g

2入r
2β - 1

入r 2β -

〃

rd)
l
一

r

1
, ▲ _

α
β
(占
2β

-

〃/入)

β
2

~ ~

○

占β( α
2β -

〃/1)

(3 ･4 3) 上
む

焉 わ かg…((‡)
β

+(釣 ､

(3 ･ 4 4) 上
b

鶉 d r ≦かg…((…)
β

+(;)
β

･ β((…)
β

一

明〉｡



43

P はn 上 の 回転 不変密度で ､ 各 区間【αn ,占れ】( n = 1
,
2
,

…

) 上 P( r) = α
れ/ r
2

( α n

≧0) を 満 た し て い る も の と す る 0 (～は A
= A(( αれ) ,( 転)) 上 Q ≦ P を 満た す口上

の 任意 の 回転不 変密 度と す る 0 更に n 上 の 回転不変密度

月( z) = m a X( P( z) , Q( z)) ( z ∈ n)

を 考 え ､ n 上 の 1 階 Q
- 単位 ､ 1 階 舟 単位 を そ れ ぞ れ ム( r) , 飢( r) と す る ｡ (3 .3 7) に

よ り

岩≧霊(0 < r < 1)
と な っ て い る が ､ (3 .4 3) に よ り乱 = J 石コ7 と 置 い て

上: 溜 d r > かg 牝)
βれ

璃)
βn

) ( m = 1 …

で あ る の で ､ 定 理 3 . 10 を 用 い て 次 の 補 題 が 得 ら れ る ｡

補題 3 ･1 1 ･ P は各区 間【αれ , 占れ】( れ = 1
,
2
,

･ ･ ･) 上 の 値 が P( γ) = α
n/ r
2

( α m ≧ 0)
と な っ て い る ､ n 上 の 回転 不変密度と す る ｡ 数列( αれ) ,( 転) が 条件

差かg縄)
βn

+(賢)
β"

) = ∞ (乱 = 応
~

i)

を満 た すと き ､ A = A(( a n) ,(b n)) は P の e s s e n ti al 集合 で あ る ｡

3
.4 . 3 . 小 節 3 .4 .6 に 於 い て 補題 3 . 1 1 の 逆 が 成立す る こ と を 示 す が ､ 本小節

以降小節 3 . 4 . 5 ま で は ､ そ の 準備 に 充て る ｡

ど
,
C
,
α
,
いま条件ど < 1 , C < α < 占 < 1 を 満 た す 正数 と す る ｡ 区 間【c , 占] 上 の

関数

転( r) = 1 - (1
-

ど)
l o g(占/ r)
l o g(占/ α)

を考え る と ､ ん∈( r) は 耽( r) = 0
,
ん
g( α) = ど

,
ん
ど(占) = 1 を満た す ､ た だ し P ≡ 0 , れ = 0

に 関す る(3 ･ 8) の 捗,
n
= ゼ0

,
0 を単 に g と 記 す ､ 即 ち

坤) =(芸+三豊) u( r) = ㈹ +三u
′

( r)

とす る ｡ こ こ で 正 数∂｡ を ､ 次 の 条件を 満 たす よう に 選 ぶ:

0 < ∂
ご
< 竺デ, ん∈( α

一 紙) < 0 0
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刷 = e X p( れト竿)
2

) ( れ±1 , 2 , …

)

を 考 え る ｡ 血 は

れ( α
- 2∂

ぞ)

血( α
- ∂
e)

処出
血( r)

= e X p ( - n も( α
-

C
- 3 呵) ､

= 4 n
2

( r 一 宇)
2

+ 2 …芋( r 一 宇)
=〈2 m ト竿) +去)

2
1

+ 2 れ
- -

4 r 2

1
> 2 †l - -

4 c 2

を 満 た す の で ､ 十分大 き い 番号 れ g = れ
｡
,
｡
, 再 を 選 ん で

(3 .4 5) > 0 ( c ≦ r ≦ α) ,
瑚n .( r) ､ ハ ′ _ ノ

_
▲ ノ

_
､ れ -( α

一

紙)

九
■ ▼ ､▼ ⊥ ⊥ ▼ソ '

れ -( α - ∂｡)
< ん∈( α - 2∂

｡)

が成 立 す る 様に で き る ○ そ こ で ､ n 上 の 回 転不変密度 Q ｡ = Q ｡
,
｡
,
｡
,
む で 次 の 条 件 を

満 た す も の を構 成 す る:

Q g( z) =

瑚 れ .(l zl)

血.(l zl)
( c + ∂亡 引 zI ≦ α - ∂

｡) ､

S u p p Q 亡 ⊂ ( c 引 zl ≦ α) ｡

n 上 の Q ∈ 一 単位を ムβ( r) とす る と ､ 最大値原理 3 に よ り

ム
,
0( r)

ノ
¢ れ .( r)

<

ん0(占)
､

血.( α - ∂
｡)

で あ る の で ､ (3 .4 5) に よ り

ん0( α 一 紙)

ん0(占)

( c + ∂̀ ≦ r ≦ α - ∂
∈)

< ん
亡( α

- 2 ∂
｡)

と な る ｡ 従 っ て ､ 最大 値原 理 4 に よ り

霊 < 醐 (α
- 2∂亡 < r < 占)
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が 成立す る ｡ ん｡( α)
= ど で あ っ た の で ､ 次の 補題 が 示 さ れ た 0

捕虜 3 .1 2 . 4 個 の 正 数 e , C , α, 占( e < 1 , C < α < 占 < 1) に 対 し て ､ 次 の 2 条 件

を満 た す n 上 の 回転 不変密度 Q ｡ = Q ∈
.
C
,
a
,
b が 存在 す る: (i) s u p p Q e ⊂ ( c ≦J zl ≦ a) ､

(ii) 口上 の Q `
- 単位 ん0( r) は

を満 た す ｡

豊 < e

3 .4 . 4 . ど
,
C
,
α
,
占
,
α は 条件 0 < ど < 1 , 0 < c < α < 占 < 1 , α ≧ 0 を満 た す実 数

とす る ｡ j
⊃

を口上 の 回 転不変密度 で ､ 条 件

(3 ･ 46) P( r) = 芸(α ≦ r ≦り
を 満 たす も の と す る ｡ Q 恒 ,

むを 正数∂(∂ < 1) と c , α , い こ関す る 補題 3 .1 2 の 密度 と

と す る ｡ n 上 の 1 階( P + Q 恒 ,
む) - 単位 を 旬1( r) と す る と ､ e 机( r) は[ α, 占] 上

(3 .4 7) e ∂
,
1( r) = 入∂r

β
+ 拘 r

~ β
(β = 市 1 )

と 表さ れ る ｡ ま た ､
口上 の Q 毎 β ,b

- 単位 ､ 1 階 Q 毎 β ,ら
- 単位を そ れ ぞ れ 九0( r) , 九1( r)

と す る と ､ (3 . 1 4) と補 題 3 . 1 2 に よ り

豊 ≦霊 < ∂

で あ る の で ､ Q 毎 ,
α
,
も ≦ P + Q 毎, ｡ ,b に よ り(3 ･ 3 8) か ら

諾岩≦豊 < ∂

が従う ｡ こ の 不等式 に(3 .4 6) を 代入 す る と

崇<
∂占β -

α
β

α
一

β - ∂ム
ー

β

が 得ら れ る ｡ 一 方 ､ (3 ･ 4 1) に よ り〃∂/ 入∂ > - α
2βも成立 し て い る ｡ 〃∂/ 入∂の 値 は ､

区間[ α,占] 上以 外 で の P の 挙 動 に 依存す る 塁 で あ る が ､ 〃∂/ Å∂に 関 す る 上述 の 2 個
の 不等式 は ､ P が 条件(3 ･4 6) を 満た し て い る 限 り常 に 成立 す る ｡
を満た す P に 関 し て 一 様 に

去霊右
= -

α
2β

で あ り ､ 更 に(3 . 42) に よ り

1i m
∂ 一 ◆ 0

む
e り( r)

d r = かg喜((…)
β

+(言)
β

〉

従 っ て ､ (3 ･4 6)



4 6

と な る ｡ そ こ で に 任意 の 正 数e に 対 し ､ P に 依 存 し な い 正 数∂ = ∂
亡
,
｡
,
α
,
b を 選 ん で

r
2
e;

,
1( r)
d r < かg言((‡)

β

･(…)
β

卜
が成立す る よ う に で き る ｡ 以上 に よ り 次の 補題 が示 さ れ た ｡

補題 3 . 1 3 . 5 個の 実数e , C , α, 占, α ( e > 0 , 0 < c < α < 占 < 1 , α ≧ 0) に 対 し

て ､ 次 の 条 件 を 満 た す n 上 の 回 転不変密度 Q e = Q e
,
｡
,
α
,
b
,
｡
が 存在す る‥(i) s u p p Q 亡 ⊂

( c ≦l zl ≦ α) , (ii) P を[α, 占】上 P( r) = α/ r
2
で あ る口上 の 任意の 回 転不 変密度 と す

る と き ､ n 上 の 1 階( P + Q ｡) 一 単位 e り は

r
2
e; , 1( r)

を 満 た す ｡

d r < かg喜((…)
β

･(;)
β

ト(β = ぶ て)

3 ･ 4 ･ 5 ･ ど
,
C
, 釣牒, α は 条件 c < p < 曾 < α < 1 , p < c e

∈/ 3
, 曾 > αe

一

亡/ 3 を 満 た す正

数と す る ｡ 口上 の 回転不変密度 乱 ( n = 1
,
2
,

… ) を

s u p p 私 ⊂( c ≦l可≦可, 凡直) =

-

字 (p ≦ r ≦9)
で あ る よ う に 構成 し ､ n 上 の 1 階 軋 一 単位 を 軋 1( r) とす る ｡ す る と(3 . 44) に よ り ､

恥
,
1( r) に 関 し て 次 の 評 価 が得 ら れ る:

r
2
g h ( γ)
d r ≦嘉lo g 批)

れ

+(≡)
れ

+ n(芸)
れ

〉
=三lo g芸+嘉lo g( 1 ･芸)
<三lo g‡+嘉lo g( 1 +芸) 0

従 っ て ､ m = n
∈
,
｡
,
｡ を 十分 大 きな 番号 と し て

r
2
ダニ

.
1( r

ど
一

3
<r

.

d

と な る ｡
一 方 ､ (3 ･ 1 1) 及 び p , 9 が 満 た し て い る 条件か ら

ど
一

3
<rd

l
一

r

p
一

川

′
句

‰
,
1( r)

r
2
ダニ.1( r)

e
一

3
<rd

が 従 う の で ､ 次 の 補題 が 成立 す る ｡
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補題 3 . 1 4 . 3 個 の 正 数ど, C , α ( c < α < 1) に 対 し て ､ 次 の 条 件 を満 たす 口上 の

回転不変密度 R $
= R

e
,
｡
,
a が 存在す る: (i) s u p p R e ⊂( c ≦J zl ≦ a) ､ (ii) 0 上 の 1 階

月
`

一 挙位 鉱 1( r) は

を満た す ｡

r
2
gh ( r)
d r < 亡

3 . 4 . 6 . 本小節 で は ､ 補題 3 .1 1 の 逆 が 成立 す る こ と を示す ｡ そ の 為 ､ P は口

上の 回転不変密度 で ､ 各区間【αれ,占n】( れ = 1
,
2
,
･ ‥) 上 戸( r) = α れ/ r

2

( αれ ≧ 0) を 満

た し て い る もの と す る ｡

正 数列( どれ)㍗を ､ ∑㍗どn < ∞ で あ る よう に 選 び 固定 す る ｡ 5 個 の 実数e =

ど
れ ,
C = 古山 1 , α = αれ ,占

= 占n , α
= α

n に 関 す る 補題 3 ･ 1 3 の 密度 Q 亡
,
｡
,
｡ 如 を Q n と 記す ｡

ま た ､ 3 個 の 実数ど = どれ , C
= 古
山 1 ,
α = α

n に 関 す る補題 3 ･ 1 4 の 密度 札 ｡, α を 凡l と 記

す ｡ そ こ で ､ 口上 の 回転不変密度

Q( z) = ア( z) + ∑( Q れ( z) + 私( g)) ( z ∈ n)

を考え る ｡ 口上 の 1 階( P + Q れ) - 単位 ､ 1 階 Q 一 挙位 ､ 1 階 凡l - 単位を そ れ ぞ れ

旬1( r) , ム( r) , 恥 1( r) と する と ､ 口上 P + Q れ ≦ Q , 私 ≦Q で あ る の で ､ (3 ･ 3 8) か ら

岩≦ 甜 岩≦≡瑠( 耐 ,
2
,

… )

が従 う ｡ 一 方 ､ 補題 3 .1 3 と 捕題 3 . 1 4 に よ り

d r < かg去植)
βn

璃)
β

ト (βれ = 応 7) ､

ニ
で あ る( n = 1

,
2
,

…

) ｡ 従 っ て

恥 1( r)
r
2
g£. 1( r)
d r < どれ

上
む

溜テd γ <葺かg牝)
βn

鳩)
βp

) + 2云どれれ = 1

を得る ｡ こ の 式 の 右辺 の 第
一 項 が収束 すれ ば ､ 定理 3 . 10 に よ り ､ Q に 関す る Pi c a r d

≡原理 は 原点 に 於 い て 成 立 し な い ｡ 一 方 ､ Q は A = A(( α n) ,( 転)) 上 々 = P を 満

たして い る の で ､ A は P の e s s e n ti al 集合で は な い ｡ 以上 に よ り次の 補題が 成立す る ｡



補題 3 ･ 1 5 ･ P は各区間【αれ , 局( m = 1
,
2
,

… ) 上 の 値 が ア( r) = α n / r
2

( α れ ≧0)
と な っ て い る ､ n 上 の 回転不変密度と す る ｡ 数列( αれ) ,( h ) が 条件

差かg喜〈は)
βn

+(げ) < ∞ (乱 = 研

を 満 た す と き ､ A = A (( a n) ,(b n)) は P の e s s e n ti al 集 合 で は な い ｡

3 ･ 4 ･ 7
･ 集合 A = A (( a n) ,(b n)) が 密度J zI

, 2
の e s s e n ti al 集合で あ る た め の 必

要 十分条件 は ､

(3 . 4 8) 姜lo g芸栂)
㍉

璃)
㍉

) = ∞

で あ る こ と が ､ 補題 3 ･ 11 と補題 3 ･ 1 5 か ら わか る ｡ こ の 条件 は(3 . 40) や

(3 ･4 9) 差lo g 牝 ･幻= ∞

と 同値 で あ る ｡ 実際
占n

li m s u p
- > 1

の と き は 3 条 件(3 ･4 0) と(3 ･ 48) と (3 .4 9) は 全 て 成 立 す る ｡ そ う で は な い と き ､

即 ち1i m n 占n/ α n = 1 の と き ､ で も同値 で あ る こ と を示 す為 に ､ 各 正 数βに 対 し 区間

榊 = (l o g ‡)
2

-

βl o g芸( 諾 +‡)
を考 え る ｡ す る と ､ 微分計算

( 坤( ご))
′
=

2( ㌔ + 2( ト β) ご
2
+ 1)

ェ( ェ
2
+ 1)

に よ り ､ 不 等式

(l o g げ > l o g…( ‥‡) (ご > 1) ､

(l o g ヱ)
2
< 3 l o g去ト‡) (1 < ご < ご0)

が 成 立 する ､ た だ し 和 は適 当 な 定数 と す る ｡ 従 っ て 1i m 占n/ α れ = 1 の と き ､ 2 条件

(3 ･ 4 0) と(3 ･ 4 9) が 同値 で あ る こ と が わ か る ｡ 更 に ､ こ の 結論 を 数列( α㌘) ,(占㌘) に
適 用 す る こ と に よ り ､ (3 ･4 0) と( 3 ･ 4 8) の 同値 性 も わ か る ｡ 以 上 に よ り ､ 密度 レ】

- 2
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の e s s e n ti al 集 合 は次の よ う に 決定 さ れ る:

(3 ･ 50)

(3 . 51)

(3 . 5 2)

定 理 3 . 1 6 . 集合 A = A(( αれ) ,( h )) に 関 す る次の 3 条 件 は 互 い に 同値 で ある:

A は密度I zl
- 2
の e s s e n ti al 集合で あ る ､

帥慧)
2

= ∞
､

姜l og芸(慧+幻= ∞ 0

3 .4 . 8 本 小節 で は ､ 密度 P( z) = l zl
~ 2

(l o gL zl)
2
の e s s e n ti al 集 合 を 決定 す る ｡

密度 P は各 区間【αれ ,ゎれ】( れ = 1
,
2
,

… ) 上 で

(l o g ぁれ)
2

r
2
≦ P ( r) ≦

r
2

を 満 た して い る の で ､ 補題 3 . 1 1 に よ り ､ 条 件

(3 ･ 53) 姜かg言((芝)
αれ

+(紆〉= ∞ ( α n =

が 成立 す れ ば ､ A = A (( a n) ,( b n)) は P の e s s e n ti al 集 合 と な る ｡ ま た補 題 3 ･1 5 に

よ り ､ A が P の e s s e n ti al 集 合な ら ､ 条 件

(3 ･5 4) 姜かg 庸)
βn

+(椚 = ∞ (乱 =

が 成 立す る ｡ 更 に 不 等式

(打
拍

+(紆
g 恥

<(紆 +は)
α n

､

(lo g α1)
~ 2

+ 1

( n = 1
,
2
,

… )

に よ り ､ 条件

(3 ･ 5 5) 〈は)
l o g α n

+(紆
g α n

) = ∞
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か ら条件(3 .5 3) が し た が う ｡

正数β(β > 1) に 対 し て ､ 区間(0 , ∞) 上 の ご の 関 数

榊 = 柚 ) =去lo g…(〆 ･ βう
を考 え る ｡ 微 分計 算

押( ェ) = - 2l o g去(〆 ･ β
一

つ+

( 拘 佃〉
′

=

ご(〆 -

β
-

うlo g ご
〆 + β

~

ヱ

( 叫l o g β) - 〆
J

恒
~ 2

うl o g β

( 〆 恒
-

う
ヽ

ヽ

無 理( ご)
=

惣(よV ( ご)〉
′

= 0 ､

〈(〆 + げ)
2

神(ご))
′

)
′

= 2(l o 卯)
2

( 2 - 〆
エ

ィ
2

う

に よ り ､ ¢ は 減少関数 で あ る こ と が わ か る ｡ 従 っ て

亘og 軒;慧) > 中;窒)
で あ り ､ 条 件(3 ･ 5 4) か ら条 件

竺
. 1

(3 ･5 6) ∑
岩(l o g ㍍)

2
l o g言〈(打

gむn

+(甘
言むn

) = ∞

が 従 う ｡

以 上 で 次の 関係が 明か と な っ た‥( 3 ･ 5 5) ⇒ (3 ･5 3) ⇒ A は P の e s s e n ti al 集合
⇒ (3 ･5 4) ⇒ ( 3 ･ 5 6) ｡ 従 っ て(3 ･ 5 6) ⇒ (3 .5 5) を示せ ば ､ こ れ らの 条件は同値 と な り ､
P ( z) = [ z ｢

2

(l o gl zJ)
2
の e s s e n ti al 集合が 決定 さ れ る ｡ 以下 に 於い て(3 .5 6) ⇒ (3 . 5 5)

を示 す ｡

数列( αれ) , ( 転) が 条件

(3 ･5 7) 1iIll
l o g 軒

正i 高 l o g αこ
1

を 満た す場合 は ､ 正数 〟 が 存在 し て

1

l o g 転
1 ≦ 両

( れ = 1
,
2
,

…

)
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(訂
gむn

+(打
gぁれ

<(窒)
l o 帥

･(紆
g ¢ n

( 可 2 , ‥ ･

)

に よ り(3 .5 6) ⇒ ( 3 . 5 5) を 得る 0

次に 数列( αm) ,(占J が (3 ･5 7) を 満た さ な い 場合 ､ 即 ち

l o g 転
1

完工 苗
~

l o g αこ
1

1i m i n f < 1

で あ る場 合 を 考 え る ｡ こ の 場合 は正 数∂(∂ < 1) と( れ)㍗ の 部 分列( れ(り) 毘1 を 適

当 に 選 ん で

l o g 喘)
l o g α品

≦∂(ん = 1
,
2
,

…

)

と で き る ｡ こ こ で 1i m れ αれ = 0 に よ り

e x p(宇(l o g 叫 た))
2

) ≧2 ( 榊 0)

を 満た す番 号 た｡ が 存 在す る の で ､ た≧た0 の と き

(
l
一

2

で あ る ｡ 従 っ て

0 0

∑
た= た0(l o g 叫 た,)

2

=喜e x p((l o g 叫叫 -

≧言e x p(( ト 叫 o g 叫 た))
2

)
≧ e x p(宇(lo g 叫 た))

2

)

l o g去聴)
lo g 叫 '

+(諾)
lo g 叫 '

)
≧三 塁 = ∞

た = た○

と な る ｡ 即 ち ､ (3 .5 7) が 満 た さ れ な い 場 合 は ､ 常 に (3 ･5 5) が 成 立 す る ｡ 以 上 で

(3 . 56) ⇒ ( 3 . 55) が 明 ら か と な り ､ 密度I zI
~ 2

(l o gI zl)
2
の e s s e n ti al 集 合 が 次 の よ う に

決定 さ れ た:
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る:

(3 ･5 8)

(3 . 5 9)

(3 . 6 0)

定理 3 . 1 7 . 集 合 A = A(( αれ) ,(ぁれ)) に 関 す る 次の 3 条件 は ､ 互 い に 同値 で あ

A は 密度
(l o g】z】)

2

l zl
2

1 1
l o g 三

急(lo g 占れ) 2
~ 〉

0

2

の e s s e n ti al 集合 で あ る ､

〈(紆
帥

+(紆
g α n

) = ∞ ､

〈(打
g b n

+(紆
gむn

) = ∞
0

こ の 定 理 に よ り ､ 密度 P ( z) = ] z r
2

(l o gl zl)
2
の e s s e n ti al 集 合が ､ 確 か に 存

在 す る こ と が わ か る‥ α n = 2
- 2 れ
,
ぁ
れ

= 2
~ 2 叫 1
( れ = 1

,
2
,

… ) に 対す る 集 合 A =

A(( a n) ,(b n)) は P の e s s e n ti al 集 合 で あ る ｡



第4 章 回転不変 に 近 い 密度 に 関 す る

孤立 境界点上 の M a r ti n 境 界

n 上 の 密 度を 扱 う場合 ､ 回転 不 変で な い 密度 で も構 わな い こ と を 強調 し た い

と き ､ 一 般密度 と い う言 葉を用 い る ｡ 数学 的 に は ､
一 般密度と い っ て も単に 密度

と い っ て も ､ 同 じ もの を意味す る ｡

口上 の
一

般密 度 月々 に 対 し

(4 .1) Q( ヱト P( z) = 0 (l zl
~ 2

) ( z → 0)
が成 立 して い る と き ､ Q を P に 近 い 密度と 呼 ぶ ｡ 特 に P が 回転不 変の 場合 は ､ Q

を 回転不変密度 P に 近 い 密度 ､ ま た は密度 クを略 して ､ 回転不 変に 近 い 密度と 呼 ぶ ｡

本章 で は ､
一 般密度 q が 回転不 変 密度 P に 近 い と き ､ 原 点 に 於 い て ､ Q に 関

す る Pi c a r d 原理 ､ Q の Pi c a r d 次 元 ､ Q - M a rti n 境界 を 研 究す る ｡ §4 ･ 2 で は P と

Q に 関す る P i c a r d 原理 の 関係を ､ §4 ･3 で は P と Q の P i c a rd 次 元 の 関 係 を ､ §4 .4

で は P - M a rti n 境界と Q - M a rti n 境界 の 関係を ､ そ れ ぞ れ 調 べ る ｡

§4 . 1 . P i c a r d 原理と境界 H a r n a c k 原理

本節 で は ､ 口上 の 一 般密 度 P に 関 す る ､ 原点 に 於 け る 境 界 H a r n a c k 原 理 を 定

義 し ､ そ れ が 原点 に 於 け る P に 関 する Pi c a r d 原理 と ､ 同値 で あ る こ と を証 明す る ｡

4 ･1 . 1 ･ P を口上 の 一

般密度と す る ｡ n の 部分領域 n ク
= ( 0 < l zt < β) (0 <

岬 昭 ) = S u p(霊: Z l , Z 2 ∈ 〟, u ∈ タグ ㈲ n C (恥 ∪㌔)
-

{ 0}〉
を( 0 ｡ 上 で 考 え た L p u

= 0 に 関 す る) K の H a r n a c k 定 数 と 呼 ぶ ､ た だ しr ｡ = (t zl =

β) と す る ｡ 小節 2 ･1 ･
2 の Ⅱa r n a ck 不等 式 に よ り C( 〟) < ∞ で あ る ｡ u が r

β上 で

も連 続 で あ る と い う 条 件 は ､ 以後 の 議 論 を 簡 単 に する た め の 技 術 的 な条 件 で あ り ､

実際 は定義 か ら そ の 条 件 を取 り去 っ て も C( 〟; n β, P) の 値 は 変 わ ら な い ｡

(4 . 2)

各β ∈(0 , 1] に 対 し て ､ 原点と r クを分 離す る n β内 の J o r d a n 曲線 垢 が 存在 して

C( 〟ム; n p , P) = 0(1) ( β → 0)
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と な る と き ､ 原点 に 於い て P に 関す る 境界 H ar n a C k 原理 が 成立 す る と い う ｡ 尚､

通常 の 境界 Ⅱa r n a c k 原理 の 定義 で は ､ (4 . 2) の 代わ り に

C ( 垢; n ク
ー

範･ , P) = 0( 1) (β → 0)

が 用 い ら れ る ､ た だ し〆は 0 < 〆 < βを 満 た す 適 当 な正 数 で あ り ､ 垢 はr βとr 〆を

分離す る J o r d a n 曲線 を表 す ｡ 従 っ て (4 ･ 2) を用 い た定 義 は ､ 広 義境界 H a r n a ck 原

理 と 呼ぶ べ きか も知 れ な い が ､ Pi c a rd 原理 と の 同値性を優先 さ せ て ､ 形容詞
`

広 義
,

は付 け な い こ と に す る ｡

4 .1 . 2 . ア を n 上 の 一 般 密度 と す る ｡ 原 点 に於 い て ､ P に 関 す る境界 Ⅱa r n a c k

原理 が 成立す れ ば ､ P に 関す る Pi c a r d 原理 が 成立す る こ と の 証 明 を本小節で 与え る ｡

P に 関 し て(4 ･ 2) を仮定 す る ｡ 従 っ て ､ 正数 C と J o rd a n 曲線 の 族( 垢 ‥ 0 <

β≦) が 存 在 し て

(4 ･ 3) C( 垢; n ク, P) ≦ C (0 < β≦ 1)

が 成立 す る ｡ u と v を P fl( 0; r) に 属す る任 意の 関数 と す る ｡ 0 上 の P - M a rti n

核 の 定 義(2 ･1 5) や 関 数族 P ろ( n ; r) の 定 義(2 . 3 0) で 用 い る ､ 口内の 参照点 を z ｡ と

す る ｡ 従 っ て u( z o) = γ( z o) = 1 で あ る ｡ 以 下 に 於い て は常 に 0 < β < l g ｡l と し ､
J o r d a n 曲線 垢 で 囲ま れ た領域 を 巧 で 表す ｡

(4 ･4) 譜≦ C
2

霊 ( z l , Z 2 ∈ 垢)
が成 立す る 0 こ の 不等 式 は ､ 最大 値原 理 2 に よ り ､ Z l ∈ ロ

ー

q の 時 も 有効 で あ
る ｡ こ こ で Z l

= Z o を 代 入す る と

譜≦ C
2

( z 2 ∈ 垢)

が 得 られ る ｡ ま た ､ Z l ∈ ロ ー

毎に 関 す る 不等式(4 .4) は ､ u と u を 交換 し て も構

む( z l) ≦ C
2

ま霊u( g l) ≦ C
4
u( z l)

が 得 ら れ る ｡ βは 0 < β < l z ol の 範囲 で 任意 で あ っ た の で ､ 結局口上 で

(4 .5) γ < C
4
u
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が 成 立す る ｡ そ こ で 実数

入0
= m a X(入: 口上入む ≦ u)

を 考え る と ､ (4 . 5) 及 び u と u を交換 し た(4 ･ 5) に より ､ 0 < C
~ 4

≦入0 ≦ C
4
< ∞

で あ る ｡ 今 も し入o u ≠ u で あれ ば ､ n 上 u
一 入0 り > 0 で あ り

去(u
一 入 両 瑚 ; r)

と な る の で ､ (4 . 5) に よ り口上

C
4

γ < ∴

~

1 一 入0
( u 一 入0 〃)

が 成立す る ｡ 即 ち

ト÷ 宇) こ ≦ 二
が 成 立 し ､ 入｡ の 定義 に 矛盾 す る ｡ 従 っ て入o u ≡ u で あ り ､ 原点 に 於 い て P に 関 す

る P ic a r d 原 理が 成立 す る ｡ 以上 に よ り次 の 定 理 が 示 さ れ た ｡

定理 4 .1 . 原点 に於 い て ､ n 上 の
一

般密度 に 関す る 境界 H ar n a c k 原理 が 成立

すれ ば ､ Pi c a r d 原理 が 成立す る ｡

4 .1 . 3 . P を 口上 の 一 般 密度と す る ｡ 各βに 対 し ､ n β の 近似 列( 1/ n < l zI <

p) ( n = m
,
m + 1 ,

･ ･ ･

) 上 の P
- G r e e n 関数 の 収束 や 最大値原 理 5 に よ り ､ 公式(2 ･ 1 4)

は D = f?
｡
の 場 合 も成 立 す る ｡ 即 ち ､ f? ｡ 上 の P

- G r e e n 関 数 Gg
P

に よ り ､ 有 界 な

u ∈ P ( n β) n C( n p u r p) は

(4 ･6) u( z) =去小嶋 断 碑 ぐ)
と 表さ れ る ｡ た だ し∂/年はr 戸上 の 毎 に 関す る内法線微 分と す る ｡ 従 っ て ､ 正数

C と J o rd a n 曲線 の 族( 垢 : 0 < β≦ 1) で

G窒′( z l ,く)

孟離 2 ,()

< C ( g l , Z 2 ∈ 〟p;( ∈ r p , 0 < β≦ 1)

を 満 た す もの が 存在 す れ ば ､ 境界 H a r n a c k 原理(4 .3) が 得 ら れ る ｡ 本小節 で は こ

の 方針 に 沿 っ て ､ 定理 4 .1 の 逆 を 証 明す る ｡
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P は原点に 於 い て P i c a rd 原理が 成立す る ､ S7 上 の
一 般密度 とす る ｡ 各p ∈(0 , 1]

に 対 し ､ n クの ク
ー M a rti n 境界 は 原点上 1 点 で あ る ､ 即 ち

埠恥(0) = ( G )

で ある( O z a w a [84 ,85] ､ N a k ai [7 2] 参照) ｡ そ こ で ､ G を極と す るf? ｡ 上 の P - M a rti n

核 KP p( z , C ) を k ｡( z) と す る ｡ ま た ､ f2 ｡ 上 の P - G r e e n 関 数 Gg P( z ,() を g ｡( z , ()
と し ､ e O( z) を n 上 の ク ー単位と す る ､ 即 ち r 上 の 境界値 が 1 で あ る ん叫 = 0 の n 上

の 唯
一

有界 解と す る(3 .1 .1 節参照) ｡ 双対 定 理(II ei n s [3 7】､ II a y a si [3 5] ､ N a k ai

[72】参照) に よ り ､ ( → 0 の 時 ‰(
･

,く)/ e o(() は Cゐク(
･) ( c > 0) に ､ n ク U r 戸上 広義

一

様収束す る ｡ 従 っ て r β上
一 様に

∂ 鋸( z ,()
～= 石∂れ ヱ e O(()

(4 ･ 7) !i聖 基軸) ≡ 刷 ( z ∈ r p)
と な る ｡ こ こ で ､ r ｡ 上 h ｡ > 0 で ある こ と に 注意す る( M ir a n d a [5 8] 参照) ｡ (4 . 7)
に よ り ､ 各正数 C ∈( 1 , ∞) とβ ∈( 0 , 1】に 対 し

ど = e( C , β) =

> で - 1

躇 + 1

と 置 く と ､ 正 数∂ = ∂( C , β) ∈(0 , β】が 存 在 し て

(4 .8)

が成立 す る ｡

∂ g タ( z ,()
鋸
z
e o(()

改
ん
p( z)

< ど ( z ∈ r ク,( ∈ n ∂)

境界 E a r n a ck 原理(4 ･3) を 見た す 垢 を ､ 場合分け し て 求め る ｡ 先ず

恕
eo(() = 0

の 場 合を 考 え る ｡ 各人 ∈(0 , 1) に 対 し ､ (ぐ∈ n : e o(() < 入) の 連 結成 分 で 原点 を

境界 点に 持つ もの を A 入と す る ｡ 十分小 さ い入 = 入( C , かま元
一

( 0) ⊂ 叛 を満た す
の で ､ G , ら ∈∂A 入 - ( 0) に 対 し て は

∂
言ニ

ー

‰( z , G)

転
g p( g , ら)

∂ 恥( z , G)
∂n

z
e o(G)

∂ 恥( z , ら)
鋸
ヱ
e O(ら)

ん
β( z)

-

ど

ん
p( z) +( 招

- 1)( 招 + 1)
~ 1

ん
p( z)

ん
p( z 卜( 招

- 1)( 招 ･ 1)
- 1

ん
β( z)
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で あ る ｡ 従 っ て ､ 垢 = ∂A 入
-

( 0) と 定 め て( 4 ･3) が 成立 す る ｡

次 に Ii m 卜 O e O(() ≠0 の 場 合 を考 え る ､ 即 ち

1i m s u p e o(く) ≡ α > 0
く → 0

と す る ｡ す る と ､ 原点 で t h n で あ る n の 閉集 合 βが存在 し て

｡ _ 恕 → ｡

e O(() = α

と な る( B I el o t【2 0】参照) ｡ 従 っ て ､ (0 ,1) 内の 減少列(入れ)㍗で

β n U r 入n = ¢

を 満 た す も の が 存在 し ､ 十分大 きな 番号 m = m ( C , β) に 対 し て は

入m < ∂ = ∂( C , β) か つ 】e o(()
一

αl <
躇 - 1

∨℡ + 1
α (( ∈ r 入m)

で あ る ｡ こ の 不等式 と(4 .8) に よ り ､ Z ∈ r クと G , ら∈ r 入m は

転
g ク( z , G)

瓦
g p( z , ら)

∂ g ク( z ,( 1)

< ∨官

∂ ‰( z , ら)

α + ( 躇 - 1)( 躇 + 1)
~ 1

α

α - ( 招 - 1)( 招 + 1)
~ 1

α

= C

を満 た す ｡ そ こ で ､ 垢 = r 入
m
と定 め て (4 ･ 3) が 成立 す る ｡ 以上 に よ り定理 4 ･ 1 の

逆 が 証 明さ れ た

定 理 4 .2 . 原 点 に 於 い て ､ 0 上 の 一 般 密度 P に 関 す る P ic a r d 原理 が 成立 すれ

ば ､ P に 関す る 境界 Ⅱa r n a c k 原理 が 成 立す る ｡

尚上 の 証明か ら ､ 垢 は原点 に 限 り な く近く ､ ま た C は 限 り な く 1 に 近 く ､ 選

べ る こ と が わ か る ｡

§4 . 2 . 回転不変に近 い密度に関する P i c a r d 原理

本節 で は ､ n 上 の 一 般密度 Q が口上 の 回転 不変 P に 近 い と き ､ 原点 に 於 い て

P に 関 する Pi c a r d 原理 が 成立す れ ば ､ Q に 関 す る P ic a r d 原 理 も 成立 す る こ と を 証
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明す る ｡

4 . 2 . 1 ･ アをn 上 の 回転不 変密度と し ､ 恥(0 < β ≦ 1) 上 の n 階 ク
ー 単位を

e n( r , β) ( れ = 0
,
1
,

… ) とす る ｡ 各J ∈( 0 , 2 訂】に 対 し ､ r β上 の 非負 び 級関数¢ 叩
の 増 加列(¢ J , m )芸= 1 で

J 無 届 β) =(三‡:;…;;1,
を 満 た す もの を作 り ､ r 戸上 の 境界値 が¢ J , m で あ る ん川 = 0 の n

戸上 の 唯
一 有 界 解 を

u
抑 m と 記す ｡ r , (0 < r ≦β) 上 の 関数 u 抑 m ( r e

拍

) の 恥 u ri e r 級 数 展開 を

u
仰 ( r e

拍

) =去α0( r; 描 m)

†
とする と ､ r

ゼ和 u
= 0 の ､

と 表 さ れ る ｡

更 に

+ ∑( a n( r; P , q , m ) c o s n 8 + b n( r; P , q , m ) si n n 8) ､

αれ( r; 描 m ) =三上
2 汀

u
仰 ( r e

拍

) c o s れβdβ ( れ ≧ 0) ､

b
n( r; P , q " ) =壬L

2 灯

u
｡ , q , m ( r e

i e

) si n n 8 d 8 ( n ≧ 1)

∈(0 , β] の 関数 αれ( r; β, J , m ) と 占れ( r; β, J , m ) は 方程式(3 . 8) の ､ 即 ち

( 0 , β) 上 の 有界解 で あ る の で

〈
α
n( r; β, J , m ) = α

れ(β; β, J , m ) e れ( r , β)

ぁ
れ( r; β, J , m ) = 占

れ(β; β, J , m ) e れ( r , β)

α
れ(β; β, J , m ) と 占n(β; β, α , m ) は れ , m に 関 し て 一 様 に 有界 で あ り ､

J 藍 α0( 卯 , 叩 ) =

言
､

1 / J

上
J

c o s m γd T ( れ ≧ 1) ､! 姐 αれ(β; β, J , m ) =

`

打

悪党占れ(耶 β, J , m )

で る の で ､ (3 . 1 8) に よ り

悪霊 叫 叩( r e
`β
) =

と な る ｡ 従 っ て

(4 .9)

1 / J

上
J

si n れ γd γ ( m ≧ 1)

e o( r , β)
_

. 苔 e れ( r , β) /
J

上
J

c o s n(β 一 丁) d TJ + ∑
れ = 1

2 汀

£〈悪㍍ 偏 ,
m ( r e
拍

)) =

訂

e o( r , β) . 昌 e れ( r , β)
+ ∑
n = 1

2 汀 打

C O S γl(β 一

打)
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が 成 立 す る ｡

一 方(4 .6) を 用 い る と ､ n ｡ 上 の P - G r e e n 関数 (扮 に よ り ､ u ｡ ,q , m は

u
仰 ( r e

`∂

) = 去√卜紳(r e 呵 f = ク

仙 e
`

り卸

£〈悪霊 ‰ 叩( r e
拍

) ト引締(r e 呵 f = p

が 成 立す る ｡ こ の 式と(4 . 9) か ら次の 補題 が 従う ｡

補題 4 .3 . n 上 の 回転不 変密度 P に 対 し て ､ 吟 は

卜紳( r e 佃七
= 項( r , 小 2姜e れ( r 函 s m(β -

J)〉
(0 < r < β; β, J ∈[0 , 2 汀))

を満 た す ｡

こ の 補題 と(3 . 1 8) に よ り次の 評価を得る ｡

( 4 ･ 1 0) ト紳(r e 呵 f = P

≦ 刷 ヰ･

(4 ･ 11) ト紳( r e 呵 f = p

≧ 刷 ヰ ー 3

4 ･2 ･ 2
. P を 原点 に 於 い て Pi c a r d 原理 が成立 す る n 上 の 回転不変密度 と し ､ Q

を P に 近 い 口上 の
一

般密 度 と す る ｡ す る と適 当な 正 数 C が 存在 し て ､ 口上

IQ( z) - P( z)I ≦
坪

で あ る ｡ そ こ で ､ 回転 不変密 度

何句 = m a X( p( z ト 銅 (z ∈ n)
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を考 え ると ､ n 上

月( z) ≦ P( z) ≦ 月( z) +
坪

､

月( z) ≦ Q( z) ≦ 月( g) +
坪

が 成 立 す る ｡ 更に 2 C ≦ 9ん
2
を 満 た す正整 数 たを選 び ､ 口上 の 回 転不変 密度

g( z) = 瑚 ･ 欝
を考 え る ｡ こ こ で ､ Q ≦ ぶに 注意す る ｡

n
p (0 < β≦ 1) 上 の れ 階 舟 単位 ､ n 階 ∫

- 単位 を そ れ ぞ れ ん( 月, β) , んm( r , β) と

す る と ､ (3 . 14) と(3 . 15) に よ り

で あ る の で ､ ふ( r , β) = んパr , β) と ムた( r , β) = 九4た( r , β) を 代入 し て

(4 ･ 1 2)

を 得 る ｡ 従 っ て

と 置 い て

(4 ･1 3)

が 成立 す る ｡

入た = (2 7
た

- 1)( 8 1
た

- 1)

ん〆r , β) ムた( γ, β)

ム( r , β) ふ( r , β)

今 ､ 原点 に 於 い て P に 関す る P i c a r d 原理 が 成立 し て 0 上 R ≦ P で あ る の で ､

系 3 ･ 6 に よ り ､ R に 関す る Pi c a rd 原 理 も 成立 す る ､ 即 ち R の 特 異性 指 数α( R) は 0

で あ る ｡ す る と(3 .9) に よ り

ム( γ, β) , 二
___
ム( γ)ふ(β)

= 1i m
; = 6 ム( r , β) ; = 6 ふ( r)ム(β)
1i m = α( 句器 = 0 (0 < β≦ 1)

で あ る ､ た だ し ふ( r) ,ム( r) は そ れ ぞ れ 口上 の 舟 単 位 ､ れ 階 凡 単 位 を表 す ｡ 従 っ
て (4 ･ 12) に よ り

)β一▲

P
r

-

n l

)β.▲P
】

r(‰

l
一

4

ニ
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を満 た す r
β
∈( 0 , β) が ､ 各β∈( 0 , 1] に 対し て 存在す る ｡

n
｡ i の Q - G r e e n 関 数 G3

p

､ R
- G r e e n 関数 G計､ S - G r e e n 関数 G誓p は ､ n 上

月 ≦Q ≦ ぶに よ り ､ n β × 和上

G冒′ ≦ 暗 ≦ 暗

を満 た して い る ｡ 一 方 ､ (4 . 1 0) と( 4 ･ 1 1) を そ れ ぞ れ G㌢と G誓
′

に 適用 し て r = r ク

を代入 し ､ 更 に (3 ･3 8) を用 い る と ､ 各β∈(0 , 1] とβ, J ∈【0 , 2 汀) に 対 し て

ト孟舶 e 呵 f = β

≦ 軸 βヰ ･

≦β
｣

ふ( r p , β)(1 +
ん1( r p , β)

=吉相 ( r 卯 β) ､

卜紳( r 押 )] f = β ≧ 佃 戸ヰ
ー 3

=言√
1 ん血 β)

と な る ｡ 従 っ て (4 ･ 13) か ら

ん1( γク, β)

触れ,β)

卜孟舶 可=
P
卜錘 ㈲ e

`

七

[
一 組(z 2 ,珂= P [

一 紳( g 2 , f e七

< 5
ん0( r p , β)
ん1( γβ, β)〉

一 入上

ん1( r β, β)

加ゎ, β)

( z l , Z 2 ∈ r り; 0 ≦ ‥ 2 汀, 0 < β≦ 1)
が 従 う 0 そ こ で K ｡

= r
,
,
と 定 め る と ､ 原点 に 於 い て Q に 関す る 境界 H a r n a c k 原理

C (垢; n p , Q) ≦ 5
･ 4
入よ

(0 < β≦ 1)

が 成 立 す る ｡ す る と ､ 定 理 4 . 2 に よ り 次 の 定理 を得る ｡
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定理 4 . 4 . P を n 上 の 回転不変密度と し ､ q を P に 近い口上 の
一

般 密度と す る ｡

原 点 に 於 い て P に 関す る P i c a r d 原 理 が成立す る と き ､ Q に 関す る Pi c a r d 原理 も成

立 す る ｡

§4 . 3 . 回転不変に近 い密度に関する P i c a r d 次元

P を 口上 の 回転不変密度と し ､ Q を P i手近 い n 上 の 一 般密 度と す る ｡ 前節 で

は ､ 原点 に 於い て P に 関す る Pi c a rd 原理 が 成立 すれ ば ､ Q に 関す る Pi c a r d 原 理 も

成 立 する こ と を 示 した ｡ 本節 で は ､ 原点 に 於 い て P に 関す る P i c a r d 原 理が 成 立 し

な い と き ､ Q に 関する P i c a rd 原理 も成立 しな い こ と を示す ｡ 実際に は もう 少し詳し

く ､ 原点 に 於ける P の Pi c a rd 次元と Q の Pi c a r d 次元が ､
一

致す る こ と を証 明す る ｡

4 . 3 . 1 . ア を原点 に 於い て Pi c a r d 原理が 成立 し な い n 上 の 回転不 変密度 と し ､ 口

上 の P 一 単位 を e ｡( r) ､ P の 特異 性指数 を α( P) ､ 口上 の P - G r e e n 関数 を G p = G望､ 0

上 の P - M a rti n 核を K p = K P と す る ｡ 定理 3 .1 に 於 い て ､ n か ら( α( P) < l zI < 1)
へ の 同相写 像汀ク が ､ n; か ら ( α(ア) ≦l zl ≦ 1) へ の 同相 写像 に 拡張 さ れ て

範( z , 甘言
1

( α( P) e
拍

)) = 頃 z;β) =

G ク( z , r e
け

)
r → 0

,
J → ♂ e o( r)

〟 p( z ; β) = 担m

脇( g; β)
〟 タ( z o; β)

( z ∈ n)

(0 ≦β < 2 汀)

で あ る こ と が 示 さ れ て い る ｡ た だ し z o は ､ ∬ク と P ろ( n ; r) の 定 義で 使用 さ れ る

n の 参 照点 を 表す ｡ ま た∂さn(0) = ∂; n(0) も示 さ れ て い る の で ､ ( = 0 に 関 す る

(3 ･ 1) と( 2 ･3 4) に よ り

e x ･ P ろ( n ; r) =

で あ る ｡

こ こ で ､ 区間(0 , 1】上 の 関 数

1 予ラ = 去

〟p( ･

; β)
〟 p( z o , β)

0 ≦β < 2 汀〉

上
2 汀

舶 e
`

佃 ､

坤 ) = e o( r)J
1 d上

土e o(り
2

を 考 え る ｡ ゼ印 〃p( r) = g 印 βp( γ) = 0 で あ る の で ､ Z ∈ n の 関 数 〃 p(I zl) と 旦p(l z】)
は エク 〃p(1 zl) = エア βp(l zl) = 0 を満 た す ｡ 更 に r 上 〃p(l zけ = βp(l zl) = 0 で あ る
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の で ､ ( β < l zl < 1) (0 < β < 1) 上 で 最大値原理 3 を 適用 す る こ と に よ り ､ 適 当 な

正 数入タが 存在 し て

n 上 〃タ(l zl) = 入♪βp(】zl) ､ 即 ち(0 , 1) 上 〃ク( r) = 入p β( r) ､

と な る ｡ そ こ で ルp( r) の 定義式 に ､ β = J = 0 に 対す る(3 ･ 2 6) を代入 し て

(4 ･ 14) め( r; 0) ≧ ルp( r) = 入ク旦p( r)

が 得 られ る ｡

4 .3 . 2 . Q を n 上 の 一 般密 度 と す る ｡ 各β ∈【0 , 2 打) に 対 し ､ 原 点上 の n の

Q - M a rti n 境 界∂る0(0) の 点ぐ で ､ 次 の 条件を 満 た す も の 全体 を∂る0(0 , 0) と 記 す‥

口内 の 点列(㍍)㍗が 存在 して

(4 ･1 5) J 洩】㍍l
= 0
, J藍 a r g㍍

= β
, Q - 1i m ㍍ = ぐ

が成立 す る ｡ 定 義か ら明 らか に

∂錘(0 , β) ≠¢ , ∂錘( 0) = ∪ ∂らn(0 , β)
0 < β< 2 汀

で あ る が ､

(4 ･ 1 6) ∂るn(0 , β1) ∩∂昌n(0 , β2) = ¢ (0 ≦β1 < β2 < 2 汀)

の 成 否 は 一 般 に は 不 明 で ある ｡

本小節 で は ､ 原点 に 於 い て Pi c a r d 原理 が 成立 し な い 様な 0 上 の 回転不 変密 度

月 と
■
正 整数 如こ対 し て ､ Q が口上

月( z) ≦ Q( z) ≦ 月( z) +
碑

を 満 た して い る と き ､ ( 4 .1 6) が 成 立す る こ と を 証 明す る ｡ そ こ で ぶ( z) = 月( z) +

㍍/l zl
2

( z ∈ n) と 置き ､ 口上の れ 階 舟 単 位 ､ n 階 5 一 単 位 を そ れ ぞ れ ふ( ,う, ん" r)
と す る ｡ ま た ､ 0 上 の Q - G r e e n 関 数 ､ R - G r e e n 関数 ､ S - G r e e n 関 数 を そ れ ぞ れ

G Q , G 動 G ∫ と す る ｡ 尚 ､ ふと ん0 は元来 は z ∈ n の 関数 で あ る ｡ .

円周(l zl = l z ot/ 2)
上 の G Q( z o ,

･) の 最 大値 と 最小 値 を そ れ ぞ れ m l , m 2 と す る と ､ 最 大値 原理 5 に よ り

m 2

ん〆() ノ ハ ′ 山 ハ / 州
ふ(()

≦ G q( z o ,() ≦ m l
ん｡( z ｡/ 2)

二
〉

V ､
~

… ノ ⊥
■ ■ ~ ⊥

ふ( z o/ 2) (0 < に■≦曾)



で あ る の で ､ 0 上 の Q - M a rti n 核 K Q = K8 は z ∈ 0 , 0 < l(1 ≦I z ol/ 2 の と き

(4 . 1 7) ≦ ∬q( z ,ぐ) ≦
ふ( z o/ 2) ‰(() G ∫( z ,ぐ) ノ 打 ′ _ ハ ノ ‰( z o/ 2) ふ(ぐ) G R( z , ()
m l ふ(() ん0(()

~ =
一 ‖

リゼ ､↑ ' ､ ′ 二

m 2 ん〆() ふ(()

と評価 さ れ る ｡

βを 任意 の 角度 ､ ぐを句n(0 ,β) の 任 意の 点 ､ (㍍)㍗を口内 の 点列で(4 ･ 1 5) を 満
た す も の とす る ｡ ぶの 定 義 に よ り ん0 = ムで あ る の で ､ 月 の た階特異性指数αた( 月) は

J藍 再訂
= αた( 何

で 与え られ る ｡ 今 ､ 原 点 に 於 い て 月に 関す る P ic a r d 原理 は成立 し て い な い の で

α(句 = α1( 月) > 0 で あ り ､ (3 . 1 6) に よ り αた(句 > 0 で あ る ｡ ま た由上 月 ≦ ぶで あ
る の で ､ 系 3 ･6 に よ り ､ ぶの 特異性 指数 α( g) も α( ぶ) > 0 で あ る ｡ 従 っ て

G ∫( z , ㍍)
蒜 芯 ノ帰ふ)
h m = 〟 ∫( z ; β)

と な る ｡ そ こ で (4 ･1 7) に( = C を代入 し て れ → ∞ と す る と ､ Z ∈ n に 対 し

(4 ･1 8) 讐′(箸) 坤 ;β) ≦ ∬｡( z , ぐ) ≦
を 得 る ｡

αた( 月) m 2
ん0(箸) 項 ;β)

(4 ･ 1 6) を背 理 法 で 証 明す る た め ､ 或β1 , β2 (0 ≦β1 < β2 < 2 汀) に 対 し て

∂らn(0 , β1) ∩∂らn(0 , β2) ∋ G

と仮 定 す る 0 す る と ､ β = βJ (J = 1
,
2) とぐ = G に 関す る(4 .1 8) か ら

(4 ･ 19) 〟 兄( z ; 叫 ≧β〟∫( z; β2) ( z ∈ n) , β = αた( 月)
2
m 2 ノも( z o/2)
m l ん0( z o/ 2)

が 従 う ｡ 特 に Z = r e
`♂2
(0 < r < 1) を 代入す る と ､ (3 . 2 3) と( 4 . 1 4) に よ り

〟月( r e
(̀ 佃 1)
; 0) = 〟 R( r e

`∂

珊) ≧β〟∫( r e
`♂2
; β｡)

= β〟∫( r; 0) ≧β入∫β∫( r)

と な る ｡ そ こ で

β3 = 血 n (β2 - β1 , 2 汀
-

(β2
- β1))

と 置 く と ､ (3 .2 6) に よ り

(4 ･2 0) 〟 尺( r e
拍

; 0) ≧β入∫殿( r) (l列≦瑚
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を 得 る ｡ 更 に ､ 汀/ β3 よ り 大 き い 最小 の 整数 を レと す る と ､ 任意 の Z ∈ n に 対 し常 に

1 ≦J z ≦ 〝, a r g Z
-

2(J z
- 1)
≦β3

を 満 た す整 数J ヱ が 存在 す る の で ､ (3 ･2 3) と( 4 .2 0) に よ り

Z(脇
レ

∑
.

画

≧β入∫β∫(I gl)

瑚 = ん0( r)J
l

言㌫ ≧器ふ可
1

恭 ≧ αた( 抽 ( r)
で あ る の で

Z(脇
レ

∑
珂

)l
.

り
J(2

)汀 ≧β入∫ αた(月) βR(I zl)
と な る ｡ こ こ で 砧(l zl) は 月P( n ; r) に 属 し ､ 各 〟 R( z; 2(ノ

ー 1) 灯ル) (J = 1
,

…

,
〝)

は R P( n ; r) に 属す る mi n i m al 関数 で あ る の で ､ E R は適 当な 非負実 数 c l , ･ ･ ･

,
C
〝 に

よ り

βR(回)

γ

∑
河

ニ C
J 脇

ケ
"(
)l

.

っ
J(2

)汀 ( z ∈ n)
と 表 さ れ る( C o n st a n ti n e s c u - C o r n e a [2 5】参照) ｡ す る と

真抽( z; 等
ユ汀) = ∑ち 〟 R

J = 1

= 砧(l zl)

Z(脇
レ

∑
珂

ニ
)l

.

っ
J(2

)汀
を得 る が ､ こ れ は 〟月( ･

;J 汀ル) (J = 0
,

…

,
2 〃 - 1) が 全 て 血 ni m al 関数で あ る と い

う事 実に 矛盾 す る ｡ 従 っ て (4 ･1 6) が 証 明さ れ た ｡

4 . 3 . 3 . P を原点 に 於 い て Pi c a rd 原理 が 成立 し な いf7 上 の 回転不 変密度 と し ､

Q を P に 近 い 口上 の
一 般 密度 と す る ｡ 小節 4 . 2 . 2 の 場 合 と 同様 に し て ､ 口上

月( z) ≦ P( z) ≦ ∫( z) = 月( z) +
酔
月( z) ≦ Q( z) ≦ 5( z)

を満 た すn 上 の 回転不変密度 月, ∫が 存在す る ､ ただ したは適 当な正整数とす る ｡ 原点

に 於 ける Pi c a r d 原理 は P に 関 して 成立 し な い の で ､ 系 3 ･6 に よ り ､ 月( z) + (3た)
2

仲l
2
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に 関 し て も成 立 し な い ｡ 更 に (4 . 1 2) に よ り 月に 関 して ､ 再 度 系 3 . 6 に よ り ぶに 関

し て ､ そ れ ぞ れ 成 立 し な い ｡ 従 っ て (4 .1 6) が 成 立 し て い る ｡

原点 に 於 け る Q の P ic a r d 次元 di m Q = d i m Q P( 0 ; r) は ､ ( = 0 に 関す る

(3 ･1) と(2 ･ 3 4) に よ り ､ 原点上 の Q - M a rti n mi n i m al 境 郎 静(0) の 濃度 で 与え られ

di m Q = 削錘(0) ｡

可算無限濃度択0 に 対 し di m (? > 択0 が成立す る こ と を背理 法 で 証 明す る為 ､ 那 錘(0)
≦ N o と仮 定 す る 0 (4 ･ 1 6) に よ り ､ 各ぐ ∈∂るn(0) に 対 し

ぐ ∈乾n(0 , β(ぐ))

と な るβ(ぐ) ∈[0 , 2 汀) が
一

意的 に 決 まり ､ 背理 法の 仮定 か ら

β0 ∈【0 , 2 汀 卜 ∪(β灯) ‥ぐ ∈∂らn(0)〉
で あ るβ0 の 存在 が従 う 0 そ こ で 集合∂るn(0 , 瑚 か らG を と り ､ 適 当 な非負定 数 c(ぐ)
と ∬¢(

･

, ぐ) (ぐ ∈∂らn(0)) に よ り ､ ∬¢(
･

, ぐ) を

g q(
･

ぷ) = ∑ c(ぐ) 〟Q( ･ , ぐ)

と表す ｡ 或(; ∈ ∂るn(0) に 対 し c(G ) > 0 で あ り ､ β1 = β( G) と 置く とβ｡ ≠β1 で あ
る ｡ ま た

〟q(
･

ぷ) ≧ c(G ) 〟Q(
･

, G )

と(4 ･ 1 8) に よ り

(4 ･2 1) 脇(
･

; β0) ≧ c( G )β〟∫( ･

; β1)

が 成立 す る ｡ と こ ろが ､ 前小節に 於い てβ1 ≠β2 と(4 ･1 9) か ら矛盾 を導 い た の と 全
く同 じ方法 で ､ β0 ≠β1 と (4 .2 1) か ら矛盾を 導 く こ と が で きる ｡ 従 っ て

(4 ･ 2 2) di m Q = # ∂るn(0) > N o

で な けれ ば な らな い ｡

口上 の 任 意 の 密度 の P i c a rd 次元 は高々 連 続体の 濃度試で あ る の で ( N a k ai [73]
参照) ､ 連 続体仮説 に よ り ､ (4 .2 2) は di m Q = N を 意 味 す る ｡

一 方 ､ d i m P =

d i m P P( 0; r) も α( P) > 0 と (3 . 2 7) に よ り di m P = N と な っ て い る ｡ 従 っ て 次 の

定 理 を 得 る ｡

定理 4 . 5 ･ 口上 の 一 般密 度 Q が n 上 の 回 転不 変密度 P に 近 い と き

di m Q = di m P
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が 成立す る ｡

尚､ 原点 に 於 い て P に 関する P i c a rd 原 理が 成立 して い る場 合 は ､ 即 ち di m P =

1 の 場合は ､ 前節 に 於 い て 血 m Q = 1 で あ る こ と が 示さ れ て い る ｡

§4 . 4 . 回転不変に近 い密度に関する M a r ti n 境界

P を口上 の 回転不変 密度 と し ､ Q を P に 近 い 口上 の 一

般 密度 と す る ｡ 前節 で

は ､ 原点 に 於い て P に 関す る P i c a r d 原理 が 成立 し な い と き ､ Q に 関す る P i c a rd 次

元 は P に 関す る Pi c a rd 次元 に
一 致 す る こ と を 示 した ｡ 本 節 で は更 に 詳 し く ､ 原

点 上 の Q - M a rti n 境界 は P - M a rti n 境界 と
一 致 す る こ と を 証 明 す る ｡

4 ･4 ･ 1 ･ P と Q を n 上 P ≦Q を満たす口上 の 一

般密度 とす る ｡ u を P P( n ; r)
に 属 す る 関数 で u ≠ 0 と す る と き ､ r U r β(0 < β < 1) 上 の 境 界 値 が u で あ る ､

n 一 転上 の 方程 式 エq u = 0 の 解 を u p と す る ｡ ( 卑) はβ → 0 の と き 減 少 で あ り ､

従 っ て Q P( n ; r) の 関数 に 収束す る ｡ そ の 極限関数 仇 を で 表す ｡ Q P( n ; r) に 属

す る γ(≠ 0) に 対し て も ､ r U r ク上 の 境界値が γで あ るロ
ー 和 上 の 方程式 エア u = 0

の 解 を 町 とす る と ､ ( γp) はβ → 0 の と き増 加 で あ り ､ タグ( n ; r) の 関数 に 収束 す る

か ま た は + ∞ に 発散 す る ｡ そ の 極 限関数 を 鳥 で 表 す ｡ 従 っ て 鳥 ∈ P P ( n ; r) ま

た は 鳥 ≡ + ∝〉 で あ る ｡ ま た ､ 口上

0 ≦Q u ≦ 叫. γ ≦ 且

で あ る こ と は 明 か で あ る ｡

u を P P( n ; r) に 属 する 血 山 m d 関数 と し ､ U を Q P( n ; r) に 属 し口上 0 < γ ≦ u

を 満た す 関数と す る ｡ 正 数

入0 = m a X( 入: 入〃 ≦q ≠)

を 考 え る と ､
〃 ≦ 仇 に よ り 1 ≦ 入0 < ∞ で あ る ｡ ま た入0 γ ≦ u に よ り

0 < 入o u ≦ 且｡ ヤ ≦ u

で あ る の で ､ 正 数入1 (入1 ≦ 1) に よ り 凡 ｡ り は 凡｡ V = Å1 u と 表 さ れ る ｡ す る と

票γ ≦ 恥 1) v
=

叫 票≦ 仇
が 順 に 成 立 し ､ 入0 の 定 義 か ら入1 = 1 が 従 い ､ 0 ≦ Q u 一 入｡ U が わ か る ｡ 更 に

u + fちu 一 入
｡
｡
= 且 ｡ V + jもu 一 入

｡ り
= 均 u ≦ u
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に よ り jもu _ 入｡ V ≦ 0 で あ り ､ 仇 一 入｡ V ≦ 均 u
一 入｡ V に よ り 仇 ≡ 入0 ひ を得 る ｡ 以 上 に

よ り次の 補題 が 証 明さ れ た ｡

補題 4 ･6 ･ 常々 は口上 P ≦Q を満た す 口上 の 一

般密 度と す る ｡ u ∈ タグ( n ; r)
が mi n i m al の と き

( v ∈ Q P( n ; r) : り ≦ u) = ( 人々 u
: 0 ≦入≦ 1)

で あ り ､ Q u ≠0 な ら Q u は mi n i m al で あ る ｡

こ の 補題 か ら次の 系 が 従う｡

系 4 ･ 7 ･ 旦Q は n 上 P ≦ ¢ を満た す n 上 の 一

般密度と す る ｡ 叫 と u 2 が 共 に

タグ( n ; r) に 属 す る 血 n i m al 関数で ､ u l/ u 2 が 定 数と 異な る と き

( ぴ ∈ Q P ( n ; r) ‥ U ≦ 叫 , り ≦ u 2) = ( 0)

で あ る ｡

4 ･ 4 ･ 2 . P は原 点 に 於 い て P i c a r d 原理 が 成立 し な い ､ n 上 の 回 転不 変密 度と

す る ｡ 従 っ て P の 特異性指数 α( P) は α( P ) > 0 で あ る ｡ Q は正 整数ゐに 対 し

P ( z) ≦ Q( z) ≦ P( z) +
砕
( z ∈ n)

を 満 た す 上 の 一 般 密 度 と す る ｡ 0 上 の P - M a rti n 核 K p = K P と Q - M a rti n 核

∬q
= 明 の 定義 で 使用す る 参照 点 は ､ 共通 の Z ｡ と しβ = I z ｡l/ 2 と 置 く｡ そ し て n

上 の P - G r e e n 関数 G p = G望と Q - G r e e n 関 数 G Q
= G3 に 対 し ､ 正 数

m ク
= m a X G ク( z o ,く) , m

Q
= 血 n G Q( z o ,()

lくl = P lくl = p

を 考え る 0 す る と口上 の れ 階 P 一 単位 e れ( z) に よ り ､ G ク( z o ,
･

) と G q( z o , ･) は

q 車0 ,() ≦
石万

e O(く) , G q( z o ,() ≧
司万

e た(() (ぐ∈ n p)

と 評価 さ れ る o P の 階 特異 性指 数αん( P) は ､ (3 .1 2) と(3 .1 6) に よ り

器≧ αた( P) ≧ α( P)(
3
n

- 1)′2
> 0 (ぐ 叫

を 満 た して い る の で ､ ( ∈ n p に 対 し

m l e た(β) 1
G p( z o ,ぐ) ≦ C G q( z o ,ぐ) , C = -

- -

m 2 e O(β) αた( P)



6 9

が 成 立す る が ､ P ≦ Q に よ り G p ≧ G q も 成立 し て い る の で

(4 ･2 3) ∬¢( z ,() ≦ C ∬ ♪( g , () ( z ∈ n ,( ∈ n ク)

を 得る ｡

ぐを原点 上 の P - M a rti n 境界∂; 0(0) の 点 と す る ｡ n 内の 点列(C l)T
)

で

Ii m C l = 0 , P - 1i m C l = (
'

を 満た す も の を 取 る ｡ 更 に ､ 喝 の 位相 で 収 束す る( ㍍) の 部 分列 を と り ､ そ の 極
限を 花(ぐ) と 記 す と ､ (4 .2 3) に よ り

∬¢ ( z , 花(ぐ)) ≦ C ∬p( z , ぐ) ( z ∈ n)

が成立 す る ｡ 定 理 3 ･ 1 に より 〟p( ･ , ぐ) は 血 n i m al で ある の で ､ 補題 4 .6 に より ､

花(ぐ) は( G ) 及 び そ の 部 分列 の 選 び方 に 依存 せ ず ､ ぐの み に 依 存 し て 定 ま る ｡ 即
ち ､ ∂; 0( 0) か ら∂るn(0) へ の 写像 I; が 定 義 さ れ る ｡ r 上 の P

- M a r ti n 境界 や Q
-

M a r ti n 境界 はr 自身と 一 致 して い る の で ､ f? u I
l

上 で は IA を恒 等 写像 と 定義 し て ､

花 は n ; か ら喝 へ の 写 像 と な る 0 瑞 の 構成 法 か ら ､ 花が 連続 で あ る こ と や 全 射 で

あ る こ と が 容易 に わ か り ､ 更に 系 4 ･7 に よ り ､ 花が 単射 で あ る こ と が わ か る ｡ 完

関 空 間 の 連 続 な全 学射 は 逆 写像 も連 続 で あ る の で ､ 花 ほ n妄か ら喝 へ の 同 相 写像

と な る ｡ 従 っ て 次 の 補 題 が成 立 す る ｡

補題 4 .8 . P を原 点に 於い て Pic a rd 原 理 が 成立 し な い 0 上 の 回転不変密度 と

し ､ Q を適 当な 正 整数 たと正 数 C に 対 し

･ P( z) ≦Q( z) ≦ P( z) +
坪
( z ∈ n)

を満た す口上 の 一 般密度 と す る 0 す る と喝 と埠 は
一 致す る ｡ 即 ち n の 恒等写 像

は ､ 埠 か ら喝 へ の 同相写像 に 拡張さ れ ､ ∂るn(0) = ∂らn(0) で あ る ｡

尚 ､ 原点上 の Q - M a rti n 境界∂るn(0) の 点が す べ て mi n i m al で ある こ と は ､ 柄

題 4 .6 に よ る ｡

4 . 4 . 3 . P を 口上 の 回転不変密度 と し ､ Q を P に 近 い 口上 の 一 般 密度 と す る ｡

小節 4 .2 .2 の 場合 と 同様に して ､ 適 当 な正 整数 んに 対 し ､ 口上

月( z) ≦ P( z) ≦ 月( z) +
碑

､

月( z) ≦ Q( z) ≦ 月( z) +
坪
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を 満 た す n 上 の 密度 月を 構成す る こ と が で き る ｡

原点に 於 い て P に 関す る Pi c a r d 原理が 成立す る場合 は ､ 定理 4 .4 に よ り Q に

関す る Pi c a r d 原理 も成立 し ､ 従 っ て 埠 と喝 は共 に(0 ≦l zl ≦ 1) に
一 致 す る ｡

方 ､ 原点 に 於 い て P に 関 す る P i c a r d 原理 が 成立 し な い 場 合 は ､ 補 題 4 .5 に よ り ､ R

に 関 す る P i c a r d 原 理 が ､ 従 っ て Q に 関す る P i c a rd 原 理が ､ そ れ ぞ れ成立 し な い ｡

す る と ､ 補題 4 ･8 に よ り n妄と n完が ､ ま た喝 と n 完が ､ そ れ ぞ れ
一 致 す る ｡ 以 上

に よ り次の 定理 が 証 明さ れ た ｡

定理 4 ･ 9 ･ n 上 の
一

般密度 Q が 口上 の 回転不変密度 P に 近 い と き ､ 喝 は 埠 に
一 致 す る ｡ 即 ち ､ n の 恒 等写 像 は n右か ら喝 へ の 同相写 像 に 拡 張 さ れ ､ ∂錘(0) =

∂るn(0) で あ る 0

こ の 定 理 と定 理 3 . 1 か ら次 の 系が 従 う ｡

系4 ･1 0 ･ 口上 の
一

般密度Q がⅥ 上 の 回転不変密度 P に 近 い と き ､ 喝 は( α( P) ≦

l zl ≦ 1) に
一 致 す る ｡
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第 5 章 P i c a r d 原 理 の 非単 調性

Q を原点 に 於 い て P i c a r d 原 理が 成立 す る 0 上 の 密度と す る ｡ P を 0 上 P ≦ Q

を 満 た す口上 の 密 度 と す る ｡ P と Q が 共 に 回転 不変 の 場 合に は ､ 系 3 . 6 に よ り ､

原点 に 於い て P に 関す る Pi c a rd 原理 が 成立 す る ｡ 即 ち ､ fl 上 の 回転不変密度 に 関

す る 原 点に 於け る Pi c a r d 原理 に は ､ 単調性が あ る ｡ し か し ､
一

般密度 に 関す る

P ic a r d 原理 に は単調 性が な い( N a k ai 一 恥d a [8 0] 参照) ｡ 即 ち

(5 ･ 1) P( z) ≦ Q( z) ( z ∈ n) か つ di m P P(fl; r) > di m Q P( 0 ; r) = 1

を満 た す n 上 の 密 度 ろQ が 存在 す る( r = 抽】 = 1)) ｡ 本 章 で は ､ こ の よ う な

P と Q に つ い て 詳 し く研 究 す る ｡ 尚 ､ d i m j
〕
P( n ; r) の 定義 で 使 用 す る 関 数族

P 昂( n , r) の 定 義(2 .3 0) ､ 即 ち

P ろ( n , r) = ( u ∈ タグ( n ; r) ‥ u( z o) = 1) ､

に 於 い て 条件 別( z o) = 1 を条 件

(5 ･2)
-

上卦( 刷 = 2 汀

で 置 き 換え て も ､ e X ･ P A ( n , r) は ､ 従 っ て di m P P( 0 ; r) は ､ 変化 し な い ｡ 本章
に 限 り ､ アろ( n , r) の 定 義 で は条 件(5 ･2) を使 用 す る ｡

§5 ･ 1 で は ､ 任意の P に 対し て ア ≦Q か っ di m (～P( n ; r) = 1 を満 た す Q = Q p

が存 在す る こ と を 証明す る ｡ 従 っ て P が 回転不変で あ っ て も ､ ( 5 . 1) を満 た す P と Q
が 存在す る こ と に な る ｡ 反 対に Q が 回転不 変の 場合 で も ､ (5 ･ 1) を 満 た す P と Q
が 存在 す る こ と を ､ §5 .3 で 証明 す る ｡ §5 .2 で は ､ 任意 の P と 任意 の 正整 数 m に 対

し ､ P ≦ Q か つ di m Q P( 0 ; r) = m を満 たす Q = Q p , m b ; 存 在す る こ と を証 明す る ｡

§5 . 1 . 極度 の非単調性

n 上 の 密度 P が n U r を 含む 領域 上 で C p 級(p = 1
,
2
,

…

,
∞) の と き ､ P を 口上

の C p 密 度 と 呼 ぶ ｡ 本節で は ､ 任意 に 与 え ら れ た n 上 の 密 度 P に 対 し

(5 ･ 3) P( z) ≦Q( z) ( z ∈ n) か っ di m Q P( n ; r) = 1

を 満 た す n 上 の C
∞

密度 Q = Q p を構成 する ｡
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5 . 1 . 1 . 口内の J o rd a n 領域 ㍍ の 閉包汽 の 列( 汽)㍗は ､ 次の 2 条件 を満 た す

と き n 内 の γ一 列と 呼ば れ る‥(i) 汽 ∩亨㌔ = ¢ ( れ ≠ m) ､ (辻) ( 已) は 原点 に 収 束 す

る ､ 即 ち任 意正 数 e に 対 し

汽 ∩( ど 引 zI < 1) ≠¢

を 満 た す れ は有限個 で あ る ｡ 特 に 各 J o r d a n 曲線∂㍍ が C
p 級 (p = 1

,
2
,

…

,
∞) の

曲線 の 場合 ､ ( 汽) は C
タ
ブ

ー列 と 呼ば れ る ｡ n の ツー 列( アn)㍗に 対 し て ､ 集合

Ⅳ = Ⅳ(( 汽〉) = ロ ー 8 ァれ

は連 結 で あ り ､ 従 っ て n の 部分 領域 で あ る ｡ 原点 に 於 け る P の W 上 の P ic a rd 次元

di m P P( Ⅳ; ∂Ⅳ
-

( 0))

を ､ ( 汽) に 関 す る( 原点 に 於け る) P の 相対 P i c a r d 次元 と 呼ぶ ｡ た だ し ､ 関数 族

甥 ( Ⅳ;∂Ⅳ - ( 0)) の 定 義 に 於け る 条件 u( z o) =

りま､ 条 件( 5 ･ 2) で 置 き換えさ 考
え る ｡ ( 汽) に 関 す る P の 相対 P ic a r d 次元 は ､ ( Y n ) を 強 調 し て ､

d i m ( P ,( Y n))
と も記 さ れ る:

d i m (ろ(i
7
n)) = di m P P ( W ; ∂W -

( 0)) ｡

次 の 定理 は ､ 条件(5 . 3) を 満 た す Q = Q p の 構 成に 於 い て 本 質 的役 割 を果 た す ｡

定理 5 .1 . 口上 の 任 意 の 密度 P に 対 して ､ n の C
∞

ツ丁列( アれ)㍗で di m( P ,( アn))
= 1 を 満 た す もの が 存在す る ｡

こ の 定 理 の 証 明 は ､ 次小 節 以降 3 小節 に 分 割 し て 与 え ら れ る ｡

5 ･1 ･ 2 ･ 求 め る ツー 列( 汽) ま た は領域 Ⅳ = Ⅳ((アれ)) は ､ 3 本の 数列( αm )㍗,

(占n)㍗,〈∂れ)㍗を用 い て 構成 さ れ る ｡

先 ず数列( α れ) ,( h ) を ､ 条 件

0 < q 巾= < 占れ < αれ < 1 ( れ = 1
,
2
,

… ) ,
れ → ∞

1i m α
几
= 0

を満 た す よ う に 選 び 固定 す る ｡ 次 に 数列(∂n) を ､ と り あ え ず 0 < ∂れ < 汀/ 2 で あ

る 様 に 選 ぶ ｡ (∂れ) は ( αn) と( h ) と 定理 5 . 1 の P に 依 存し て ､ 十分速 く 0 に 収 束

す る 必要 が あ る が ､ そ の 速 さ は 次小 節 で 指定 す る ｡
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求 め る J o r d a n 領域 YL を定 義す る J o r d a n 曲線∂YL は ､ 次 の 様 に し て 構成 さ れ

る ｡ 2 本 の 円弧

α
n
= (l gl = αれ , ∂n ≦ a J g Z ≦ 2 汀

- ∂n ) ､

乱 = (l zl = 占n , ∂m ≦ a J g Z ≦ 2 汀 - ∂
n )

を考 え る ｡ そ し て 図形

( h ≦レl ≦ αれ , 0 < a r g z ≦∂れ)

内の 単純弧更 に よ り ､ 2 点 αn e
i∂打
と 占n e

i∂n
を 結ぶ ｡ 同 断 こ図形

(ぁれ ≦l zl ≦ αm ,
- ∂
n ≦ a r g z < 0)

内の 単純弧7J に よ り ､ 2 点 αれe
~ i∂n
と占几 e

~ i∂n
を結ぶ ｡ そ こ で ､ 4 個 の 曲線α乃 , 7J , 乱,

′

灯を 連 結 した J o rd a n 曲線 を∂㍍ と 定義す る ｡ た だ し ､ ∂㍍ が C
∞

級 曲線 に な る 様

に 7まを 選 ん で お く ｡

こ の 様 に し て 構 成 さ れ た C
O O

)′一 列 ( 已)㍗に 閲す卑 Ⅳ = Ⅳ((アれ)) を ､ そ の

部分 領域

吼 = Ⅳ ∩ ん ( ん = ( αれ < I zl < 1))

の 増加 列( 吼)㍗で 近似 して おく ｡ ∂吼 は互 い に 交 わ らな い 有限個 の C
∞

級 J o r d a n

曲線 r , ∂れ,
…

,
∂㌦ _ 1 ,

r
α n

= (l z】= α n ) か ら成 り立 っ て い る ｡

5 ･ 1 ･ 3 ･ 数 列(∂n)㍗の 満 た す べ き 条件 を指 定す る ｡ j
〕

を 定 理 5 ･ 1 ? 密 度 ､ 即

ち任 意 に 与 え ら れ た 口上 の 密度 ､ と す る ｡ 実 軸上 の 区 間( α1 , 1) 内 に 点 α0 を 固 定

仇 … =(墓相 …)/(孟G㌢
n

(( , α0)) ((( , Z) ∈ ∂吼 × 吼)

と 置 く ､ た だ し∂/∂叫 ま 町 l に 関 す る 外法 線微 分 を 表す ｡ ∂吼 × W
持 上∂G㌢

n

(( , Z)

/ ∂nく > 0 で あ る の で ､ g n(ぐ, Z) は 定義 可能 で あ り 正 で あ る ｡ 更 に E a r n a c k 不 等

式 に よ り ､ 関 数(( , Z) ‥ ∂G㌢
p

(( , Z)/∂れくは∂仇 × W ｣ 上 連続 と な る の で ､ g m(( , Z)

も∂W 几 × 机 上連 続 と な る ｡ α0 を中心 と し 叫 に 含ま れ る小 円板 β0 を 固定 す る と ､

仇(( , Z) は 飢軋 × β0 上
一 様連 続 で あ る の で ､ W ｣ の

一

部分

ん = (l zI = α n ,
- ∂
n ≦ a r g z ≦∂れ)

上 の 関 数

れ(() = S u p l 軋(( , Z)
一 方

n( α n , Z)l
ヱ∈β0
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は αれ) = 0 を 満た し ､ ん上 非負連 続 で あ る ｡ 尚 ､ れ の 値 ほ∂1 , ‥ ･

,
∂
れ

一 1 及 び

7チ, …

, 恵_ 1 に 依存 す る が ､ ∂n に は依 存し な い ｡ そ こ で ､ ∂れ が 満 た す べ き 条 件

S u p 血(() < 2
~

れ

を 指定 す る ｡ 即 ち(∂れ) を ､ 条 件

(5 ･4) s u p
( ∈ん

S u p l 仇(( , Z)
一

弘( αれ,
Z ∈β○

を 満た す よ う に 選 び固定 す る ｡

< 2
~

れ

( n = 1
,
2
,

…

)

5 . 1 . 4 . 本小節 に 於い て 定理 5 . 1 の 証 明を完 了 す る ｡ そ の 為 に は ､ 前小 節 で

確定 した Ⅳ = Ⅳ(( 汽)) に 対し て

タグ( Ⅳ; ∂Ⅳ -

( 0)) = (入ん: 入≧ 0)

を満 た す関数 ん の 存在 を 示 せ ば よ い ｡ ん は W ｣ 上 の 関数

ん
れ( z) = 仇( αれ , Z) ( れ = 1

,
2
,

…

)

を 用 い て 作成 さ れ る ｡ 各 んれ は P ア( 町 l; ∂W ｣ -

( αれ)) に 属 し んれ( α0) = 1 を 満 た し

て い る の で ､ Ⅱa r n a ck 不 等式 に よ り ､ (んれ)㍗は正 規族 で あ る ｡ 従 っ て ､ 適 当 な 部

分列〈んレ( れ)) は Ⅳ 上 広義
一 様収 束す る ｡ そ の 極限関 数

(5 ･5) ん( z) =

J 曳 ん小)( z) ( z ∈ Ⅳ)

が 求め る 関数 で あ る ｡

先ず ､ (5 ･5) の 収束は 評 - ( 0) 上 で も広 義 一 様で あ る こ と を 示 す ｡ 各 m に

対 し

q れ =

α
m + 1 + 占m

α
m + 1 + 占m

と 置く 0 れ
,
m
, p を れ > 竺

を 満 た す任意正整 数 と す る 0 〝( れ + p) > 〝( n) ≧ m + 1

に よ り ､ ん巾) と 毎 … ) は C m 上 で 定義 さ れ て い る こ と が わ か る ｡ 特に∂㍍ - C
m 上

ん
レ( れ)

- んレ( … )
= 0 で あ る の で ､ 最 大値 原理 4 に よ り

諾か 小)( z 卜 ん 両 )( z) =

ヱ 認lんレ( n)( z)
-

恒 … )( z)

=

莞警lんレ( m )( ヱト んレ( … )( z)
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と な る ｡ C
m
は Ⅳ 内の 完 閉部 分集 合 で あ る の で ､ こ の 式 の 最 右辺 は れ → ∝ 〉 の と

き 0 に 収束す る ｡ 従 っ て p の 任意性 に よ り ､ (ん小)) は q れ 上 で
一

様収束 す る こ と

が わか る ｡ 更 に m の 任意性 に よ り ､ 河
-

( 0) 上 で 広義
一 様収束す る こ と に な る ｡

こ こ で んレ( れ) と 同 様 ､ ん も P P( Ⅳ; ∂Ⅳ
- ( 0)) 属す る こ と が わ か る ｡

次 に P P ( Ⅳ; ∂Ⅳ
-

( 0)) はん で 生成 さ れ る こ と を示す ｡ りは P P( Ⅳ; ∂Ⅳ
-

( 0))
に 属 し v( a o) = 1 と す る ｡ G r e e n の 公式 に よ り v は

γ( z) = 一芸上勒 … d 桝 ,
Z) ( z ∈ 瑚

と 表 さ れ る が ､ ∂吼 -

ん上 v = 0 に よ り

γ( z) = 什去γ(嶋 靴 ,
Z)〉匪■( z ∈ ㈲

と な る ｡ 更 に ､ ん上 の 測 度

(5 ･6) d ㈹ = 一芸γ(蝶 靴 刷
と前 小 節 で 定 義 さ れ た 関 数 g n を使用 す る と ､ γ は

( 5 ･ 7) u( g) =上乱 臣)d " ) ( z ∈ 瑚
の 形 に な る ｡ こ の 式 に Z = α 0 を代 入 す る と〃( り = 1 ( れ = 1

,
2
,

… ) で あ る こ と が

わ か り ､ (5 ･ 4) と(5 ･6) と(5 ･ 7) か ら ､ Z ∈ 吼 に 対 して

γ( z 卜 ん〃( m)( z)l =

比( n, 恥 (( , Z) れ( n)(()
-

恥 ( αレ( n) , Z)

ん,( 恥 (( , Z)
-

恥 ( 叫 ) , Z)〉れ( れ)(()

≧ん,t 恥 (く, Z ト 恥 ( 叫 n ) , Z)
< 2

- レ( n)

み 小)(く)

が 従う ｡ そ こ で れ → ∞ と し て β0 上 γ ≡ ん が ､ 従 っ て Ⅳ 上 γ ≡ ん が ､ 得 ら れ る ｡

以 上 で 定理 5 . 1 の 証 明が 完 了 し た ｡

5 . 1 . 5 . n の 部分 集合 β上 の 関数¢ の β上 の 上限 ノ ル ム を 掴II βで 表 す:

= 釧β = S u p 匝( z)l ｡
z ∈β



ま た ､ 長 さ が 有 限 な口内 の 曲線 7 上 の 可測関 数¢ の ム1 ノ ル ム をl 酬吾
1
と記 す‥

‖柵 =

小( 州 叫 0

7 の 長 さ を 回 で 表 す と ､ ‖釧吾
1

≦回‖9仙 と な る こ と は明 か で あ る ｡

n 内の J o r d a n 領域 X は ､ そ の 境界∂X が C P 級( ま た は解析的) J o r d a n 曲線で

あ る と き ､ 伊( ま た は解析的) J o r d a n 領域 と 呼 ばれ る(p = 1
,
2
,

…

,
∞) ｡

P を 口上 の 密度 とす る と き ､ P の 値が 十分大 き な 点 に 於 い て は ､ 方程式 ん 沌 = 0

の 正値解 の 値 は そ の 回 り の 点の 値 に 比 べ て 十 分小 さ い ｡ こ の 事 実の 正確 な 記述 が

次 の 定 理 で あ る ｡

定理 5 .2 . 一方
,
y を n 内 の 任 意 の C

∞
J o r d a n 領域 で ズ ⊃ アを満 た す も の と し ､

ど を 任意正数 と す る と き ､ 口上 の C
∞

密度 ア = P(
･

; ズ, γ e) で ､ S u p p P ⊂ y か つ

( 5 ･ 8) lげ 瞳≦ 珊‖鼓 (J ∈ C(∂ズ))

を 満 たす もの が 存 在す る ｡

こ こ で ､ C(∂ズ) は∂ズ上 の 連続関数の 全 体 で あ り ､ ギ は / を 境界値と す る
ん 用 = 0 の ズ 上 の 解で あ っ た ｡ こ の 定 理 の 証 明 は 次小節 以 降 2 小節 に 分割 し て

与 え ら れ る ｡

5 .1 . 6 . 補助 的 な 解析的 J o r d a n 領域 Z で y ⊂ Z ⊂ Z ⊂ ズ を 満た す もの を取

る ｡ ぐ = 甘( z) を Y か ら (l(l < 1) 上 へ の R i e m a n n の 写 像 関数 と し

㌦ = 中
一 1

(〈に1 < ト去))
と置く と ､ ㍍ は解析的J o r d a n 領域 で あ り ､ ( ㍑)㍗は y の 近似列と な る ｡ n 上 の 密
度 鳥 の 列( 鳥)㍗を ､ 次 の 条件 を 満 た す様 に 構成す る:

㍑ 上 島 = n ､ n - ㍍ + 1 上 凡 = 0 ､ ㍑ + 1
-

㌦ 上 0 ≦ 鳥 ≦ m ｡

一

方 ､ ∪ を n 上 の 連続 関 数 で 次 の 条 件 を 満 た す もの と す る:

y 上 山 = 0
､
n - Z 上 u = 1 ､ Z

一 - y 上△ u = 0 ｡

従 っ て ､ 拙 は Z 一 ア上 で は∂Z の 調 和測度 と 一 致 し て い る ｡ 本 小節 で は

(5 ･ 9) J 藍Il( 且)㌘ 一 帖 = 0
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を 証 明す る ｡

y 内に 任意 に 点 z l を 取 り 固定 す る ｡ 更 に ､ Z l を中心 と す る 円板 び で訂 ⊂ y

を 満た す も の を 固定 す る ｡ U 上 の 調 和 G r e e n 関数 G
U
に 対 し ､ (2 .5) に よ り

1 = ( 鳥)F( z) +去上G
ぴ
( z 朋 (く偶 )F(() 勒 (( = 佃 )

が成 立 する ｡ 十分大 き な れ に 対 して は ､ 打 ⊂ ㍍ に よ り 打上 月t = P で あ る ｡ 従 っ

て ､ ( 鳥)F は Z l を 中心 に して 回 転不 変 で あ り ､ ま た 劣調和 で あ る の で

( 鳥)㌢( z l) ≦( 鳥)㌢( g) ( z ∈ り

と な る ｡ す る と 十分大 きな n に 対 し て

1 ≧( 鳥)㌢( z l) +去( 鳥)㌢( z l)⊥G
ぴ

( 刷 軌

即 ち

( 鳥)㌢( z l) ≦
2 打

2 汀 …上G
ぴ

( 硝 的
､

が 成 立 し1i m れ( 鳥)㌢ = 0 を 得る ｡
一 方 押 上 の 値の 比 較に よ り ､ 打上( 鳥)子≦( 鳥)㌢

が わ か る の で ､ Z l の 任 意性と 併せ て

J藍( 鳥)子( z)
= 0 ( z ∈ y)

が 得 ら れ る ｡ ( 鳥) は増 加列 で あ る の で (( P l)f) 芸1 は減 少列 で あ り ､ 従 っ て D i ni
の 定 理 に よ り ､ こ の 収 束 は広 義

一 様収 束 と な り

(5 ･ 1 0) J 恵一I( 鳥)貼m

= 0 ( m = 1
,
2
,

…

)

U の 定 義 に 於 い て ､ アをア m ( m = 1
,
2
,

… ) に 置 き換 え て 得られ る u を u m 与j己
す ｡ 即 ち ､ U m は n 上 の 連続関数 で ､ ㌦ 上 u m = 0

､ ロ
ー Z 上 u m = 1 で あ り ､ Z - y

m

上 で は∂Z の 調和測 度 と
一 致 し て い る ｡ す る と ､ ( u m ) ㍗は言上∪ に 一 様 収束 す る‥

(5 ･ 1 1) J 曳tI u m
一 項l百 = 0 0

J o r d a n 曲線∂y が 解析的な場 合に は ､ ∂y を 越 え て 山 が 調和接 続 で き る の で ､ ㌦ 上 で

山 と 山 m を比 較す る こ と が 可能と な り ､ (5 ･ 1 0) が 示 さ れ る ｡ ま た∂y が解 析 的 で な い

場 合 は ､ ∂y の 各点( に於 い て( を 中心 と す る小 円板 打くを 固定 し ､ ぴく
- ㌔ 上 で 考 え た

∂均
一 ㌔ の 調和 測度 の( に 於け る値を ､ m で 評 価する こ と に よ り ､ (5 ･ 10) が 示さ れ る ｡
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Z 上

言上 u ≦( 鳥)f で あ り ､ ( 鳥)要は㌔ ∪∂Z 上 u m + ll(鳥ガ= ァm 以 下 で あ る の で ､

∪ ≦( 鳥)子≦ u m +ll( 鳥)貼m

It( 鳥)㌘ 一

帖 ≦lレ ー

‰ 腹 +ll(鳥)貼m

と な る ｡ 先ず れ → ∞ と し ､ 続い て m → ∞ と すれ ば ､ (5 . 10) と (5 . 11) に よ り ､

(5 .9) を 得る ｡

5 .1 . 7 . X 上 の 調 和 G r e e n 関数 G
X
に 対 し て

舶 ) = 一差孟G
ズ

… (( 相 ∈ ズ × ∂ズ)

と 置く ､ た だ し∂/∂n ( lま X に 関す る外法線微 分 と す る ｡ ま た ､ X 上 の 鳥 - G r e e n 関

数 G 見( れ = 1
,
2
,

…

) に 対 し て

軋( z ,ぐ) = 一芸孟 舶 () … ) ∈ ズ × ∂ズ)
と 置く ｡ す る と ､ G 丸≦ G

ズ
に よ り

軋( z ,() ≦た( z ,() (( z ,() ∈ ズ × ∂ズ)

で あ る ｡ た( z ,() は ズ × ∂ズ 上連続 で あ る の で ､ 正 数

C = S
暫

･ ん( z ,ぐ)
( ヱ ,り∈Z x ∂ズ

は有限で あ り ､ ∂Z x ∂ズ 上

〟
n( z ,() ≦ c( 凡)子( z) ( n = 1

,
2
,

…

)

と な る ｡ 最大値原理 2 に よ り ､ こ の 不等式は言 × ∂ズ 上 で も成立 す る ｡ 従 っ て

什軋( ･

,( 川ア ≦ cll( 鳥)釧F (( ∈ ∂ズ; n = 1
,
2
,

… )

で あ り ､ 任意 の J ∈ C (∂ズ) と z ∈ 平に 対 し て

l( 鳥)ア叫 = ム 裾 " )′(く刷

≦上ズ 軋( z , 鋸( 帥くI

≦ cll( 叫lァ上ズ げ( 帥 (l



を得る ｡ (5 . 9) に よ り1i 恥 → ∞ll(凡骨‖F = 0 で ある の で ､
C】I( 鳥ゼ‖F < e を 満 た す

n を 選 び P = 鳥 とす れ ば ､ (5 ･ 8) が 成 立 す る ｡ 以上 で 定 理 5 ･ 2 が 証 明 さ れ た ｡

5 .1 . 8 . ア を n 上 の 密度と す る ｡ 万 ⊂ n U r を満た す領 域 β上 で 考え た ､ 連

続 境 界値 f に 対 す る L p u = 0 の D i ri chl e t 問題 の 解 PP の 定 義 を ､ 次 の 様 に 拡 張 す
る ｡ 上) を万 ⊂ n U r と は 限 らな い ､ 即 ち∂β ∋ 0 で も構 わ な い ､ n の 部分 領域 と す

る ｡ 上) 上 の 連 続関数 β が ､ 百 ⊂ βで あ る任 意 の 円板 打に 対 し ､ 口上 5 ≧ ぞ を 満た

す と き ､ S は D 上( L p u = 0) の S u P e r S Ol u ti o n で あ る と い う ｡ f を∂D -

( 0) 上 の 連

続関数 と し ､ ∂D -

( 0) 上 の 下 極限がIfl 以 上 で あ る ､ D 上 の 非負 の S u P e r S Ol u ti o n

の 全 体を βけ】と す る ｡ βけl ≠¢ の と き ギ を 次 の 様 に 定 め る ｡ 先ず/ ≧ 0 に 対 し
βJ

= β
けI
の 下被 を ギ と す る ｡ そ し て

一

般 の J に 対 し て は

ギ = j霊x( 刷
一 度 x( _ 刷

と定 め る ｡

巧
)
は ん川 = 0 の 解 で あり ､ ∂β が 連続 体 の 和集合 で あ る場合 は ､ ∂β -

( 0) 上

の ギ の 境界値はJ に
一 致す る ｡ ま た J ≧ 0 の 場合 は ､ ∂β -

( 0) 上 の 境界値がJ で あ

る の D 上 の 最小非 負解 に な る ｡ こ れ ら の 事実 は ､ 調和関 数 の 場 合( C o n st a n ti n e s c u -

C o r n e a [2 5] 参照) と 同様 の 方法で 示 さ れ る ｡

5 .1 . 9 . ア を n 上 の 密度 と し ､ ( y れ)㍗を n 内 の ツー 列 と す る ｡ Q を口上 の 密

度 で ､ n 上 々 ≧ P か つ S u p p (Q - P) ⊂ ∪㍗汽 を 満 た す も の と す る ｡ 口上 の

エq u
= 0 の 解 は ､ Ⅳ = Ⅳ(( 汽)) 上 で は ん 沌 = 0 の 解 で ･も あ る の で ､ q P( n ; r)

か ら P P ( Ⅳ;∂Ⅳ
-

( 0)) へ の 写像

r 厄 =

ち, 咋 n )
u = 山 一 で ( u ∈ Q P( q r))

が 定 義可能 で あ る ｡ こ の 写像 は次 の 性 質を 持 つ :

叫 ≦ u 2 ⇒ 丁厄1 ≦ r u 2 , r( 入u) = 入r u ( 入≧ 0) , r( 叫 + u 2) = 丁厄1 + r u 2 ｡

一 般 に r は単 射や 全射 で あ る と は 限 ら な い ｡ 特 に r が 全 学射 で あ る と き ､ Q

は P に 関 す る(平凡) の 正規付随密度と 呼 ば れ る ｡ そ の と き は重 要 な 関係 式

(5 . 1 2) di m Q P( n ; r) = di m (考( 汽))
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が 成立 す る ｡ こ の 式 ほ ､ Q 汽( n ; r) か ら P 貧( Ⅳ; ∂Ⅵ
/ -

( 0)) へ の 写像

飢 = 品 ( u ∈ 抑 ; r)) ､

た だ し g( む) = 一芸最紳
を e x ･ Q A ( n ; r) 上 に 制限 して 考え た と き ､ そ れ が e x ･Q 賞(f2; r) か ら e x . P A ( W ; ∂W
- ( 0)) へ の 全 単射を与え て い る こ と か ら導か れ る ｡ 正規付随密度 に 関 し て は 次 の

定撃5
･ 3 ･ n 上 の 任意 の 密度 P と n 内 の 任意の C

∞

〕ト列( 汽)㍗に 対 し ､ P に

関す る( y n) の 正規付随 密度 Q が 常 に 存在す る ｡ も し P が C
p
密度 な ら ､ Q も C p

密度 で あ る よ う に 選 べ る(p = 1
,
2
,

…

,
∞) ｡

こ の 定 理 の 証 明 は ､ 次小節以降 3 小節に 分割 し て 与え ら れ る ｡

5 .1 . 1 0 . 各y れ に 対 し y れ ⊂ ズ れ を 満た す口内の J o rd a n 領域 ズ n を 取 る ｡ た だ

し( 瓦)㍗が 口内の C
O O

)J 一 列と な る 様に 取 る ｡ 集 合ロ ー

∪㍗万れ 内 に 点 占｡ を固定 し ､
Ⅳ = Ⅳ(( 汽)) に 対し

ア = ト∈ タグ( Ⅳ(( アれ〉)) : u(占0) = 1〉
と置 く ｡ す る と Ⅱa r n a c k 不 等式 に よ り

諾
n
=

≡‡ぎ(是琵誉( z)) < + ∞ ( n = t 2 , … )

で あ る ｡ 領域 ズ = ズ
れ ,
y = ㍑ と正 数ど = (2 ご nl∂ズれ1)

~ 1
に 対す る定 理 5 . 2 の C

∞

密

度 ア( ･; ズ, r ど) を 鳥 と 記 す ｡ 従 っ て ､ S u p p 鳥 ⊂ ㌦ で あ り

ll( 鳥)デ
れ

帖n ≦ 2 ごnl∂ズ れl‖ 舷 ≦ か‖∂ズ n
が各 J ∈ C(∂ズn) に 対 し て 成立 し て い る( れ = 1

,
2
,

… ) ｡ そ こ で n 上 の 密度 Q =

Q ク
,( アn )
を

ア( z) + 鳥( z) ( z ∈ 瓦; n = 1
,
2
,

‥ ･) ､
Q( z) =

で 定 義す る ｡

P ( z) ( z ∈ ロ
ー
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5 ･ 1 . 1 1 . 本小節 で は ､ Q P( n; r) か ら タグ( Ⅳ; ∂Ⅳ
- ( 0)) へ の 写 像 r =

㌔,ク,(アn) が 単射 で あ る こ と を証 明す る 0 即ち ､ Ⅳ 上 r u l
= r u 2 を満 た す Q P( n ; r)

の 任意の 関数 叫 , u 2 に 対 し ､ n 上 u l ≡ u 2 を示 す ｡

り(占｡) ≠0 の と き り/ り(占0) ∈ ア で あり ､ り(占0) = 0 の と き り ≡ 0 で あ る の で

Ilり帖ズp ≦ ∬ 勅(占0) (J = 1
,
2)

が 成立 す る 0 ズ れ 上 々 = P + 鳥 ≧ 鳥 に よ り 叫 ≦(鳥)むと な り ､ 鳥 と 諾れ の 定 義

‖ 輔 ≦ll( 咄lァれ ≦去腑‖∂ズn <喜仙 ) (J = 1
,
2)

刷 ≦言刷 ( z ∈白汽;J = 1
,
2)

が 成 立 す る o r 上 で は u f
u 2

= 0 と な っ て い る の で ､ ∂Ⅳ -

( 0) 上 u l と u 2 は

有 界 で あ る ｡ 従 っ て∪㍗y n 上 で も有界 と な る ｡
一

方 ､ 丁厄1 = r u 2 に よ り Ⅳ 上

叫
-

u 2
= ろ㌃u 2 で あ る の で ､ 叫

一

別 2 は Ⅳ 上 で も有界 に な る ｡ 結局 u l -

u 2 は n

上有 界 と な り ､ 最大値原理 5 に よ り 叫 -

u 2 ≡ 0 ､ 即 ち 叫 ≡ u 2 ､ が わ か る ｡

5 . 1 . 1 2 . 本小 節 で は r が 全 射 で あ る こ と を 証 明す る ｡ そ の 為 ､ 集 合

厄 = ∪ ∂ズれ, A y = ∪ ∂㍍

に 対 し ､ C( A ズ) か ら C ( A y) へ の 有界線型 作 用素

( 〝 鍬 z) = Q言
n

( z) (¢ ∈ C( A ズ) , g ∈∂㍍; れ = 1
,
2
,

… )

を 考 え る ｡ ま た ､ A y 上 の 有 界連続 関数 の 全体 C 月( A y) か ら ､ A ズ 上 の 有 界連 続関

数 の 全 体 C β( A ズ) へ の ､ 有界線型作用 素

( 坤)( z) = げ( z) (ゆ∈ C 月( A y) , Z ∈ A ズ)

も考 え る ｡ た だ しr 上¢ = 0 と し て げ を定義 す る ｡ C( A ズ) の 部 分 空 間 か ら
C 月( A ズ) へ の 有界線型 写像

〟 = エ 0 〝

を利 用 して ､ r が 全射 で ある こ と を 示す ｡

γ を P P( Ⅳ;∂Ⅳ
-

(0)) に 属す る 任意の 関 数 と す る ｡ γ は∂ズ れ 上 ご れ γ(占0) 以

下 で あ る の で ､ 前 小節 に 於 い て 叫 ≦ 叫(占0)/ 2 を 示 し た の と 同様 の 方法 で ､ A y 上
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飢 ≦ u(占0)/ 2 が わ か る ｡ す る と Ⅳ 上 〟γ ≦ u(占0)/ 2 で あ る ｡ U を 〟 り で 置き 換

え て 〟
2
γ ≦ り(占0)/ 2

2
と な り ､ 帰納法 に よ り

‖ 肌 ‖A ズ ≦去り(ゐ｡) ( m = 1
,
2
,

･ ‥

)

が 成立 す る ｡ 従 っ て A ズ 上 の 関数

丸 = ∑ 〟
m

り

が 定 義 で きる ｡ ∬ん は∪㍗耳J 二 上々u = 0 の 解 で あ り ､ U + ∬ れは Ⅳ 上 上Q u = 0

の 解 で ある ｡ しか もA ズ 上丸 - 〟丸 = V で あ り A y 上 u + 〟 丸 = ∬んで あ る の で ､

∂( Ⅳ ∩(旦ズn))
で あ る ｡ そ こ で

u( z) =

= A ズ U A y 上 ∬丸 = γ + 〟仇

( 瑚 ( z) ( z ∈白ズれ)
り( z) + ( 〟仇)( z) ( z ∈ Ⅳ)

と 置く と ､ u は口上 の 関 数 と し て 定 義 可能 で あ り ､ Q P( n ; r) に 属 す る ｡ 更 に

r 厄 = u
- だ = ( v + 〟 んトJ ( 〟 ん) = γ

と な り ､ r が 全 学射 で あ る こ と が わ か る ｡ 同時 に 定 理 5 .3 の 証 明が 完了 す る ｡

5 ･1 ･ 1 3 ･ アを口上 の 密度と す る ｡ j
⊃
に 対 し ､ n 上 月 ≧ P を 満 た す口 上 の C

∝〉

密度 月を選び固定 す る ｡ 定理 5 .1 に よ り

di m( 月,( 監)) = 1

を満 た す n 内の C
∞

ツー 列( 汽)㍗が 存在す る ｡ 更 に定 理 5 . 3 に よ り ､ 動 こ関する( アれ)
の C

∞

正 規付随密 度 Q が 存在す る ｡ (? は n 上 Q ≧ 月を 満 た し di m Q P( n ; r) =

di m ( 月, (アn)) で ある の で ､ 次 の 定 理 を 得 る ｡

定 理 5 ･4 ･ n 上 の 任意 の 密度 P に 対 し ､ 口上 の C
0 0

密度 Q = Q p で

口上 Q ≧ P か つ d i m (フグ( n; r) = 1

を 満た す も の が 存在す る ｡
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こ の 定 理 に よ り ､ 口上 の 密度 ¢ が ､ 原 点に 於 い て P i c a r d 原 が 理 成立 し な い n

上 の 回転不変密度 に よ り 下 か ら 支え られ て も ､ Q に 関す る Pi c a r d 原 理が 成 立 し な

い と は 限らな い こ と が わ か る:

系 5 .5 . 口上 の 回転不 変密 度 P と
一

般密 度 Q で ､ 次 の 条 件 を 満た す も の が 存

在す る‥(i) 0 上 P ≦ Q ､ (ii) 原 点 に 於 ける Pi c a rd 原 動 ま ､ P に 関 し て 成 立 し Q に

関 し て 成 立 しな い ｡

P を口上 の 密度と す る ｡ 数列( 恥)㍗,( ‰)㍗で 条 件

(5 ･ 1 3) 0 < ‰ + 1 < ‰ < p れ
< 1 ( れ = 1

,
2
,

… ) , J虫 p れ
= 0

を満 た す もの に 対 し ､ 円環

〟れ = 〟
れ( ‰ 恥) = ( 9 n < l zl < 恥) ( れ = 1

,
2
,

…

)

を考 え る ｡ 定理 5 .1 の 証 明 で 使用 し た 数列( αn )㍗,( h )㍗を

‰ < ぁれ < α几 < p れ ( れ = 1
,
2
,

…

)

を満 た す様 に 選 べ ば ､ d m (考( アれ)) = 1 を 満 足 す る ツー 列( アn)㍗と し て

汽 ⊂ 〟n ( れ = 1
,
2
,

…

)

と な る も の が 選 べ る ｡ こ の (アれ) の ､ P に 関 す る ､ 正 規付 随密 度 Q が 定 理 5 . 3 に

よ り 存在 す る ｡ Q は

s u p p( Q
- P) ⊂ ∪ アれ

を満 た して い る の で ､ 次の 定 理 が 得られ る ｡

定 理 5 . 6 . n 上 の 任 意 の 密 度 P と ､ (5 ･ 1 3) を 満 た す 任意 の 数 列( p m)㍗,( ‰)㍗
に 対 し ､ 次 の 条 件 を 満 た す口上 の 密度 Q が 存 在 す る:

n 上 々≧ P ､

(ii)

(iii)

n - ∪ 〟れ( ‰ p n) 上 Q = P ､

m = 1

原 点 に 於 い て Q に 関す る P i c a r d 原 理 が成 立 す る ｡
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こ の 定理 の 重 要性 は ､ 〟れ( ‰ , 恥) を どん な に 細く与え て も構わ な い 点 に ある ｡

尚 ､ 円環 列( 〟れ( ‰ , p れ)) を ､ 原点 とr を分離し て 原点 に 収 束 す る 互 い に 素 な 2 重連

結領域 の 列 で 置 き 換 え て も ､ 定 理 5 ･6 は成立す る 0

§5 . 2 . P i c a r d 次元 の非単調性

P を n 上 の 任意 の 密度と する ｡ 前節 で は ､ n 上 々≧ P を満た し di m (? P( n ; r) =

1 で あ る口上 の C
O O

密度 Q を構成 し た ｡ 本節 で は ､ 正整数 m も任意に 与え て

n 上 Q ≧ P か っ d i m Q P( 0 ; r) = m

を満た す口上 の C
∞

密度Q = Q 旦 m を構成す る ｡ 任意正整数 n に 対 し ､ 血 m 鳥 P( n; r)
= n を満た す0 上 の 密度 鳥 の 存在が 知 られ て い る の で( N a k ai [7 3] ､ N a k ai - T a d a [7 8】

参照) ､ Q p , m の 存在 は ､ 原点 に 於 ける Pi c a rd 原 理 と 同 様 P i c a rd 次 元 に つ い て も ､

単調 性 が 極 度 に 成り 立 た な い こ と を意味す る ｡

Q 旦m を構成す る 為に は 定理 5 ･ 1 を 一

般化す る 必要 が あ る 0 即 ち ､ 本節で は

次の 定理 が 本質的役割を 果た す ｡

定理 5 . 7 . n 上 の 任意の 密度 P と 任意正整 数 m に 対 して ､ n の C
∝ ■

ツー 列( アれ)㍗
で 血 m (考( 汽)) = m を満 た す もの が 存在 す る ｡

こ の 定理 と 定 理 5 ･ 3 を 使用 す れ ば ､ 前節 と 同様 に し て ､ Q p , m が 構成 で き る ｡

し か し ､ 定 理 5 . 7 は 定理 5 . 1 の 証明の 単純 な 一 般化 ､ 即 ち定 理 5 . 1 の 各 ㌦ を 各々 m

個 の C
00
J o rd a n 領域 に 分割す る方法 ､ で は証 明 する こ と が で き な い ｡

5 . 2 . 1 . 0 の 部分領 域 は 次 の 3 条件 を 満 た す と き a d m i s si b l e 部分領域 と 呼 ば

れ る: (i) ∂Ⅳ
- ( 0) は 連続体の 相集 合で あ る ､ (ii) r は∂Ⅳ の 連 結 成分 の

一

つ で あ

る ､ (iii) ∂Ⅳ ∋ 0 ｡ 特 に∂Ⅳ
-

( 0) の 各点 の 適当 な近 傍 に 於 い て ､ ∂Ⅳ が C
∞

級

J o r d a n 弧 に な っ て い る と き､ W は C
∝■

a d mi s sibl e 部 分領域 と 呼ば れ る ｡ 例 え ば ､ 0

の y 一 列( 汽)T
)

に 対し ､ W = W (( ア几)) = f? -

∪㍗yL は a d mi s sibl e 部分領域 で あ り ､

( 汽) が C
∞

な ら W も C
O O

で あ る ｡ P を口上 の 密度と し W を 0 の a d m i s sibl e 部分領

域 と す る と き ､ 原点 に 於い て W 上 で 考え た P の P i c a r d 次元 di m P P( W ; ∂W -

( 0))
は ､ W に 関す る( 原点に 於ける) P の 相対 P i c a r d 次元と 呼 ば れ ､ di m ( P , W ) と 記 さ
れ る:

di m ( F W ) = di m P P ( W ; ∂W
-

( 0)) ｡

た だ し ､ P ろ( Ⅳ; ∂Ⅳ - ( 0)) の 定 義 に 於 け る 正 規イヒ条 件 u( z o) = 1 は ､ 条 件(5 .2)
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一上み( 掴 = 2 汀

即 ち

で 置 き 換 え て 考 え る ｡ 前節 同様 ､ 他 の P i c a rd 次元 の 定 義 に 於い て も ､ u( z o) = 1

は (5 .2) で 置 き 換 え る ｡ 尚 ､ 0 の y
一 列 ( 汽)㍗に 関 す る P の 相対 P i c a rd 次元

di m ( P ,( 汽)) は ､ a d mi s sibl e 部分領域 W = W (( 汽)) に 関す る P の 相対 Pi c a r d 次

元 と 一 致 す る ｡

定 理 5 . 7 を 証 明 す る た め に は 準備 と して 次 の 定理 が 必要 で あ り ､ そ の 証 明を

次 小節以 降5 小節 に 分割 し て 与え る ｡

定 理 5 ･ 8 ･ n 上 の 任 意 の 密 度 P と 正整 数 m ( m ≧ 2) に 対 し て ､ n の C
∞

a d -

m i s sibl e 部分領域 O p
,
m で di m ( P , n P

,
m) = m を 満 た す もの が 存在 す る ｡

5 ･2 ･ 2 ･ 求 め る n 考 m は 5 本の 数列( αれ)㌢,( 転)㍗,(p れ)㍗,(9 れ)㌢,(βれ)㍗ を もと

に し て 構成さ れ る ｡ そ の う ち( αれ) ,( 転) ,( p れ) ,†‰) が満 た す べ き条 件は

0 < α 州 < ‰ < p n < αれ < 1 ( れ = 1
,
2
,

･ ‥

) , J 藍 α n
= 0

で あ り ､ そ の よ う に 選 ん だ 後固定 す る ｡
一

方(βn) は ､ と り あ え ず

0 < β
れ
< £( れ = 1

,
2
,

… )

を 満た す よ う に 選 ん で お く｡ 既 に 与 え られ た P , m ,( α n ) ,( 転) ,( p m) , ( ‰) に 依 存

し て ､ ( βn) は 十分速 く 0 に 収束す る こ と を 要求 さ れ る が ､ そ の 速 さ は 次小節 で 指

定 す る ｡

n p
,
m の 境 界∂O p

,
m は ､ r と原 点 を 除 い て ､ m 個 の 合同 な C

∞

級 J o r d a n 弧 か ら

成 る が ､ そ の 一

つ を次 の 様 に し て 作成す る ｡ 先ず ､ 次式 で 与 え られ る 円弧 αま, 府
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と線 分七の 無 限個 の 列( れ = 1
,
2
,

… ) を 考 え る:

αJ =〈l zl = α n , βれ ≦ a r g z ≦£) ､

αニ =〈l zl = αれ , -

£≦ a J g Z ≦
- βれ) ､

君 =〈l zl = 刷 ≦ a r g g ≦£) ､

踪 =〈l z】= 占れ, -

£≦ a J g Z ≦
一再､

万 =〈‰ ≦l gl ≦p れ, a ∫g g = 蓋) ､

万 =〈‰ ≦l gl ≦ 鉦 a r g Z = 一芸) 0
そ し て 6 組の 2 点 a n e

i e n
と b n e

ie n
､ a n e

- ie "
と b n e

~ i e n
､ b n e

q i/ 4 7 n と p n e
q i/ 2 7 n

､ b n e
一

灯i/ 4 m

と p n e
-

q i/ 2 7n
､ q n e

q i/ 2 m と a n + 1 e
汀i/ 4 m

､ q n e
-

T i/ 2 m と a n + 1 e
一

項 m を そ れ ぞ れ つ な ぐ 6

本の 開 J o r d a n 弧 JJ , Jニ, 万, ㌃ , 浸, Uニを ､ そ れ ぞ れ 集 合

(ぁれ < l zl < αれ , 0 < a r g z < β几) ､

(ぁれ < l zI < αn , - β
れ < a r g z < 0) ､

〈恥 < l gl < ぁれ ,£< a r g z < 芸) ､

〈恥 < l z】< 占n ,
-

£< a J g Z < - £) ､

〈α 仙 < l z】< 9 n ,£< a r g z < 芸) ､

〈触 < l zl < ‰ -

£ < a r g z <
-

£)
の 中 に 取 る( n = 1

,
2
,

… ) ｡ そ こ で ､ 円弧

〈lzl = α1 ,£≦ a r g z ≦芸)
と 無 限個 の 曲線αユ, JJ , 配 , イ, 万, 浸 ( れ = 1

,
2
,

‥ ･) を こ の 順 に 連 結 し て で き る

J o r d a n 弧 を rr と 記 す ｡ 同様 に ､ 円弧

〈lzl = α1 , 一

三≦ a r g z ≦
-

£)
と 無 限個 の 曲線αニ, Jニ, 乾 , ㌃ , 宜 , 垢( n = 1

,
2
,

…

) を こ の 順 に 連結 して で き る J o r -

d a n 弧 を r r と 記す ｡ こ の と き ､ 咋が C O
O

級 の 曲線と な る よ う に αま, だ, Uまを 選 ん で
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おく ｡

次 に ､ rチを原 点の 回 り に 角度 2(ノ ー 1) 汀/ m (J = 2
,

…

,
m ) だ け 回転し て 得 ら

れ る ､ C
∞

級の J o rd a n 弧rチを考 え る:

rチ = ( z e
2 帥 ) 可 m

‥ Z ∈ rチ〉( 複号 剛剛 ｡

そ し て ､ J o r d a n 曲線rチリ r み1 ∪(0) で 囲ま れ る n の 部分領域 をち(J = 1
,

…

,
m )

と 記 す ､ た だ しrニ+ 1
= r ㌻と す る 0 す る と ､ 求め る n 旦 m は

n 旦 m
= n -

∪ち
J = 1

で 与 え ら れ る ｡

原点 に 於 け るtl p
,
m に 関す る P の 相対 P i c a r d 次 元 は ､ 0 の a d mi s sib l e 部分 領域

A ノ
= ‰ 仲l < 占1 , 崇 打 < a r g z < 慧 汀)

(J = 1
,

…

,
m )

に 関 す る P の 相対 Pi c a rd 次元 di m (雪 A j) で 決 ま る ｡ そ こ で di m ( F A j) を 調 べ る

為 に ､ A J の 近似 列( A J れ) 芸2 ､

A J m
= A J n (l zl > α m) ､

を 考 え る ｡ 各∂A J れ は C
∞

級 J o r d a n 曲線で あ る こ と に 注 意 する ｡

5 ･2 ･ 3 ･ 本小 節 で は ､ 数列〈βれ) が 満 た す べ き条 件を 指定 す る ｡ 最初 にβ1 を

任意 に 固定 す る ｡

各J = 1
,

…

,
m と n = 2

,
3
,

… に 対 し ､ ∂A J m の
一 部 で あ る 円弧

有れ =(
-

ニ = α
れ ,

- β
m ≦ a r g 才

一

2(ノ ー 1)
m

汀 ≦βm〉
を考 え ､ そ の 中点 を αJ n と 記 す:

α
J れ

= α
m
e
2(J 叫 叫 m

o

ま た ､ 実軸上 の 開 区間( α2 , 占1) 内 に 点 z l を 固定 し ､ Z l 中心 の 小 円板 β1 を ､ A l , 2 に 含

ま れ る よ う に 選 ぶ ｡ 更 に ､ 各J = 1
,

…

,
m に 対 し

ち
= Z l e

2(J 坤 / m
,
βJ

= ( z e
2(J

~

輝 / m
: Z ∈ 仇〉
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と 置 く と ､ ち ∈ A J 2 で あ り q ⊂ A J 2 で あ る o

A j n i の P
- G r e e n 関数 9j n

= G芸j
n

に 対 し ､ 関数

んJ れ(( , Z) =
両
恥(( , Z)

市
振(( , ZJ)

((( , Z) ∈ ∂A J m X A J れ)

を 考 え る ｡ た だ し ､ ∂/ 鋸くは A J れ に 関する 外法線微分を 表す ｡ (( , Z) ∈ ∂A J れ × A J れ

に 対し∂捗(く, Z)/∂n く > 0 で あ る の で ､ んJ れ は定 義可能で あ る ｡ ま た Ⅱa r n a にk 不 等

式 に よ り ､ (( , Z) ∈ ∂A J れ × A J n の 関数∂恥(( , Z)/∂n く は 連続 関数 で あ る ｡ 従 っ て

んJ 几 は(( , Z) ∈∂A J れ × 巧 上
一

様連 続で あ り ､ ( ∈ちれ の 関数

鈍れ(() = S u p lちれ(( , Z)
- んJ れ( αJ n , g)l

はちJ ニ非負連続と な る ｡ こ こ で砺n の 取 る値は ､ β2 ,
…

,
βれ - 1 や J 帥 = 2

,

…

,
n

- 1)
や㍉,㍉(J = 1 , …

,
れ

- 1) に 依存す る が ､ βれ に は依存し な い こ と に 注意 す る ｡ 更

に 鈍れ( αJ れ) = 0 に 注意 し て ､ 条件

m a x s u p ¢ J れ(() < 2
~

れ

1 ≦メ≦m く∈んn

を満 た すβn ∈(0 , 汀/ 4 m ) が 存在す る こ と が わ か る ｡ こ の 条件 を 満た す 様に 軋を選

び 固定 す る ｡ 即 ち(βn)㍗を条 件

(5 . 1 4)
1≦J ≦m く叫 n( S u p lんJ れ(( , Z) - ん

J れ( αJ れ , Z
ヱ∈巧

( m = 2
,
3
,

… )

を満 た す よ う に ､ 帰納 的 に 定 め る ｡

< 2
~ れ

5 ･ 2 ･ 4 ･ 前小 節で そ の 形状が 確定 し た A J (J = 1
,

…

,
m ) に 対 し ､ 本小 節

で は di m( A J , P) = 1 を 証 明 す る ｡ 即 ち 関数族 P P( A J; ∂A ノ
ー

( 0)) が ､ 1 個 の

んJ ∈ P P( A J; ∂A J
- ( 0)) か ら生成 さ れ る こ と を 示 す ｡

たJ を求 め る 為 に ､ 関 数

毎( z) = んJ れ( α れ Z) ( z ∈ A J れ; m = 2
,
3
,

… )

を 考 え る ｡ 各 毎 は P P( A J れ; ∂A J れ
-

( αJ れ)) に 屈 し 毎( ち) = 1 を満た し て い る

の で ､ Ⅱa r n a c k 不等式 に よ り(たJ れ) 芸2 は 正 規族 で あ り ､ 従 っ て そ の 適当 な 部分列

〈たル( れ)) 芸 1 は ､ P P ( A J) に 属す る 関 数 たJ に A J 上 広義
一 様収束 す る‥

(5 ･1 5) た
J( z) =

J 虫 たJ 刷(
g) ( g ∈ A J) 0



最大値原理4 に より ､ こ の 収束はち - ( 0) 上広義 一

様で あり ､ んJ ∈ P P( A J; ∂A ノ
ー

( 0))
と な る ｡ 一 方 ち(ち) = 1 で あ る こ と は 明 か で あ る ｡

こ の ゐJ か ら タグ( A J; ∂A ノ
ー

( 0)) が 生成 さ れ る こ と を 示 す 為 ､ γ(ち) = 1 を 満

た す v を P P( A j; ∂A j
一

(0)) か ら任意 に 選 ぶ ｡ G r e e n の 公 式 に よ り

り( g) ン 去んれ

り ･ 毎( ･ , Z) ( 叫 n; れ
= 2
,
3
,

… )

と 表せ る が ､ ∂A J れ
-

ちれ上 り = 0 で あ る の で

む( z) = ムト去孟恥(ぐ, Z) v(車■

(5 ･1 6) み♭") =
一芸みJ n(( , 刷 )-d(一

(5 ･ 1 7) γ( z) = 臣 れ(( , Z)み♭(() ( z ∈ A J れ; れ = 2
,
3
,

…

)

と な る ｡ こ の 式 に Z =

ちを 代入 し て 得ら れ る 等式拘 れ(左n) = 1 は ､ 次 の 評価 に 於

い て 重要 な 役割 を 果 た す‥(5 ･ 1 4) と (5 ･ 1 6) と (5 ･ 1 7) に よ り ､ 任 意 の Z ∈ βJ に 対 し

リ( z 卜たル( れ)叫

北( n, ん 洲 (く, Z) 偏 )( … 小)( α 刷 Z)

んn,
( んノン( n)(( , Z 卜 んル( 両 レ( m ) , 小 畑 )(()

=

んn,
lん 洲 (( , Z) - ん

ル( n )( α 刷 坤 ル( m)(()

< 2
一

小)

謁卜(
z 卜 ん 州 ( z)l ≦ 2

~

小)
( m = 2

,
3
,

… )

が わ か る ｡ こ こ で れ → ∞ と する と ､ (5 ･1 5) か ら γ( z) = た
J( z) ( z ∈ q ) が 従 い ､

A J 上 γ ≡ んJ と な る ｡ 以上 に よ り di m (ろ A J) = 1 (J = 1
,

…

,
m ) が 証 明さ れ た ｡



9 0

5 . 2 . 5 . 本 小節 で は各 u ∈ P P( A l; ∂A l - i O)) に 対 し ､ 有界 な 関数 を u に 加

え て ､ P P( 口舌 m ; ∂n 旦 m
-

( 0)) に 属す る 関数 机こ拡張す る 方法を 述 べ る 0 そ の 為

A l を 単 に A と 記 し ､ 次式 で 表 さ れ る n の 部分領域 β
= β1 と 円弧 J l , ちを考え る:

β = β1
= n 旦 m

-

( A l n (l zl ≦ α2)) ､

J l = 〈l zl = ゐ1 ,l a r g zl ≦β1) ､

ム = ム
,
2
= (1 zl = α 2 ,l a J g gl ≦β2) ｡

C(ム) か ら C( ム) へ の 有界線型 作用 素 ∬ を

( ∬鍬 z) = ギ( z) ( z ∈ J l , ¢ ∈ C(ム))

で 定 義す る ｡ た だ し ､ ¢ は∂月 -

(ム ∪( 0)) 上¢ = 0 と考 え ､ ギ は 小節 5 ･ 1 ･ 8 で 拡

張 .し て 定義 さ れ た D iri chl et 問題 の 解と す る ｡ 反 対に ､ C ( J l) か ら C(ち) へ の 有 界

線 型 作用素 上 を

(上卵( g) = ギ( z) ( z ∈ ム, ¢ ∈ C( J l))

で 定 義 す る ｡ た だ し ､ ¢ は∂A
-

( ム ∪(0)) 上¢ = 0 と考 え る ｡ 上 述 の γ ､ 即 ち

u ∈ P P( A ; ∂A
- ( 0)) に 対 す る V ∈ タグ( n 旦 m ; ∂口舌 m

-

(0)) ､ は C(ち) か ら C (ム)
へ の 有界線型作用 素

〟 = ム 0 〟

を用 い て 構成さ れ る ｡

C( J l) ま た は C(ム) に 属す る¢ の 上 限 ノ ル ム を そ れ ぞ れ 掴ル 掴‖2 で 表す:

H4･‖1 = S u pl¢( z)1, 1]4‖2 = S u PI¢( z)l ｡

特 にβ = 膵川2 と 置くと ､ 最大 値原理 4 に よ りβ < 1 で あ る ｡ す る と ､ 各 u ∈ C (ム)

に 対 し

Il 〟 叫l2 ≦β
n

lト‖2 ( m = 1
,
2
,

…

)

で あ る の で ､ C (ム) に 属 す る 関数

れ = ∑ 〟
れ

u

が 定 義 可能で あ る ｡ こ こ で ､ 灯れ と u + 〟 ん は そ れ ぞ れ β上 と A 上 の ん沌 = 0

の 解 で あ り ､ ま た

ム上ん - 〟 九 = U ､ J l 上 u + 〟れ = 〟 九 ､

∂( A n β) - ( J l U J 2) 上 u = 〟ん = 〟 九 = 0
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で あ る の で ､ タグ( n 汽 m ; ∂n ♪, m
-

( 0)) に む属す る を

り( z) =

( 灯れ)( z) ( g ∈ β) ､

u( z) + ( 〟 ん)( z) ( z ∈ A)

に よ り定義 す る こ と が で きる ｡ む は

lv( z)l = l( 灯れ)( z)l ≦llんIl ｡ ≦ ∑‖刷2β
れ
=

n = 0

l む( z 卜 u( g)l = l( 〟 ん)( z)l ≦ ∑=洲2β
n

=

れ = 1

を満 た す ｡

｢ 了
1l ull2 ( z ∈ 句 ､

｣ 一

帖‖2 ( z ∈ A)
1 -

β

5 ･2 ･ 6 ･ たJ を小節 5 ･2 ･4 で 得 られ た P P ( A J ; ∂A ノ
ー

( 0)) の 生成元 と す る(J =

1
,

…

,
m ) ｡ 如 こ対 し ､ 次の 条件を 満 た す 叫 ∈ P P( n 汽 m ; ∂n ろ m

-

( 0)) の 存在 が ､

前小節 で 示 さ れ た :

V l は β1 上有 界 で あ り ､ γ1 - た1 は A l 上 有 界 で あ る ｡

叫 の 構 成 法 と 全 く 同様 の 方法 に よ り ､ 次 の 条 件 を 満 た す り ∈ タグ( n 旦 m ; ∂ログ, m
-

( 0)) (J = 2
,

…

,
m ) を構成 す る こ と が で き る:

り は 句上有 界 で あ り ､ り
- たJ は A J 上有 界 で あ る ｡

た だ し

句 = n 旦 m
- ( A J n (I zl ≦ α2))

と す る ｡

各 り は A J 上非有 界 で あ り他 の 4 (J ≠J) 上有 界 で あ る の で ､ ( り抒 は
一

次独 立

で あ る ｡ 従 っ て d i m (耳 n p , m) ≧ m を得る ｡
一

方 ､ む(≠0) を タグ( 口舌 m ; ∂口舌 m
- 〈0))

に属す る 任意の 関数と す る と き ､ 各 A J (J = 1
,

…

,
m ) 上 で

γ
- だメ = CJ んJ

を 満 た す 正数 cJ が 存 在 し

〃 - C
ハ

= だj + cJ(んJ -

り)

に よ り A J 上 〃
-

ちりは 有 界と な る 0 従 っ て

て〟 = 〃
- 云｡ ハ
J = 1



は n ろ m 上有界 で あ る ｡ 更 に
∂n ク

,
m

-

( 0) 上 ひ = 0 で あ る の で ､ 最大 値原 理 5 の 証

明 と 同様の 方法に よ り ､ 口舌 m 上 ひ ≡ 0 ､ 即 ち

り ≡ ∑ちり ､

を示 す こ と が で きる ｡ す る と di m (ろ O p ,. n) ≦ m で あ り ､ 既 に 示 し た di m (1 W p , m )

≧ m と 合 わ せ て ､ d i m (苫 n 旦 m) = m を得る ｡ 以 上 に よ り定理 5 ･ 8 が 証 明 さ れ た 0

5 .2 . 7 . 本小節以 降3 小節 5 . 2 . 7 - 9 に 於 い て ､ 定理 5 . 7 を 証 明す る ｡ 定理 5 . 7

の C
∞

ツー 列( 監) は ､ 既 に 構成 さ れ て い る口舌 m と 2 本 の 数列〈r れ)㍗,( βれ)㍗か ら作

られ る ｡

数列( r れ) に 要求 さ れ る 条件 は

‰ < r れ < 恥 ( n = 1
,
2
,

…

)

だ け で あ り ､ そ の よ う に 選 ん だ 後固定 す る ｡ こ こ で ､ ( p n)㍗,( ‰)㍗は n 旦 m を 構

成す る と き に 使用 した 数列で あ る ｡
一 方数 列( 5 れ) は ､ と り あ え ず

‰ + r れ
< βれ < r < n ( れ = 1

,
2
,

… )

を満 た す よ う に 選 ん で お く ｡ 既 に 与え られ た n ろ m と ( r れ) に 依存し て ､ ( r n
-

β
m)㍗

は 十分速く 0 に 収束す る こ と を要求さ れ る が ､ そ の 速 さ は 次小節 で 指定す る ｡

各J = 1
,

…

,
m と m = 1

,
2
,

… に 対 し J o rd a n 弧

鴫 = rナ∩〈r れ ≦l zl ≦ β 柚 m

汀 ≦ a r g z ≦
三崇汀) ､

Aふ
= rふ1 ∩〈r れ ≦l zI ≦ 5 柚

三宝汀 ≦ ar g z ≦霊灯)
を 考え る ､ た だ しr ニ+ 1

= r㌻, β0 = α 1 と す る ｡ そ し て 鴫 の 端点 r れ e
( 4J 功 可 2 m と

Aふの 端点 γれe
( 4J

~ 1 困 2 m を ､ 領 域

r ,l + βれ
< t zl < r れ ,

2ノ ー 1
a r g Z

~ +

汀

m

内の J o rd a n 弧入j n で 結 び ､ ま た ^: n . 1 a) 端点 s n e
( 4j

. 3) T i/ 2 m と A; n . 1 の 端点
5
れ
e( 小

1) 叫 2 m を ､ 領域

〈ご･ こ < …ニ…<
r
,l + βれ 2ノ

ー 1
a rg Z

~ + 汀

m



内 の J o rd a n 弧りれ で 結 ぶ ｡ こ こ で ､ 4 個 の J o r d a n 弧yj , n - 1 , Aニl , 入j n , Aふを こ の 順
に 連 結す る と 1 個 の J o rd a n 曲線r j n が 得ら れ る ､ た だ しり0

= ¢ と す る ｡ こ の r j n

が C
O O

級 J o r d a n 曲線と な る よ う に ､ り,れ - 1 と入J n を選 ん で お く ｡ rJ n で 囲ま れ た

J o r d a n 領域 を ちれ とす る と ､ 定理 5 ･7 で 求 め るn の C
O O

γ
一 列( 汽)㍗は

( 汽)㍗ = (ちn : 1 ≦ブ≦ m , n ≧ 1〉
で 与え られ る ｡

5 ･2 ･ 8 ･ 数列( βれ) の 満た す べ き条件を求め る 為に ､ 各J = 1
,

…

,
m と れ =

1
,
2
,

… に 対 しn の 部分領域

りれ =

3 ‰ + r n ノ ト . ノ

r
れ + p れ

4
､

I
【

■
､

2
,

一

打
- - < a r g z <

旦±

u〈βれ < l 車 rヰg z 一 覧ユ打
3 ‰ + r 几 _ . . _

r
れ + p れ

4
､

l
【

l
､

2
,

呈崇 ‥ £< a r g z < 覧土… 芸)
を考 え る 0 更 に ､ 次式 で 定 義 さ れ る りn の 部 分集 合乃 れ と ､ ∂りn の 部分集 合 ろれ を

考え る:

乃れ
=( りれ ∩〈a r g g =

∪(りn n〈a r g z =

ろれ = ∂り几
- a J g Z

~

2ノ ー 1

2ノ ー 1

m

･

町
-

£))
… £)) ､

崇 汀1 ≦£

りn 上 で 考え た ろれ の ク
ー 調和 測度 を叫 れ と す る(J = 1

,

…

,
m ; れ

= 1
,
2
,

… ) ｡

即 ち叫 れ は りれ 上 ん沌 = 0 の 解 で ､ ∂りJ 二の 境界 値 は ろれ 上 1 で あ り∂巧れ
-

ろ,l 上

0 で あ る ｡ す る と文 献[8 0 ,p ･6 3 2] の L e m m a l の 証 明 と 同様 の 方 法 に よ り

(5 ･ 1 8) 忠 諾 叫
n( z) = 0 (J = 1

,
…

,
m ; n

= 1
,
2
,

…

)

を 示す こ と が で き る ｡ 一

方 C a rl e s o n 評価( A n c o n a [2】参 照) に よ り ､ 適 当 な 正数

q 几 (J = 1
,

…

,
m ; m = 1

,
2
,

…

) に 対 し

(5 ･ 19) u( z) ≦ q れ u( z l) ( z ∈ ろれ , u ∈ P P( n ろ m ; ∂口舌 m
- ( 0)))



9 4

が 成立 す る ｡ た だ し z l は ､ 小節 5 .2 .3 で 定め られ た 区間( α2 , 占1) 内の 固定点 で あ

る ｡ そ こ で ､ 数列( βれ) の 各 βれ ( れ = 1
,
2
,

… ) が 満たす べ き 条件 を

(5 ･2 0) 諾 叫
れ( z) < 去(J =

,
…

,
m )

と す る ｡

5 . 2 . 9 . 条件(5 .2 0) を 満た す よ う に 数列( βれ) を選 び固定 す る ｡ こ の よ う な

〈βれ) の 存在は(5 . 1 8) に よ り保証 さ れ て い る ｡ こ の ( βれ) か ら作成 し た C
∞

ツー 列

( 汽)㍗ = (ちn) 1≦J≦ 叩 ≧1 に 対 し て ､ 定 理 5 ･7 が 成立 す る こ と を 証 明 す る ｡ 即 ち n

の C
O O

a d mi s sibl e 部分 領域

Ⅳ = 呵i 印) = 呵解凍 = n - 凸6 ちn
J = 1 れ = 1

に 対 し て ､ di m (ろ Ⅳ) = m を示す｡

アア( Ⅳ; ∂Ⅳ
-

(0)) か ら タグ( n ろ m ; ∂ログ, m
-

( 0)) へ の 写 像

如 = u
- だ

P
･
m

( u ∈ P P( Ⅳ; ∂Ⅳ - ( 0)))

を 用 い て ､ P ろ( Ⅳ; ∂Ⅳ - ( 0)) か ら P ろ( n 考 m ; ∂口舌 m
- ( 0)) へ の 写像

軌 =

両
( u ∈ 門 ( Ⅳ; ∂Ⅳ

-

( 0))

を 定 義す る ､ た だ し

g( 叫 = 一芸描( 叫( 卯 zl
と す る ｡ する と ､ 文 献【8 0 ,p p ･6 3 8 - 6 39】の T h e o r e m l の 証 明 と 同 様 の 方 法 に よ り ､

不等 式(5 .1 9) と(5 ･2 0) を用 い て ､ ◎1 が 全単射で ある こ と を示 す こ と が で き る ｡ 従 っ

て di m (考 W ) = di m (苫 n p
,
m) で あ り ､ 定理 5 . 8 に よ り di m (13 W ) = m を得 る ｡ 以

上 で 定 理 5 . 7 が 証 明さ れ た ｡

5 .2 . 1 0 . 前小節 で 確 定 し た C
∞

ツー 列 ( アれ)㍗と 最初 に 与 え ら れ た 密度 P に 対

し ､ 5 .3 定理 に よ り ､ P に 関す る( 平凡) の 正規付随密 度 Q p t m が 存在 す る ｡ 必要 な ら

P を C
∞

密度 P
′

( P
′

≧ P) で 置 き 換 え れ ば よ い の で ､ Q p m は C
∞

密 度 と し て よ い ｡

従 っ て ､ 定 理 5 .4 は 次 の よ う に 拡張 さ れ る:
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定 理 5 .9 . 口上 の 任 意 の 密度 P と 任意 正 整数 m に 対 し ､ 口上 の C
∞

密度 Q =

Q タ
,
m で

口上 Q ≧ P か つ di m Q P ( n ; r) = m

を 満た す も の が 存在す る ｡

§5 . 3 . 回転不変密度支配下で の非単調性

5 .3 ･1 ･ 次式 で 定義さ れ る口上 の
一

般密度 P と 回転不変密度 ¢ を考え る:

(5 ･2 1) P( r e
i e

) =去(lo g:)
2

(…+ c o s
2
0) +吉(芸･ si n

2
0) ､

Q( z) = 姦(l o g古)
2

+ 慕o

口上 P ≦Q は 明か で あ る ｡ ま た ､ 系 3 ･ 6 と 系 3 . 7 と 例 3 . 9 に よ り ､ 原 点 に 於 い て

Q に 関す る P ic a r d 原理 が成立 する ｡

q ( r e
i e

) = e X P(呈(l o g三)
2

･ (
- 1)
j

(l o g三) si n e) (j = 1
,
2)

を 考 え る ｡ 次 の 計算 に よ り ､ β1 と 筏 はn 上 で 方程 式 ん州 = 0 の 解 で あ る こ と が

わ か る:

△ち( r e
iβ
)

旦( r e
; ♂
)

=ト去l o g喜一 乎 血 β〉
2

一基lo g ! ｣ 芋si n 8

+去l o g三+ 扉 + 1芋si n O

+;((( - 1)
j

(l o g三) c o s 8)
2

-

←1)
j

(l o g三) si n O〉
= P( r e

拍

) ｡

口上 の クー 単 位 を e ｡ と する ｡ 即 ち e o は ､ r 上 で 境界値 1 を取 る方程 式 ん 沌 = 0

の n 上 の 唯
一

有界解と す る ｡ 丘
-

1 と β2 もr 上 の 境界値 は 1 で あ る が ､ 原点 に 於い て

は + ∞ に 発散 し て い る ｡ 従 っ て β1
-

e O と 筏
-

e O は タグ( q r) に 属す る ｡ しか
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し ､ β1
-

e ｡ と 昆
- e ｡ は 明 らか に

一 次 独立 で あ る ｡ 即 ち di m j
)
P ( n ; r) ≧ 2 で あ

り ､ 原点 に 於い て P に 関す る Pi c a r d 原理 は成立 し な い ｡ 以上 に よ り ､ 回転不 変

密度 の 支配下 で も ､ Pi c a rd 原 動 こ は 単調 性が な い こ と が わか る:

定理 5 .1 0 . 次 の 条 件 を 満 た すn 上 の
一 般 密度 P と 回転 不 変密度 Q が 存在 す

る: 0 上 P ≦ Q で ある が ､ 原 点に 於け る P i c a rd 原理 は ､ Q に 関 し て 成立 し P に 関

し て 成 立 し な い ｡

(5 . 2 2)

5 .3 . 2 . 口上 の 密度 は ､ 適当 な定 数 c ( c > 1) に 対 し

王p(l gl) ≦ P( z) ≦ c P (l gl) ( z ∈ n)
C

を 満 た す と き ､ 殆 ど回転不変で あ る と い われ る(･N a k 扇[6 6】参照) ｡ j
⊃
が 殆 ど回転

不 変 で あ る と き ､ 原点 に 於け る P ic a r d 原理 の 成否は ､ P( z) に 関 し て も P(】zl) に 関

して も同等 で あ る こ と が 予想 さ れ て い た ｡ しか し(5 .2 1) で 定 義 さ れ る 密度 ア に よ

り ､ こ の 予想 は否 定 さ れ る ｡ 実際

喜p(l zl) ≦ P( z) ≦ 利 之l)

に よ り ､ P は殆 ど回転不変 で ある が

p (･ z･) = 慕(lo g古)
2

+ 姦
に 関 す る Pi c a r d 原 理 は成 立 し ､ P( z) に 関 す る Pi c a r d 原理 は成 立 し な い ｡ 尚 ､

(5 .2 2) の C の 値が ど ん な に 1 に 近 く て も ､ こ の 予想 は成立 し な い 0 こ の 事 実は 次

A ( r e
i e

) =吉(lo g三)
2

(…･ e
2
c o s
2
8) ･去(言+ si n

2
0)

は C = (1 + 4 e
2

) に 関す る(5 .2 2) を満た し ､ 蔦(l zl) に 関す る Pic a r d 原理 は成 立す る

& j( r e
i e

) = e X p(…(lo g三)
2

+ ト1)
j
e(l o g三) si n 8) (j = 1

,
2)

の 存在 に よ り ､ 書( z) に 関 す る P i c a rd 原理 は 成立 し な い ｡

こ の 例に よ る と ､ n 上 の 密 度 P が 正数e に 対 し

p( z) ≦(…+ ど枯(l o g古)
2

( z ∈ n)
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を 満 た し て も ､ アに 関す る Pi c a rd 原理 が 成立す る と は 限 らな い こ と が わ か る ｡

5 .3 . 3 . P と Q を上半円板n
+
= n n (I m z > 0) 上 の 密度とす る ｡ n

+ 上 の

密度に 関す る 原点 に 於け る Pi c a r d 原理 の 単調 性を調 べ る た め ､ P と Q は 訂 - ( 0)
を含む 或 領域上 で 非負局所 Ⅱ61d e r 連続 と す る ｡ 原点 に 於い てfl

+
上 で 考 え た Pi -

C a r d 原理(2 . 2 .4 節 参照) を ､ 単に P i c a rd 原 理 と 呼 ぶ こ と に す る ｡ す る と ､ 文献

【80] と 同様 の 方 法 で ､ Pi c a r d 原理 に は 単調 性が な い こ と が 示 せ る‥ Pi c a rd 原理 が

成 立 し な い P と 成立 す る Q を ､ n
+
上 P ≦ Q を 満 た す 様 に 構成 で き る ｡ こ の よ

う な P と ¢ は ､ 定 理 5 .
4 と 同様の 方法で ､ P を回転不変 と仮定 し て も構成 で き る ｡

た だ し ､ P( z) = P(l zl盲) ( z ∈ n
+
) の と き P は 回転不変 で あ る と 言 う ｡ 本 小節 で

は ､ 反 対に ¢ を回転不変と仮定 し て も ､ こ の 様な P と q が 存在す る こ と号証明 する ｡

次式 で 定義 さ れ る n
+
上 の

一

般密度 P と 回転不変密 度 Q を 考 え る:

p ( r e
i e

) =芸(lo g三)
2

(1 + c o s
2
2 8) ･去(2 + si n

2
2 8) ､

¢( z) = 封o g古)
2

塙o

n
+
上 P ≦ Q は明 か で あ る ｡ ま た ､ 系 3 . 6 と系 3 . 7 と 例 3 .9 及 び 次章 の 定 理 6 .1 に

よ り ､ Q に 関 す る Pi c a rd 原理 が 成立 す る ｡ しか し ､ 方 程式 ん沌 = 0 は 原点 で の

ち( r eq = e X P((l o g三)
2

･ ( - 1)
j

(l o g三) sin 2 8) (j = 1
,
2)

を 持 つ ｡ 各 れ = 2
,
3
,

… に 対 し吋 = n
+
∩ 伸l > 1/ m ) と 置 き ､ ∂昭 ∩∂n

+
上 の 境

界値が 仇( = 筏) で∂昭 n n
+
上 の 境界値が 0 で あ る ､ ん 用 = 0 の n三上 の 解 を u 几 と

す る ｡ 各配 上

u
n ≦ 叫 汗 1 ≦ m i n( 仇 , 筏)

で あ る の で ､ ( u n)㍗は n
+
上 ん 用 = 0 の 正 値解 昂 に 収 束す る ｡ ∂n

+
-

( 0) 上

晶 = β1
= 筏 = 0 で あ り n

+ 上 品 ≦ β1 , 昂 ≦ 昆 で ある の で ､ β1
一

品 と β2
一

仇

は 共 に P P( n
+
; ∂n
+

- †0)) に 属 す る ｡ n
+
上 の P の 値 と∂n + -

( 0) 上 の β1( = β2)
の 値 は ､ 虚軸に 関 して 左右 対称 で あ る の で ､ ( u れ) の 極限 昂 も 左右対 称 で ある ｡

方 ､ β1 と β2 は 両方 と も左右対 称 で は な い ｡ しか も 互 い に 他 の 反 転 で ある ｡ 従 っ

て E l
- Eb と E 2 - Eb は

一 次独立 で あり ､ P に 関す る Pi c a r d 原 理 は成 立 し な い ｡
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第 6 章 連続境界点上 の P - M a r ti n

境 界

β を有 界な 平面領域 ､ P を β上 の 密度 ､ らを βの 連続境界点 とす る と き ､ ら上 の

P - M a rti n 境 界∂; D(ら) はらの 近傍で の∂D の 形状と P の 挙動 に 依存す る 0 特 に ､ G )

の 適 当 な近傍 U ｡ 内で∂D が Lip s c hit z 曲線で あ り U o 上 で P が 有界な 場 合は ､ A n c o n a

【3] に よ り ､ らに 於い て P に 関 する 境界 H a J n a £k 原理 が 成立す る こ と が知 られ て い る:

境 界 H ar n a C k 原理 . 正 数 C と ､ G ) を 含む U o 内の J o r d a n 領 域 U n の 減少

列 伊れ)㍗で ､ 各 βれ = (仇 n _ 2
一 坑 n) ∩ β が 連 結 で あ る も の が 存在 し て ､ 各 凡 =

∂仇几 _ 1 ∩上) 上 で 境界 Ⅱa r n a c k 不等 式

霊 ≦ C 霊 ( z l , Z 2 ∈ 凡; 叫 , U 2 ∈ P P( βれ; ∂β れ ∩∂β)
-

( 0))

が 成立 す る ､ た だ し
一

般 に∂β の 部分集 合7 に 対 し

タグ( β; 7) = ( u ∈ P P(p ) : 7 上 u = 0)

と す る ｡

らに 於 い て P に 関 す る 境界 Ⅱa r n a ck 原 理 が 成 立 して い る と き ､ 最大 値原 理 2

に よ り ､ 各 凡 ( n = 1
,
2
,

… ) 上 で C a rl e s o n 評 価 が 成立す る ｡

C a r l e s o n 評価. 正 数 C n が 存 在 して ､ 上述 の D n , 凡 に 対 し境界 H a r n a c k 不

等式

u( z) ≦ q ル( z n) ( z ∈ 凡 , u ∈ タグ(βn ;∂βれ ∩∂β))

が 成立 する ､ た だ し z n は 凡 の 固定 点と す る ｡

各 凡( n = 1
,
2
,

･ ･
･) 上 で C a rl s o n 評価 が 成立 して い る と き

( 埠(
･

, 作 ぐ ∈ 埠叫ふ)〉⊂云p(功 ∂β
-

(ら)) ､

埠β(ら) ∩ 埠β(() =

.
¢ (く∈ ∂β - ( ら))

が 成立 す る ｡ ま た ､ らに 於 い て P に 関 す る境界 Ⅱa r n a ck 原理 が 成立 し て い る と き ､

らに 於 い て P に 関す る P i c a r d 原 理

di m P = di m P P( D ; ∂D - (6 ))) = 1
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が成立 す る こ と が ､ 孤立境界点 に 於 い て 境界 Ⅲa r n a ck 原 理が 成立 して い る場 合(4 .1 .2

節 参照) と 同様の 方 法 で ､ 示 さ れ て

∂; β(ら) = ∂; β(ら) = ( 1 点)

と な る(2 . 2 .4 節 参照) ｡ 従 っ て ､ ∂βの 全て の 点 に 於 い て P に 関す る境界 Ⅱa r n a c k

原理 が 成 立 すれ ば ､ β; = 万と な る ｡ 尚 P ≧ 0 の 場 合 は ､ 境界 Ⅱa r n a c k 原理 か ら

C a rl s o n 評価 を導く こ と が で きる か どう か は ､ 明 ら か で な い ｡

本章 で は ､ P に 関す る境界 H a r n a c k 原理 が 成立 す る と は 限 らな い 点らに 於 い

て ､ 埠β(ら) を研 究す る ｡ そ の 為 ､ ら以外 の∂β の 各点( に 於 い て は P に 関す る 境

界 H a r n a c k 原理 が 成立 し て い る 様な β と P を ､ 研 究の 対象 と す る ｡ 従 っ て

(6 ･ 1) ( ギ = γ (
*

∈ 埠β(()〉⊂ P P( 功 ∂β -

(()) (( ∈∂β)

が 成立 し

(6 . 2) 埠β(G) ∩ 埠β(ら) = ¢ (G ≠ら ∈ ∂β) ､

(6 ･3) ∂; β(() = ∂; β(() = ( 1 点) (( ∈∂β
-

(ら))

と な っ て い る ｡ も しらに 於 い て ､ P に 関 す る境界 H a r n a c k 原理 ､ ま た は よ り 一

般

に Pi c a r d 原理 ､ の 成立が 示 さ れ れ ば ､ ( = らに た い す る(6 . 3) も成立 して D ; = 育

と な る ｡

§6 . 1 で は ､ P を n = ( 0 < lZl < 1) 上 の 回転 不変密 度 と す る と き ､ 上 半 円板
0 + = 0 ∩(I m z > 0) で 考 え た 原点上 の P - M a rti n 境界∂; 0

+

(0) を 研究 す る ｡ S 6 . 2

で は ､ 回転不変 で は な い P に 対 し て は ､ §6 . 1 の 結 果が 必 ず しも成立 し な い こ と を 示

す ｡ §6 . 3 で は ､ 角 状領域 A の 頂点 に 於 い 士 ､ P に 関す る Pi c a rd 原理 が 成立 する

様な A の 形状と P の 増大 度に つ い て 調 べ る ｡

§6 . 1 . 回転不変密度に関する上半円坂の M a r ti n 境界

P を n = ( 0 < l zI < 1) 上 の 回転不 変密度 と す る ｡ 本 節 で は ､ 上半 円坂

口
+

= n n ( I m z > 0)

の P - M a rti n 完 開化(f?
+
)妄を 決定す る ｡ 前章 ま で と 同様 に ､ P はロリ r ( r = (J zl =

1)) を 含む 或領 域上 で 非負局所 H 61d e r 連 続 と仮定 す る の で ､ β = n
+
に 対す る(6 .2)

とら = 0 に 対 する(6 ･3) が 成立 して い る ｡ 従 っ て ､ 原点上 の ク
ー M a rti n 境界∂; n

+
(0)

が 決 定 さ れ れ ば ､ ( n
+

)妄が 決定 さ れ る ｡



10 0

6 . 1 . 1 . P を 0 上 の 回 転不変密度 と し ､ 0 上 の P - G r e e n 関 数 G望 と 0
+
上 の

P - G r e e n 関数 G望
+

を そ れ ぞ れ 簡単 に G p , G妄と 記 す｡ ( の 共 役複素 数 をぞで 表 す と

き ､ P の 対 称性 P (() = P(ぞ) か ら

Gさ( z ,() = G p( z ,くト G p( z ,ぞ) ( z ,( ∈ n
+
)

が 従 う ｡ n 上 の れ 階 ク
ー 単位 を e れ( r) と す る と ､ G ク の 恥 u ri e r 級数展 開(3 ･ 1 7) に よ

り ､ G妄の 恥 u ri e r 級 数展 開

告ぁれ( z , β)
G去( z , γe

拍

) = 2 ∑
急 e

れ(β)
e
れ( r) si n れβ ( z ∈ n

+
,
0 < r ≦β < l zl) ､

占n( z , β) =

忘上
2 汀

坤 ,β 琳 i n n βdβ

が 得 られ る ｡

n の 場 合 の 脇 に 相当す る 関数

埠( g , () =

G芸( g ,()
e l(() si n( a J g ()

( z ,( ∈ n
+

)

を考 え る ｡ こ の 式に G妄の F b u ri e r 級数展開を代人す る と ､ M I の F o u ri e r 級 数展開

埠( z , r e
拍
) = 2
占1( z , β) . ∩ 苔 占几( z , β) si n γもβe n( r)
e l(β)

■
~

霊 e
れ(β) si n β e l( r)

( g ∈ n
+
,
0 < r ≦β < l zl , 0 ≦β < 2 汀)

を得 る ｡ n β
= ( 0 < l zl < β) 上 の n 階 ク

ー 単位を e れ( r , β) と す る と ､ (3 ･9) と (3 ･ 1 8)
に よ り

ぁ
れ( z , β) si n n βe れ( r)

(6 .4)
e
れ(β) si n β e l( r)

が 成 立す る ｡ こ こ で ､ α( P) = 0 の 場合を 考 え る と ､ ( → 0 の と き 〟才( z , () は n
+

上広 義 一 様 に

〟才( z) ≡ 2
占1( z , β)
e l(β)
( z ∈ n

+
)

に 収 束 し ､ 占1( z , β) > 0 に よ り 〟才( z) > 0 で あ る ｡ 従 っ て ､
n + 上 の ク ー M a rti n 核

〟言( z ,() = 嘩
+

( z , () =

G妄( z ,()
G妄( z o ,()
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は( → 0 の と き ､ n
+
上 広義 一 様 に

埠( z) ≡

に 収 束す る ｡

〟才( z)
〟才( z ｡)
( z ∈ n

+
)

次 に α( P) > 0 の 場合を考 え る ｡ こ の 場合 は ､ ( = r e
拍
が 原点 に 収束す る 方

法 に 依存 して ､ 〟才( z ,ぐ) の 極限が 異な る: r → 0 , β → J の と き ､ 喧(ち r e
拍

) は n
+

上広 義 一 様に

告占n( z , β) α n( P)

急 e
n(β) α( P)

( J = 0)

(6 . 5) 埠( z; J) ≡
告ぁれ( z , β) si n n J αれ( P)

窟 e
れ(β) si n J α( ア)

告′ 1 ､ れ
_ 1
ぁ
れ( z , β) α れ( P)

2 ∑( - 1)
急
､

~

′

e れ(β) α( P)

( z ∈ n
+

,
0 < β < l zl)

(0 < J < 灯)

( J = 汀)

に 収 束 す る ｡ 関数 族 (ゐれ( ･ , β) : れ ≧ 1) の 一 次独立 性( N a k ai 【6 6] 参 照) に よ り
〟才( z ; J) > 0 で あ り ､ 従 っ て 埠( z , r e

拍
) は ､ r → 0 , β → J の と きn

+
上 広義 一 様に

(6 . 6) 埠( z; J) ≡
〟才( z; J)

埠( z ｡; J)
( z ∈ n

+

)

に 収 束 す る ｡ 再度(ぁれ(
･

, β) ‥ れ ≧ 1) の
一 次独 立 性 を 用 い て

た鉦; J) ≠ゐ鉦; T) (0 ≦ J < 丁 ≦ 打)

も わ か る ｡

以 上 に よ り∂; n
+
(0) は ､ α( P) = 0 の 場 合 は( 1 点) で あ る こ と が ､ ま た

α( P) > 0 の 場合 は区 間[0 , 汀] と 同
一

視 で き る こ と が ､ 示 さ れ た:

定理 6 ･ 1 ･ P が口上 の 回転不変 密度 の と き ､ n + か ら( α( P) < l zl < 1 , I m z > 0)

瀞) = ( α( P ) + ( 1
-

α( P))l喘
は ､ ( n

+

)右か ら( α( P) ≦l zl ≦ 1 , I m z ≧ 0) へ の 同相 写像 に 拡 張 さ れ ､ ∂; n
+
(0) =

∂; n
+

(0) で あ る ｡

α( P) = 0 の 場 合 の∂; n
+

(0) = 6; 0
+

(0) ､ 即 ち kI( z) が m i ni m al で あ る こ
と ､ は β = n + と( = 0 に 対す る( 2 . 34) か ら明 か で あ る ｡ α( P) > 0 の 場 合 も
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埠( z; J) (0 ≦ J ≦ 汀) は 全 て 血 ni m al で あ る が ､ そ の 証 明 は 小節 6 .1 ･2 - 3 で 与 え ら

れ る ｡

6 . 1 . 2 . 先ず ､ 0 < J < 灯 の と き 埠( z; J) が 血 血 m al で あ る こ と を ､ 小 節

3 . 1 .4 で 示 さ れ て い る

わ( z;β) =

〟ム( g;β)
〟ム( g o; β)

(0 ≦β < 2 汀)

の 血 n i m al 性 に 基 づ い て ､ 示 す｡ 尚 ､ 〟云( g;β) の 級数表示 は

〟 p( z; β) =

で あ っ た の で ､ (6 ･ 5) に よ り

埠( g; J) =

霊{ αn( 痛 o s 舶 + h ( 赫 摘 }

α( P) si n J
( 〟 ク( Z ; J)

- 〟ム( z; 2 汀
一

打))

が 成立 し ､ 従 っ て ある 正 数 q = C l( ろ J) , q = q (考 J) に 対し

(6 ･ 7) 埠( z ; J ) = q わ( g; 可 - イみ毎( z ; 2 打 -

α)

が 成立 して い る ｡

u
+
を タグ( n

+
) に 属 する 関 数 で

u
+

( z) ≦埠( z; α) ( z ∈ n
+

)

を満た す もの と す る ｡ (6 ･ 1) と 定理 6 ･1 に よ り∂n
+

- ( 0) 上 た封･

; J) = 0 で あ る の

で ､ 実軸の 部分集 合(
- 1
,
0) ∪(0 , 1) 上 u

+
= 0 で あ り ､ 口上 の 関 数

u( z) =

u
+
( z) ( z ∈ n

+
) ､

- u
+
( 言) ( z ∈ n

- n
+
)

は ん 用 = 0 の n 上 の 解と な る ｡ そ こ で ､ 口上 の ん沌 = 0 の 解

む( g) = C lたp( z; J) - u( g)

を 考 え る と ､ (6 .6) に よ り

γ( z) =

C l わ( z; α ト ㌦( z) ≧埠( z ; J 卜 ㌦( z) ≧ 0 ( z ∈ n +) ､

C lたp( z; J ) + ㌦(言) ≧ 0 ( z ∈ ロ
ー n
+

)
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り( z) ≦〈

で あ り ､ 一

方

C l わ( z; J) ( g ∈ n
+
) ､

q たp( z; J) + C l わ(言; J) ( z ∈ n
- n +)

も成立 し て い る ｡ こ こ で ､ P の 対称性 に よ り 〟♪(Z; J) = 〟 p( z; 2 汀
一

打) で あ る の

で ､ 或正数 G = G ( P , α) に 対 し

(6 ･ 8) わ(才; J) = G わ( z; 2 汀 一 打)

で あ り ､ 口上

0 ≦ γ( g) ≦ C l わ( z; J ) + C I G わ( z; 2 汀
- ･ J)

と な っ て い る こ と が わ か る ｡ 従 っ て ､ 適当 な非負定 数 q , G に よ り ､ γ は n 上

γ( z) = q わ( g; J) + G わ( g; 2 汀
一

打)

と表さ れ る( C o n st a n ti n e s c u - C o r n e a [2 5] 参照) ｡ する と u
+
はf?
+
上

㌦( z) = ( C l - q ) わ( z; J) -

G わ( z; 2 汀
-

J)

の 形 と な る ｡ C㌧≧ 0 , u
+
( z) ≧ 0 に よ り C l - q > 0 で あ り ､ 更 に ､ 実数 ご (0 <

l ご1 < 1) に 対 し 埠( ご; J) = u
+
( ヱ) = 0 で あ る の で ､ (6 . 7) と (6 . 8) か ら そ れ ぞ れ

G ( C l - q ) = G と G C l = G が 従 う ｡ 結局

u
+
( z) =

C l
- C 4

C l
埠( g ; α)

と な り ､ 埠( z; J ) が 血 n i m al で あ る こ と が わ か る ｡

6 ･1 ･ 3 ･ 本小 節 で は ､ 埠( z; 0) と 埠( z ; 訂) が 血 n i m al で あ る こ と を証 明す
る ｡ j

〕
の 対称性 ア( ェ + 盲y) = P( - ヱ + 盲y) に よ り ､ どち らか

一 方例 え ば 埠( z; 0) が ､
血 ni m al で あ る こ と を 示 せ ば よ い ｡ そ の 為 に ､ 〃J を小節 2 .2 .2 の 表現定 理 に 於 け

る ゐ鉦; 0) の 表 現測度 と す る ｡ ∂n + -

( 0) 上 境( g; 0) = 0 で あ る こ と と β = n
+

に た い す る(6 .1) に よ り ､ 〃J の 台 は

( 汀打
1

((l zI = α( P) , I m z ≧0))

に 含 ま れ る ｡

kI( z; 0) が mi n i m al で あ る こ と を 背理 法 で 示 す為 ､ 埠( z; 0) は mi n i m al で は
な い と 仮定 す る ｡ す る と ､ 区間(0 , 汀) 上 の 測度〃が 存 在 し て

た去 … =ム汀, 舶 梱 ( J)
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が 成立 す る ｡ こ の 式 の 右 辺 に( 6 ･ 5) と(6 . 6) を 代入 す る と

舶 0) = ム汀,
2 苔 占n( z , β) si n れ J

喧( g o; J) 急 e
れ(β) si n J α( P)
璧 d 〃( J)

を 得 る ｡ (3 .1 8) と(6 ･4) に よ り ､ r → 0 か つβ → J の と き の 埠( z; r e
`β

) 収束 は ､

J ∈[0 , 小 こ関 し て
一 様 で あ り ､ 埠( z o; 小まJ の 連続関数 で あ る ｡ 一 方 ､ 各J に 対

し て 〟才( z o; J) > 0 で あ る の で

1
S u p
0≧;…汀 埠( z o; J)

告ぁれ( z , β) αれ( P)

で あ る ｡ 従 っ て

埠( z ; 0) = 2 ∑
急 e

れ(β) α( P)

< 0 0

竺竺 郎( J) ( れ = 1
,
2
,

… )
〟才( z o; α) si n α

と な る ｡ こ の 級数展開と(6 .5) ,( 6 . 6) に よ る 埠( z; 0) の 級数展 開の 各項を ､ (占れ( ･

; β)

m ≧ 1) の
一

次独立 性を 用 い て ､ 比 較す る こ と に よ り

竺竺 項 J) ( れ = 1
,
2
,

…

)
〟才( g o; J ) si n J

が 成 立す る ｡ そ こ で ､ L e b e s g u e の 定理 を用 い て

1 sl n γl J

1i m
〟才( z o; J) 蒜 忘 れ Si n J

d 〃( J) = 0

が 得 られ る ｡ こ の 矛盾 に よ り ､ kI( z; 0) は mi n i m al で な け れ ば な らな い ｡

6 . 1 . 4 . P を n 上 の 回転不 変密度と す る ｡ 本小節 で は ､ 各β(0 < β < 2 汀) に

対 し て 角領域

n ♂ = ( 0 < 】zl < 1 , 0 < a J g Z < β)

の ダー M a rti n 完開化( 恥); を 決定 す る ｡

n
+
か ら恥 へ の 等角写 像

¢( z) = 如( z) = Z
町 ( z ∈ n

+

)

を考 え る と ､ u ∈ C
2
( 晦) に 対 し γ( z) = u(¢( z)) ( z ∈ n

+
) は

(6 ･9) △γ( g) =

d

孟¢(
z)l (
△ u)(¢( z))
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を満た す ｡ 口上 の 回転不変密度Q = Q 即 を ､ Z ∈ n
+
に 対 し て は

(6 ･ 1 0) ¢( z) = 敵中( … =芸･z･
2

珊
′汀
)

で ､ ま た g ∈ n - n
+
に 対し て は Q( z) = Q(1坤) で 定義す る ｡ す る と(6 ･ 9) に よ

り ､ タグ( n β; ∂n β
-

( 0)) と Q P( n
+
; ∂n
+

-

(0)) は 自然 に 同型 と な り ､ 埠n β(0) と

∂る針(0) は同 相 と な る 0 従 っ て ､ ∂; 晦(0) は Q の 特異性指数α(Q) に よ り 決定 さ

れ る ｡

α(Q) を 調 べ る た め に ､ 各正数入に 対 して n 上 の 回転 不変密度

魚( z) = P ( z) +
坪

を 考 え ､ 口上 の ク ー 単位 ､ 且 一 単位 を そ れ ぞ れ e o( r) , e 入( r) と す る ｡ e 入( r) は次 の 基

本 的性質 を 持 つ :

補題 6 .2 . 0 < 入 < 〃の と き

≦

が 成立 す る ｡

霊≦器 (0 < r ≦1)

証 明. 最 大値 原理 6 に よ り ､ 後 半 の 不等式 は 自明 で あ る ｡ 前 半 の 不 等 式 を

示 す為 に β = (〃/ 入)
2

( > 1) と 置き ､ r ∈( 0 , 1] の 関数

ダ( r) = e 入( r)
J

e ｡( r)
1 -

J

を考 え る ｡ 釣ま ダ(1) = 1
,
0 < ダ( r) ≦ 1 を 満 た し ､ 更 に

-

= β豊 - ( β - 1)翳､

認 =〈認〉
2

+( 謝
= 灘 - ( β

- 1)器
-

β(霊〉
2

･ ( β - 1)(霊〉
2

+( β霊 - ( β
- 1)霊〉

2

､
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を満 た す ｡ 従 っ て

ダ
′′

( r) + r
~ 1
ダ
′

( r)
ダ( r)

= β( p( r) ･芸〉
2

一 ( 5 - 1) P( r)

+ 車 1)(禁
一

霊〉
2

≧札( r)

と な り ､ ダ( γ) ≦ e .( r) を 得る ｡ こ の 不等式 は 補題 の 前 半の 不等 式 と 同等 で あ る ｡

(証 明終 り)

こ の 補 題 に よ り ､ α( P) = 0 と α(Q) = α( 恥♂) = 0 と は 同値 で あ る こ と が わ

か る ｡ 実際 ､ n 上 の Q - 単位ム( r) と 1 階 Q
一単位 ム( r) は ､ (6 ･ 9) と( 6 ･ 10) に よ り

ふ( r) = e ｡( r
小
) , ム( r) = e 訂/β( r

姉
)

α(q) =

惣器 =

王彗霊 ≡ 坤 ( P)

で あ る が ､ 補題 6 ･2 に よ り α汀/ β(ア) = 0 と α( P) = 0 は 同値で あ る ｡ 以 上 に よ り

( n ∂)ちが 決定 さ れ た :

定理 6 .3 . P を口上 の 回転不変密度 と し ､ βを 0 < β < 2 訂 を 満 た す 角度 と す

る と き ､ 拓 か ら( α( P) < l zl < 1 , 0 < a ∫g Z < β) へ の 同相 写像

棚 ( g) = ( α( P ) ･ (1
-

α( 刑 場
は( 晦); か ら( α( P) ≦l zl ≦ 1 , 0 ≦ a r g z ≦β) へ の 同 相写 像 に 拡張 さ れ ､ 埠陶( 0)
= ∂妄n ∂(0) で あ る ｡

こ の 定理 に よ り次 の 系を得 る ｡

系 6 .4 . P を n 上 の 回転不変密度 とす る ｡ 次 の 3 個 の 領域 上 で 考 え た ､ 原 点 に

於 け る P に 関す る Pi c a rd 原理 は ､ 全 て 一 致 する:(i) 0 上 ､ (ii) 任意 の O c(0 < 0 < 2 汀)
上 ､ (iii) 適 当な n ∂(0 < β < 2 汀) 上 ｡

§6 . 2 . 角領域の P - M a r ti n 境界

前節 の n β = ( 0 < l z】< 1 , 0 < a r g z < β) ､ ま た は n ♂を 回転 し て 得 られ る 領

域 を ､ ( 原 点 を 頂 点と す る) 角領 域 と 呼 ぶ こ と に す る ｡ n = ( 0 < 聞 < 1) 上 の
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密 度 P が 回転 不変 の と き ､ 系 6 . 4 に よ り ､ 原 点に 於け る P に 関す る Pi c a rd 原 理 の

成否 は ､ n 上 で 考 え て も 任意 の 角 領域 上 で 考 え て も ､ 同等 で あ っ た ｡ し か し な が

ら ､ P が 回転不変 で な い と き は こ れ 等 の P i c a r d 原 理 の 成否 は
一

致 す る と は 限 らな

い ｡ 本節 で は ､ こ れ らの Pi c a rd 原理 の 成否 が
一 致 しな い 様な P を具体的に 構成する ｡

6 . 2 . 1 . 正 数 α,占, C , d を 3/ 4 < d < c < 占 < α < 1 を満 た す 様に 選 び ､ 原 点

に 巻 き付く 螺線状の n の 閉部分集合

ぶ1
= ( r e

拍
‥ 2

~ 仲 占≦ r ≦ 2
~

物
α
,
0 ≦β < ∞〉､

ち = ( r e
`β
: 2

~

仲 d ≦ r ≦ 2
~

仲
c
,
0 ≦β < ∞〉

を考 え る ｡ 単連結 領域

打 = ( 0 < 】zl ≦ ∞) - ( ぶ1 ∪ 量)

はr = 伸l = 1) の 外側( 1 < I zl ≦ ∞) に 等角 写像 さ れ ､ C a r a tb占o d o r y の 定 理 に よ

り ､ 打の 境界 要素 はr の 点と 1 対 1 に 対応 す る ｡ 打の 原点 上 の 境 界要素 は ､ 2 種 類

の 横断線

α
れ
= 【2

~

n

c
,
2

~

叫 と乱 = [2
~

n
~ 1
α
,
2

~

れ ~ 1
d】

の 基 本列( α n)㍗と( 乱)㍗で 定 め られ る 2 個 の 要素か ら成 る ｡ 従 っ て ､ 打 の 原点 上

の 調 和 M a r ti n mi ni m al 境界 は 2 点か ら成る ｡ U か ら完 閉部分 集 合( 1 ≦l zJ ≦ ∞)
を取 り 除い て 得 られ る ､ 打の 部分領域

Ⅴ = n -

( 5 1 ∪ 量)

に 対 し て も ､ V の 原点上 の 調和 M a rti n mi n i m al 境界6
'

V( 0) は 2 点か ら成 る ｡

6 ･ 2 ･ 2 ･ 条件 0 < f n < 町 ( れ = 1
,
2
,

…

) , 1i m n まn = 0 を 満た す数 列( ㌦)㍗ に

ぶl れ = ( r e
` ∂
: 2 叫

2 汀
占≦ r ≦ 2

~

仲
α
,
2( n - 1) 打 ≦β≦ 2 れ 汀 - ㍍〉､

量n =( r e
拍
‥ 2

~

仲 d ≦ r ≦ 2
~

仲 c
,
2( m - 1) 汀 ≦β≦ 2 m 打 - f

れ〉
で 定 義さ れ る n の ツー 列(5 ･1 ･1 節参照)(ちn) J = 1 ,2; n ≧1 を考え

Ⅳ = ロ ー ∪( 5 1 n U ちn)

と 置 く ｡ (ちn) に 関す る ､ 原 点 に 於 け る ､ 密度 Q ≡ 0 の 相対 Pi c a r d 次 元

di m (Q ,( ちn)) = di m Q P( W ; ∂W - ( 0))
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は ､ 特 に ､ 原点 に 於 け る†ちれ) の 相対調和次元 と呼 ば れ る ｡ ま た ､ 記号 Q P( Ⅳ; ∂Ⅳ
-

( 0)) は ガ P ( Ⅳ; ∂Ⅳ
- ( 0)) と記 さ れ る ｡ 従 っ て

di m ( 0 ,(ちn)) = d i m H P ( W ; ∂W
- ( 0))

で あ る ｡ 同様 に ､ 原点 に 於け る ､ 密度 Q ≡ 0 の V 上 の Pi c a r d 次元 は ､ 原点 に 於

け る Ⅴ の 調 和次元 と 呼ばれ ､ 記号 Q P( Ⅴ; ∂Ⅴ - ( 0)) は ガ P( Ⅴ;∂Ⅴ
-

( 0)) と 記 さ れ

る ｡ 従 っ て ､ (6 . 1) と( 2 .3 4) に よ り

di m ∬ P( Ⅴ;∂Ⅴ - ( 0)) = ∂
*

Ⅴ(0) = 2

で ある ｡ す る と ､ 文献【8 0 ,P P ･6 3 8 - 6 3 9] の T h e o r e m l の 証 明 と 同様 の 方法 に よ り ､

数列(まれ) が 十分速 く 0 に 収束す る と き

di m H P( W ; ∂W - ( 0)) = d i m H P( V ; ∂V
-

( 0))

即 ち di m 且 P ( Ⅳ; ∂Ⅳ - ( 0)) = 2

と な る こ と を示す こ とが で きる ｡ そ こ で ､ (f n) を こ の 式を満 た す様に 選 び固定 する ｡

6 ･2 ･ 3 ･ 定 理 5 ･ 3 に より ､ 密度 ¢ ≡ 0 に 関す る ツー 列( ちn) の 正規付随密度

P が 存在す る ｡ こ の P が 本節で 求め る密度で ある こ と を示 す｡

最初 に

di m P P( n; r) = di m H P( W ; ∂W
-

(0)) = 2

で あ る こ と に 注意す る ｡ 従 っ て ､ 原 点 に 於け る P に 関す る Pi c a r d 原理 はf7 上 で

は成立 し な い ｡

次に 角 領域 A を ､ 0 ≦ J < 丁 ≦ J + 2 汀 < 如 を満た す J , γ に よ り

A =( r e
拍
‥0 < r < 1

,
J < β < 丁〉

ん =〈r e
`∂
:言2

一

物 < r <…2
一

物
,
J < β

- 2( n 功 < 丁)
( れ = 1

,
2
,

… )

を 考 え る ｡ す る と ､ ∂A n ∂ん 上零 境界値を も ち P P( A 几)
-

( 0) に 属 す る 関数 叫 γ

≠
=〈r e

拍
: r =言2

一

物
,
J < ∂ - 2( n - 1) 打 < 丁)
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上 で 境界 H a ∫n a Ck 不等式

(6 . 11) 蓋≦ c れ窓 (z ∈ ≠)
が 成立 す る( 本章序文参照) ｡ た だ し z れ ∈ 7 れ , a r g Z れ = ( α + 丁)/ 2 と す る ｡ ま た ､

C n は P と れ に 依存 し ､ u と む と z に は依存 し な い 正数 で あ る ｡ と こ ろ が

s u p pj
⊃
⊂ ∪( g l れ ∪ 量n) , ∪ ん = A - ( ぶ1 几 ∪ 量n)

に よ り ､ 各 ん 上 P = 0 で あ る ｡ 更 に ､ 7 n と z れ の 位置 を 考慮 し た A れ は ､ 7 1 と z l

の 位置 を 考慮 した A l と 相似で あ る( れ = 1
,
2
,

… ) ｡ す る と ､ C れ = C l ( れ = 1
,
2
,

…

)
と し て も(6 . 1 1) は成立 す る ｡ 即 ち ､ A 上原 点に 於 い て P に 関 す る境 界 Ⅱa r n a ck 原

理 が 成立す る ｡ 従 っ て P が 求め る密 度 で あ る:

定理 6 .5 . 次 の 条 件を 満 た す口上 の 密度 P が 存在 す る: 原 点 に 於 け る P に 関

す る Pi c a r d 原理 は ､ 原 点を 頂点 と す る 任意 の 角領 域上 で 成 立 す る が ､ 口上 で は 成

立 し な い ｡

6 ･ 2 ･ 4 ･ 定理 6 ･5 の 証 明 で 構成 し た 密度 P は 血 m タグ( n; r) = 2 を 満 た し

て い る が ､ 各 m = 2
,
3
,

… に 対 し ､ di m 鳥㌔( n ; r) = m か っ 定 理 6 .5 を 満 た す口

上 の 密度 j㌔も 構成 す る こ と が で き る ｡ そ の 為 に は ､ 巻 き 付き な が ら 原 点 に 収

束 す る 互 い に 素 な n の m 個 の 閉 部分 集 合 れ , …

,
二㌦ を 考 え れ ば よ い ｡ そ し て 各

ちか ら ､ 原点 に 収 束す る 十分細 い 帯 の 列 を取 り 除 い て ､ ツー 列 ( ちn) 1≦J ≦m ,
n ≧1 を 作成

する ｡ す る と ､ 密 度 Q ≡ 0 に 関す る(ちれ) の 正規付随密 度が 求 め る密度 f㌔で あ る‥

定理 6 ･6 . 各 m = 1
,
2
,

‥ ･ に 対し ､ 次の 条件を 満た す口上 の 密度j㌔が 存在す

る: 原点 を頂 点 と する 任意の 角領域 A 上 で F n に 関する Pi c a r d 原理 が 成立 す る が ､

d i m 鳥㌔( n ; r) = m で あ る ｡ 換言 す る と ､ 任意 の A に 対 し∂; m A(0) = ( 1 点) で

あ る が ､ ∂; m n(0) = ( m 点 ) で あ る ｡

尚 ､ m = 1 に 対す る ろ は 賞 ≡ 0 で よ い ｡

§6 . 3 . 角状領域の P - M a r ti n 境界

6 ･ 3 ･ 1 ･ 区間[0 ,1] 上 の 連 続関数¢ 1 , ¢ 2 で ､ Lip s cit z 条 件

(6 ･ 12) l¢ J( ヱ1)
- ¢ J( ご2)l ≦ αl ‡1

-

ご 21 ( 諾1 , ヱ 2 ∈[0 , 1】;J = 1
,
2)
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及 び 条件

(6 .1 3) 仇(0) = ¢ 2(0) = 0
, ¢ 1( ご) < ¢ 2( ご) ( ご ∈(0 , 1】)

を 満た す もの に 対 し ､ 領域

A = A(¢ 1 , ¢ 2) = ( ご + 盲y : ¢ 1( ヱ) < y < ¢ 2( 諾) , 0 < エ < 1)

を 角状領域と 呼 ぶ ｡ 角状領域 は角領 域陶 = ( 0 < l zl < 1 , 0 < a r g z < β) を 一 般化

した 領域 で あ り ､ 特に 原点 で の 頂角 が 0 の 場合 も扱 う こ と が で き る ｡

P を 右半平 面 γ = ( R e z > 0) 上 の 密度 と す る ｡ A を角状 領域 と する と き ､

原点 に 於 け る P に 関 す る A 上 の P i c a rd 原 理 が 成立 す れ ば ､ A の P - M a r ti n 完 開化

A妄は万と
一 致 す る(本章 序文参照) ｡ 原点 に 於 け る P に 関 す る A 上 の P i c a rd 原

理 を ､ 単に Pi c a r d 原理 と 呼 ぶ こ と に する と ､ A を 任意 に 固定 し た と き ､ 原 点 で の

P の 増大 度 が A に 依存 し て 十分小 さ け れ ば ､ P ic a r d 原 理 が 成立 す る こ と が 予想 さ

れ る ｡ 例え ば P ≡ 0 な ら Pi c a rd 原理 が 成立 す る ｡ ま た ､ A = n β に 対 し て は ､

ア( z) = 0 (l zl
~ 2

) ( z → 0)

の と き Pi c a r d 原理 が 成立 す る([10 1] 参照) ｡ 次小節 に 於い て ､ P i c a r d 原理 が 成立

す る た め に は ､ 原 点で の P の 増 大度 が A に 依存 し て ど の 程 度小 さ けれ ば十分 で あ

る か を ､ 境 界 Ⅱa r n a c k 原理 を経 由 し て 調 べ る ｡

6 ･ 3 ･ 2 ･ P を 〃上 の 密度 と し ､ A = A (¢ 1 , ¢ 2) を 角状 領域 と す る ｡ f
)
と正 数

β, ∂(∂ < 1) に 対 し ､ 区間(0 ,1] 上 の f の 関 数

叫; P , β, ∂) = m a X( P( z) ‥1 R e z 一 子l ≦ 〆,けm zl ≦∂)

を 考 え る ｡ そ し て ､ P は適当 なβ,∂に 対 し

(6 ･1 4) 嘩 ; P 溝 ∂) = 0 (( 姉 ) -

姉 ))
⊥ 2

) ( ご → 0)

を 満 た し て い る と 仮定 す る ｡

十分小さ い 正 数 王を 任 意 に 固定 し

β =

β(¢ 2(り - ¢ 1(り)
1 + 3 α

Ⅳ = A n (l R e z
一 書l < β)

と 置 き ､ A の 部 分領域
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を 考え る ､ た だ し α は¢ 1 と¢ 2 が 満 た し て い る 条件(6 ･ 1 2) に 於 け る Lip s c hit z 定 数 α と
す る ｡ f は十分小 さ い の で ､ (6 ･ 1 2) と(6 ･ 1 4) に よ り領 域 打 は 閉集 合

(l R e z - まI ≦ 〆,けm zl ≦∂)

に 含 ま れ ､ (6 . 1 3) に よ り Ⅳ上

C l
二

仏(f)
- ¢ ｡(り)

2(6 . 15) P ≦

が 成立す る ｡ た だ し ､ q は P とβと∂に 依存 し ､ f に は 依存 しな い 正数を表す ｡

Z 平面 上 の 領域 打を ､ 写像

く = 咽 =吉( z 一 子 -

㈹ )

に よ り( 平面上 の 領域 ダ( U) に 写像する ｡ F( U) は 2 直線[ R e(J = 1 と ､ α を Lip s c hit z
定数 とす る 2 個 の Li p s chit z 連 続関 数

郁) =吉( 購 + り -

… ) ト1 ≦∈≦1;J = 1
,
2)

の グ ラ フ ､ に よ り 囲ま れ た 領域 と な り ､ そ の 高 さ

¢ 2(0)
- ¢ 1(0) =

1 + 3 α

β

は ま に 依 存 し な い 0 ま た 領域 打上 の エアu = 0 の 解 u に 対 し ､ ダ( 打) 上 の 関 数

( - △ ･ β
2

咋
- 1

(())) γ( 臣 0(( = 伸 り, △ =蒜+蒜)
を満 た す ｡ こ こ で ､ (6 ･ 15) に よ り

β
2
p( ㌣ 朝 ≦ C l(i 宝)

2

で あ る の で ､ f に 依存 し な い 正 数 G に 対し ､ 線分[ま + ¢ 1(り盲,f + ¢ 2( 明 上 で 境界
H ふr n a c k 不等式 が 成立 す る:

叫(ま+ 盲y) ノ ハ
u 2(ま+ 盲y)

叫(ま + 毎)
二

〉

`

u 2(f + 毎)

(¢ 1(り≦ y ≦¢ 2(f); 叫 , u 2 ∈ P P ( 打; 紺 ∩ ∂A)) ｡

た だ し 的 = (¢ 1(り + ¢ 2(り)/ 2 と す る ｡ ま は 任意 に 固定 さ れ て い た の で ､ 原 点 に 於

い て P に 関 す る A 上 の 境 界 H a r n a c k 原理 が成 立 し ､ 従 っ て P i c a rd 原理 が 成立 す
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る ｡ 以 上 に よ り 次の 定理 を得る ｡

定理 6 .7 . ¢ 1 と¢ 2 は (6 ･ 12) と(6 ･1 3) を満た す 関数 と す る ｡ γ上 の 密度 P が

適 当 な 正数β,∂(∂ < 1) に 対 し

嘩 ; 恥 ∂) = 0 (( 姉 卜 抽 ))
● 2

) ( ご → 0)

を 満 た す と き ､ 原点に 於い て P に 関す る A (¢ 1 , ¢ 2) 上 の Pi c a r d 原理 が 成立 す る ｡

特 に右( ご) = 0
,¢ 2( ご) = が ( 5 ≧ 1) と 置く こ と に よ り ､ 次 の 系を 得る 0

系 6 . 8 . β ≧ 1 と す る ｡ γ上 の 密度 P が

P ( z) = 0(一之I
~ 2

り ( z → 0)

を 満 た す と き ､ 原 点 に 於 い て P に 関す る

( ご + 盲y : 0 < y < が , 0 < ご < 1)

上 の Pi c a r d 原理 が 成立 す る ｡

一 方 ､ アを 固定 し て 考え る こ と に す る と ､ 定理 6 .7 は 次の 形 と な る ｡

定理 6 .9 . P を γ上 の 密度 と する ｡ (6 .1 2) と(6 ･1 3) を満 た す関 数¢ 1 と¢ 2 が ､

適 当 な正 数β,∂(∂ < 1) に 対 し

¢ 1( 諾)
- ¢ 2( ご) = 0

l

)
∫
Uβ

P
リ

′

ド¢▲ ) ( 諾 → 0)

を満 た す と き ､ 原 点 に 於 い て P に 関す る A(¢ 1 ,¢ 2) 上 の Pi c a rd 原理 が 成立 す る ｡
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第 7 章 未解決問題

本章 で は現 時点で の 未解決 問題 を 提示 して ､ 今後 の 研究課 題 と し た い ｡

P をf? 上 の 回転不変密度と する ｡ 原点 に 於け る P に 関す る P i c a r d 原理 の 成否

を判定 す る方法と し て ､ E a w a m u ∫ a
- N a k ai [5 0] に よ り ､ クー 単位 判定 法( 定理 3 .3 参

照) が 得 られ て い る が ､ こ の 判定法は ク ー 単位 を調 べ る間接 的 な判定法 で あ る ｡ 直

接 的 な判 定法 を 求 め る こ と が で き な い で あ ろ うか?

問題 7 .1 . 0 上 の 回転不変密度 P に 関す る 原点 に 於け る Pi c a r d 原理 の 判定 法

を ､ 直接 P を含 む 判 定式 の 形で 求め よ ｡

K a w a m u r a r N a k ai[50] に よ り ､ 回転不 変 密度 に 関す る Pi c a r d 原理 に は 斉次性
が あ る こ と が 知 られ て い る が( 系 3 . 7 参照) ､

一

般密 度の 場 合 は不 明 で あ る:

問題 7 .2 . P は原 点 に 於 い て Pi c a rd 原理 が 成立 す る n 上 の 一

般密度 と す る ｡ C

を 正 数 とす る と き ､ C P に 関す る Pi c a r d 原理 は成 立す る か?

定理 3 . 16 に 於い て 密度f zl
~ 2
の e s s e n ti al 集 合が 決定 さ れ た ｡ よ り強い 意味で

の e s s e n ti al 集 合 を 次の 様 に 定 義す る: A = A(( a n) ,(b n)) 上 Q( z) ≦I zJ
. 2
を 満 た す

0 上 の 任意 の 一 般密 度 Q に 関 する P ic a rd 原理 が ､ 原 点 に 於 い て 成 立 す る と き ､ A

をI zf
- 2
の 強 e s s e n ti al 集合 と呼ぶ こ と に す る ｡

問題 7 .3 . r z[
. 2
の 強 e s s e n ti al 集 合 を 決定 せ よ ｡

尚 ､ 条 件 1i m s u p n _ ∞ b n / a n > 1 は ､ A が f z[
~ 2
の 強 e s s e n ti al 集 合 で あ る た め

の 十分条件で あ る こ と が ､ K a w a m u r a [48] に よ り知 られ て い る ｡ ま た定 理 5 .1 0 に

よ り ､ I zI
. 2

(l o gl z()
2
の 強 e s s e n ti al 集 合 は 存在 し な い こ と が わ か る ｡

P は口上 の 回転不変密度と し ､ Q は P に 近 い 一

般密度 と す る ｡ 原点 に 於 い て

P に 関 す る Pi c a r d 原 理 が 成 立 す る と き ､ Q に 関 す る Pi c a r d 原 理 も成立 す る こ と

が ､ 定 理 4 . 9 で 示 さ れ た ｡ 更 に ､ P に 関す る Pi c a r d 原 理 の 成 否 に 関 係せ ず常 に ､

原点 上 の P - M a rti n 境界 と Q - M a rti n 境 界が 一 致 す る こ と が ､ 定理 4 . 9 で 示 さ れ た ｡

こ れ 等 の 定理 は ､ P が 一 般密 度 の 場 合 も成 立す る こ と が 予想 さ れ る:

問題 7 .4 . P は口上 の 一 般 密度 ､ Q は P に 近 い 口上 の 一

般密度 と す る ｡ 原点

に 於い て P に 関 す る P i c a rd 原理 が 成立 す る と き ､ Q に 関 す る Pi c a rd 原理 は成 立す

る か?
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問題 7 . 5 . P は n 上 の
一 般密度 ､ Q は アに 近 い n 上 の

一 般密度 と す る 0 原点

上 の P - M a rti n 境界 は Q - M a rtin 境界 と
一 致 す る か?

p を口上 の 一 般密度 と す る ｡ j
)
( g) = 0 (l zl

~ 2

) ( z → 0) の と き ､ 原点 に 於 い

て P に 関す る P ic a r d 原理 が 成立 す る こ と が ､ K a w a m u r
a [48] に よ り 示 さ れ て い る 0

し か し ､ P が P( z) = 0(l zl
- 2
(l o gl zl)

2

) ( z → 0) を満 た し て も ､ P に 関す る P ic a r d

原理 は 成立 す る と は 限ら な い こ と が ､ 定 理 5 ･1 0 に 於い て 示 さ れ て い る 0 支配す

る
一

般密度に 関す る P ic a rd 原理 を ､ 全て 成立 さ
せ る 様な 回転不変密度の 増大度 は ､

どの 程度で あ ろ う か?

問題 7 . 6 . 次 の 条件 を満 た す定 数 β (0 < 5 < 2) は 存 在 す る か
? 条 件‥

P( z) = 0 (I zl
- 2

(l o gI zl)
S

) ( z → 0) を 満 た す 0 上 の 任 意 の 密度 P に 関 す る Pi c
a r d

原理 が ､ 原点に 於 い て 成立す る 0

以上 の 問題 7 . 2 - 7 . 6 は孤立境界点に 於け る 問題 で あ る が ､ 連続境界点 に 於 い て

も 同様の 問題 が 考え られ る ｡ しか し ､ 僅か な例外( 定理 6 ･ 5 参照) を除い て ､ 現 時

点 ま で で もそ う で あ っ た様 に ､ 或問題 が 孤 立境 界点 に 於
い て 解決 さ れ れ ば ､ 連続境

界点 に 於い て も同様の 方法で 解決 で き る こ と が ､ 予想 さ れ る 0 こ の 予想 は 正 し い

で あ ろ う か?
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