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1部分多様体

C∞多様体Mの座標近傍(ua, xi)内の二つの異なる点p, qに対して, Ua内のpか

らqへのC∞曲線C-(I(i)IO≦t≦1)をとる.従って, p-I(0)からq-I(1)で
ある.この曲線Cに沿った常微分方程式

筈(i)･∑r3･k(I(i))筈(i)yk(i)-oi-1,-
,n (1･1)

j,k

を考える･ただしIli.k(I)8まUa上の関数, (dxl(i)/dt,-
,dxn(i)/di)は曲線Cのx(i)で

の接ベクトルであり, Yi(i)をtについての未知関数とする.この微分方程式は連立一階

線形微分方程式であるから,初期値yi(o)を与えることで解Yi(i)を求めることができ

る･従って,関数族(r3･k)を与えることが解を求めることになっている･そこで,各un

上に関数族(r3･k)が与えられているとき･方程式(1･1)が座標近傍Ua内という局所的で
はなく多様体上の対象になるための条件を求めてみよう. (Up, ya)を曲線Cを含む別の

座標近傍としてUpでは(テgc)が与えられているとする.つまり,C- (I(i))- (y(i))

として,方程式(111)は(Up, ya)では

(i)･∑戸gc(y(i))E(i)yc(i)-o
a-1,-･ ,n

b,c

である.ここで

ya(i)-∑芸yk(i),誓(i)-∑慧芸(i)k i

を方程式(1.2)に代入すると

∑豊富yk'･写芸誓+∑瑠筈芸yk-oj,k b,a,i,k

となる.よって,方程式(1･1)を用いると

芸〈ri･kS-(蕊+吉瑠g))%yk-o

(1･2)
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を得る･よって,機構(r3･k)が曲線,すなわちdxj/d‖こ関係しないことと,初期値は

いろいろ変えて考えることから,結局

r3･k
-

Ec誹揺芸+蕊)
(1･3)

が各UanUpで成り立てば機構(r5･k)はM上の概念になる･この機構が接続とよばれ
るものである.

定義1･1 C∞多様体M 8こ線形接続(linearconnection)
r - (r3･k)が与えられていると

は,各(ua,xj)にn3個の関数(r3･k)が与えられていて,UanUp≠¢なるところでは

式(1･3)が成り立つことをいう･Ili.kをクリストフエルの記号という･また初期値Y(0)
に対する方程式(1.1)の解y(i)を曲線Cに沿ってのrに関する平行移動という.

Mに線形接続rが与えられているとする.二つのベクトル場X, Y∈王Mについて

座標近傍(Ua, xi)上でX
-

∑xia/∂xi,y- ∑yia/∂xiとして,∇xYを
2･ t

･xy

-写(写xjS･吉r31kXjyk)
£ (1･4)

と定義する. ∇xYは式(1.3)よりM上のベクトル場となることがわかる.実際,二つ

の座標近傍(Uc"xi),(up,ya)の共通部分Ua n Upにおいて

面-∑芸孟
∂

u

となるので, (Up,yα)に対する式(1.4)の右辺は

写(写瑠+妄戸gcXbYc)芸
となり,座標系の取り方に依存しないことがわかる.これをXによるYの共変微分

(covariantderivative)という･
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命題1.1 ∇:XMx王M一三Mは次の式を満たす.

i)Vx(Y+Z) -VxY+VxZ,

ii)V(x.z)Y
- VxY+VzY,

iii)VfXY-fVxY, fECc"(M),

iv) Vx(fY)
- (Xf)Y+ fVxY･

命題1.2 M上に接続rを与えることと,命題1.1の条件i)-iv)を満たす∇‥王Mx

王M→XMを与えることとは同値である.

証明 座標近傍(Ua, xi)上のベクトル場∂/∂xi8こついて

･志面-∑ri･k&,∇締-∑戸揺
∂ ∂

i C

で与えられる.よってUanUp≠¢で

孟-写器基,品-.;窓蒜
を式(1.5)に代入すると

･写慧爵写㌫-写誹爵(写綿
-∑冨蒜蒜+∑監窓∇赤面

∂

ab ab

-∑監品孟+∑冨窓∑Fcabiac ab
C

∑r3･k∑慧一I C

aye

となる.よって,接続の変換式(1.3)を得る. 口

(1･5)
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本節では線形接続をrと∇の二通りの方法で導入したが,これから接続から多様体

を大域的に考察するには∇の方が便利なため本稿ではこちらを採用する.

定義1･2双線形写像g:王M x王M-C∞(M)が次の二つの条件

i) g(X,Y) -9(Y,X),

ii)すべてのベクトル場x∈xMに対してg(X,X)≧0となる.ただしg(X,X)-0

となるのはX-0のときに限る

を満たすとき, gをMのリーマン計量(Riemannianmetric)という.リーマン計量g

は各点pの接空間TpMに正値内積を定める.

多様体Mにリーマン計量gが与えられているとする.このとき, Mの線形接続が

計量的であるとは∇g-0,すなわちすべてのベクトル場X, Y, Zに対して

(Vxg)(Y,.Z) I Xg(Y,Z) -

g(VxY,Z)
-

g(Y,VxZ)
- 0 (1.6)

となることである.恒等式(1.6)の条件は幾何学的な次の条件と同値である.pからq

への曲線71に沿う平行移動がgに関して等長的,すなわちすべてのu, v ∈ TpMに対

して

g(u,v)
-

g(7-u,TV)

が成り立つ.

次に振率テンソル場がo,つまり

T(X,Y) -∇xY-∇yX- [X,Y] -0 (1･7)

となるものが,一意的に存在することを述べる.その線形接続をgのリーマン接続

(Riemannian connection)またはレビ･チビタ接続(Levi-Civitaconnection)という.

定理1.1多様体M上のリーマン計量gに対し,計量的(∇g-o)かつ琴率テンソル場

がoに等しい線形接続が一意的に存在する.
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証明 計量的であることから,任意のベクトル場X,Y,Zに対して

g(VxY, Z) +9(Y,VxZ) - Xg(Y, Z)

g(VyZ,X) +g(Z,VyX) - Yg(Z,X)

-g(∇zX, Yトg(X, ∇zY)
-

-Zg(X, Y)

の両辺を加えて,式(1.7)を用いると

g(vxy,z)
- ;(xg(y,z)･yg(z,x) - zg(x,y)

+g([X,Y],Z) -g([Y,Z],X) +g([Z,X],Y))

であるから,一意的に存在することが示された. □

(1･8)

定義1･3多様体MからNへの微分可能な写像fは, Mの各点pでの微分(I.)pが一

対一である場合,はめ込みという. 〟からⅣへのはめこみJが存在するとき, 〟を

Nのはめ込まれた部分多様体(immersed submanifold)という.特にfが一対一かつ,

〟からⅣの中の相対位相をもつ部分集合J(〟)への写像Jが同相であるとき, Jを埋

め込み(embedding)といい, Mを埋め込まれた部分多様体(embedded submanifold)

という.なお,はめ込みf:M-Nが存在すれば,I Mの次元nとNの次元mとの間

にはn≦mという関係が成り立つ.

多様体Mは多様体Nの部分多様体とする.部分多様体M上のベクトル場xに対

して, N上で定義されたベクトル場度をMへ制限したものがxとなっているとき,

すなわちX
=xであるとき,度をXの拡張という.

リーマン多様体(N,卓)の部分多様体M上の任意の接ベクトルu, v ∈ TMに対して

g:TM㊧TM-Rを

g(u,v)
- 5(u,v)

と定めるとM上のリーマン計量になる.このリーマン計量gを5カ､ら誘導されたM

上の誘導計量(induced metric)という.
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局所的にはg - ∑gjidx3'@?xi,否-∑gbadyb㊧dyaより
ij ab

g,･i -

∑gba慧冨ab

と表すことができる.

点p∈Mでの任意の接ベクトルv∈TpMに対して, E∈TpNが卓(v,i)-0を満たす

とき,
pにおけるN内の一つのMの法ベクトル(normalvector)という. N内のM

の単位法ベクトル場を〟上の法切断(normalsection)という･

N内のMのすべての法ベクトルのベクトル束(vectorbundle)をT⊥Mと表す. M

へ制限したNの接バンドルはMの接バンドルTMとN内のMの法バンドルT⊥M

を直和したものである.すなわち

TN IM-TM⑳T⊥M (1.9)

となる.

Ⅳの部分多様体〟の余次元が1,すなわちⅣの次元が(〟の次元)+1であり,かつ

M, Nが共に向き付け可能ならば, M上の法切断Eを選ぶことができる.つまり法切

断Eは任意のMのベクトル場X∈XMに対して

5(X,E)-0,卓(i,i)-1

を満たすべクトル場である.リーマン計量否に関するN上のリーマン接続をラと表す.
I

命題1.3ベクトル場x,y∈xMに対して, X,YはX,Yを拡張したものとする.こ

のとき[X,Y]はX, Yの拡張に依らず

[度,テ]lrM
- [X,Y]

となる.

命題1･4 M上のベクトル場X,Yの拡張となる度,テに対して･ (百度テ)lMはX,
Yの

拡張に依らない.
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そこで(百度テ)fMをラxyと表す･
命題1･5 TM～-TM①T⊥Mの直交分解より∇xyを

ラxy- ∇妄Y+J(X,Y)

と表す.ここでc,(X,Y)はM上の法ベクトル場である.

(1.10)

(1) c, : XMx王M - r(T⊥M)は対称かつC∞(M)一双線形性をもつ.ただしr(T⊥M)

は法バンドルT⊥M - Mの切断の集合を表す.

(2) ∇妄YはM上の9に関するリーマン接続∇に一致する.

証明 M上の関数α,βに対して,そのM～への拡張を&,βと表すと&X,βYはそれぞ
′~ヽ■′

～
～

こ■こ≡■■コ =:≡

れαX,βY∈XMの拡張になっておりXPJM-Xβである.従って

ラαxβy- (専&kβテ)M

- 〈&百度βテ〉M

- [&〈(kβ)テIB(5kf))]
- (α(Xβ)Y+αβ∇妄Y)+αβC(X,Y)

となる.よって,第四式のTM成分とT⊥M成分を調べると

∇ニx(βY)- α(Xβ)Y+ αβ∇妄Y,

g(αX,βY)
-

αβC(X,Y) (1･11)

を満たす.またベクトル場Xl,X2, Yl, Y2 ∈ XMに対して拡張Xl, X2, Yl, Y2 ∈王M～

を考えると

ラ(xl.X2'(YlI Y2) - (ラ(x-1.X-2)(Y～1I Y～2)〉
- (百度1fl･百度1f2+百度2東+百度2i?2)
-∇妄1Yl

+ ∇妄1Y2+ ∇妄2Yl+ ∇妄2Y2

+
c,(Xl,Yl)

+
J(Xl,Y2)

+
c,(Y2,Xl)+ c,(X2,Y2)
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となる.よって

V;xl.X2)(Yl+ Y2)- VklYl + VklY2 + Vk2Yl + Vk2Y2

J(Xl +X2,Yl
+ Y2) - C,(Xl,Yl)+ J(Xl,Y2)

+
J(Y2,Xl) +J(X2,Y2) (1･12)

を満たす.従って∇* :王Mx王M→XMは命題1.1の条件を満たし, M上の線形接

続を与える.またJ:王MxXM→r(T⊥M)は双線形性をもつ.リーマン接続車は

振率がoであることから,命題1.3, 1.4から

･ o- (百度テーラテ度-[度,y])fM
ニラxy一専yx- [x,y]

- ∇妄Y+cT(X,Y) -∇;X-J(Y,X)
-

[X,Y]

となる.接成分と法成分を比べると

VkY-V}X- [X,Y] -0,

cT(X,Y)
-

cr(Y,X)

を満たす.これらの等式は, ∇*は振率は0でありcrが対称性をもつことを示している.

M上の任意のベクトル場X,Y,Zに対して,それぞれの拡張をX,Y,Zとする.

き(Y,Z)

M-g(Y,Z)であるから度(卓(チ,i))
〟 -X(9(Y,Z))であり,リーマン接続

ラは計量的であることから

･妄(a(Y,Z))ニラ度(卓(チ,z～))lM
- (き(百度テ,z～).き(チ,守kZ～))lM

-き(∇妄Y
+
c,(X,Y),'Z)+き(Y,∇妄Z+q(耳,Z))

-き(∇妄Y,Z)+卓(Y,∇妄Z)

-

9(VkY,Z) +g(Y,VkZ)

である.これより, ∇*は誘導計量gのリーマン接続であることがわかる･以下∇*を

∇と表す. □
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上に命題1･5で述べた誘導計量のリーマン接続∇を誘導接続(induced connection)

といい,またJを第二基本形式(secondfundamental form)という.第二基本形式は

q:xMxXM-r(T⊥M)と定義されたが,式(1.ll), (1.12)によりC∞(M)一双線形

性をもつことからc':TM①TM-T⊥Mと考えることができる.

命題1.6 M上の法ベクトル場Eとベクトル場xのM～上への拡張をそれぞれE, Xと

表す･このとき(∇度E)
Mは拡張に依らない. (百度E～)lMをラxEと表すことにしTM～-

TM㊦T⊥Mの直交分解により

∇xE-
-AEX+∇妄E (1･13)

と表すと

i) AEXはE, Xに関して双線形性をもち, p∈MでAEXLまEp, Xpに依存する.

ii)g(AEX,Y) -卓(J(X,Y),i)が成り立つ.

証明 〟上の関数α,βに対して

ラ｡xβE-
α∇x(βE)

-

α((xβ)i
+ βラxE)

-

α(Xβ)i
-

αPAEX + αβ∇妄E

となり,これより

AβE(αX)- αβAEX, ∇a-Lx(βE)
-

α(Xβ)E･+αβ∇妄E (1･14)

であることがわかる.またベクトル場Xl, X2 ∈XMと法ベクトル場El,E2 ∈r(T⊥M)

に対して

∇(xl+X2)(El+ E2)-∇xIEl + ∇xIE2 + ∇x2El + ∇x2E2

ニーAEIXl -AEIX2 -AE2Xl
- AE2X2

+ ∇妄1El+ ∇妄1E2+ ∇妄2El+ ∇去E2
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となり

A(El+e2)(Xl+ X2) - AEIXl + AEIX2 + AE2Xl + AE｡X2,

∇txl+X2)(El+ E2)- ∇klEl+ ∇ilE2+ ∇妄2El+ ∇妄,E2
(1･15)

を満たす･ AEXがE, Xに関して双線形性をもつことを示している.特にAEXはEp, X

によって定まる.

YをM上のベクトル場とすると,直交性より卓(∇xY,i) -卓(Y,∇妄E)
- 0である

から

o
-専x (∂(y,i))-卓(∇xY,i) +卓(Y,専xE)

-卓(∇xY
+
cr(X,Y),i)+卓(Y,-AEX

+ ∇妄E)

-き(J(X,Y),E)
-

g(Åex,Y)

となる.つまりg(AEX,Y) -卓(c,(X,Y),E)が成り立つ･
□

命題1.6のAEをEに関する形作用素(shape operator)という.

命題1.7 ∇⊥はT⊥M上の誘導計量に関するN内のMの法バンドルT⊥Mの誘導接

続である.

証明 式(1.14),(1.15)より,∇⊥はr⊥〟上の線形接続を定義していることがわかる.

法ベクトル場E, 77∈ Il(T⊥M)に対して

∇xE-
-AEX+∇妄E,

∇x77-

-A叩X+∇如

であるから,これより

卓(∇妄E,り)+5(E,∇妄り)-卓(∇xE,り)
+ 5(i,専xり)

ニラx(a(E,り))-X(5(E,り))
- ∇妄(5(i,り))

となる.よって,接続∇⊥は卓から誘導される法バンドル内のファイバー計量に対し

て計量的であることがわかる. □
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なお∇立E
- 0ならば, M上の法ベクトル場Eは法バンドル内で平行(parallel in the

normal bundle),または単に平行(parallel)であるという.

式(1･10)はガウスの公式(formula ofGauss)と小い,式(1.13)をワインガルテンの

公式(formula of Weingarten)という.

ここで本稿に現れるいくつかの代表的な部分多様体について述べておく.第二基本

形式c'が消滅する,すなわちcr - oであるとき,部分多様体MはN内で全測地的

(totallygeiodesic)であるという･また,点p∈ M8こおいてc,p ‥TpM x TpM - TpIM

がo写像であるとき, Mは点p･においてN内で測地的であるという.･

第二基本形式Jと点p ∈ Mにおいての接空間TpMの正規直交基底el,-
,enに対

して

り-三∑J(ei,ei)且

と定める･このベクトル場りを平均曲率ベクトル(meancurvaturevector)という.平均

曲率ベクトルのノルムIfb(IをHと表IL,,これを平均曲率(meancurvature)という.平

均曲率が各点で消滅する,すなわちH - 0であるとき, Mを極小部分多様体(minimal

submanifold)であるという･また点p∈ Mにおいてc,-g㊨りpを満たすとき, Mは点

pにおいてN内で頗的(umbilical)であるという.各点pにおいて肺的であるとき,
M

はN内で全勝的(totally umbilical)であるという.M上のベクトル場X, Yに対して

卓(J(X,Y),り)-入g(X,Y) (1･16)

を満たすような〟上の関数入が存在するとき, 〟をpseudoumbilcal部分多様体と

いう.極小部分多様体がpseudonmbilcal部分多様体となることは明らかであり,入-

5(～,り),式(1.16)を満たす,全勝的部分多様体が全測地的であるための必要十分条件

は極小であることである.

点p∈MでMの単位法ベクトルEに対して,形作用素AEは自己共役である,すな

わち任意の接ベクトルv, w ∈ TpMに対してg(AfV,W) -g(v,Aew)が成り立つことか
ら, Af : TpM-TpMの固有値は実数である･ AEの固有値をFCl,･･･

,fCnとしたとき
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AEのpciに対する固有ベクトルviで(vl,･･･
,Vn)がTpMの正規直交基底となるものが

存在する.このとき固有値rciを主曲率(principalcurvature),固有ベクトルviを法方

向Eの主方向ベクトル(principal direction)という･

リーマン多様体N上の任意のベクトル場X,Y, Zに対して,曲率テンソル場点:

XNx王NxXN→XNを

～ ノ~ー ～ ～ ～

_~L__-
～ ～ ′~ヽ-′ ノ~〉 ′~ー

R(X,Y)Z - ∇度∇テZ- ∇テ∇度Z - ∇[k,テ〕Z

と与える.その部分多様体M上の任意のベクトル場をX, Y, Zをとると

R(X,Y)Z -予xラyz -ラy専xz
- ∇【x,y】z

(1.17)

(1･18)

となる.ガウスの公式(1.10)により

R(X,Y)Zニラx (∇yz+ c'(y,z))
- ∇y.(∇xz + J(X, Z))

二(∇【x,y]Z
+
J([X,Y],Z))

-∇x∇yz + c'(x,∇yz) +専xo･(y,z)

- ∇y∇xz -

c'(y,∇xz)+専yJ(X,Z)

- V[x,y]Z -

cr([X,Y],Z)

-R(X,Y)Z+J(X,∇yZ) -J(Y,∇xZ)
-

J([X,Y],Z)

+予xc'(y,z) -予yc'(x,
z)

となる.ただしRはM上の曲率テンソル場XMxXMーXMである. M上の正規

直交準ベクトル郎1,-,i--nを用いてJ(チ,y)
- ∑Ja(X,Y)Eaと表す･任意のべ

α

クトル場X,Y,Z∈£Mに対して

(∇xJa)(Y,Z) - Xcra(Y,Z) -

Ja(∇xY,Z)
-

Ja(∇yX,Z) (1･19)
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と定めると,ワインガルテンの公式(1.13),命題1.6により

克(x,y)z -R(X,Y)Z
+ ∑Ja(X,∇yZ)Ea - ∑Ja(Y,∇xZ)Ed- ∑qa([X,Y],Z)Ea

α α α

+∑x(Ja(Y,Z))Ea
+ ∑qa(Y,Z)ラxEa- ∑Y(qa(X,Z))Ea

- ∑qa(X,Z)専yEa
α α α α

-R(X,Y)Z+ ∑Ja(X,∇yZ)Ea
- ∑Ja(Y,∇xZ)Ea- ∑qa([X,Y],Z)Ea

α α α

+ ∑x(Ja(Y,Z))Ea+ ∑Ja(Y,Z)(-AEaX+ ∇妄Ea)
a a

-

∑y (Ja(X,Z))Ea
-

∑ga(X,Z)(-AEaY + ∇iEa)
α α

-R(X,Y)Z
+ ≡((∇xga)(Y,Z)

-

(∇yJa)(X,Z))Ea
α

-

∑Ja(Y,Z)AEaX + ∑ga(Y,Z)∇妄Ea
α α

+ ∑Ja(X,Z)AEaY + ∑ Ja(X, Z)∇iEa
α α

(1･20)

を得る.これより, 〟上の任意のベクトル場Ⅳに対して

∂(R(X,Y)Z,W) -

g(R(X,Y)早,W) +卓(J(X,Z),c,(Y,W)) -5(J(X, W),J(Y, Z))

(1･21)

となる.式(1.20)により, R(X,Y)Zの法成分を

(廃(x,y)z)⊥- ∑(qa(∇xJa)(Y,Z)-Ja(∇yJa)(X,Z))Ea
α

+ ∑Ja(Y,Z)∇妄Ea- ∑Ja(X,Z)∇iEa
α α

(1.22)

と与えることができる.方程式(1.21)をガウスの方程式(equationof Gauss)といい,

方程式(1.22)をコダッチの方程式(equation of Codazzi)という･
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第二基本形式Jに対して,その共変微分を∇xJによって

･∇xg,(y,z)

-∇妄(写Ja(Y,Z)Ea)一写{ga(vxy,z,
+Ja(Y,VxZ,}Ea

(1.23)
- ∑(∇xJa)(Y,Z)Ea+ ∑Ja(Y,Z)∇妄Ea
α α

と定める.この方程式より,コダッチの方程式は

(i(x,y)z)⊥- (exJ)(Y,Z)
-

(∇yg)(X,Z) (1.24)

と書き表すことができる.

次に,曲率テンソル場を用いて断面曲率を定義する･リーマン多様体(M,
g)につい

て,点p∈ Mの接空間TpMの二次元線形部分空間を7Tとする･この7Tを平面(plane)

または切り口(planesection)という.7Tを張る一次独立なべクトル場X, Yをとるとき

シュワルツの不等式から9(X,X)g(Y,Y) -g(X,Y)2
> oとなる. 7Tに対する断面曲率

(sectionalcurvature)K(7T)%

K(7r) - K(X,Y) - g(R(X, Y)Y, X)

a(X,X)g(Y, Y)
-

a(X,Y)2

と定める･ X,Yのとり方に依らないことは,別の一次独立なべクトル場(Xl,Yl)杏

とり

Xl-aX+bY, Y1
-CX+dY

であるとすると,曲率テンソル場Rの三重線形性よりg(R(Xl,Yl)Yl,Xl) - (ad-

bc)2g(R(X,Y)X,Y)となりg(Xl,Xl)g(Yl,Yl)-9(Xl, Yl)2- (ad-bc)2(g(x,x)9(Y,Y)-

a(X,Y)2)であるからK(X,Y)
- K(Xl,Yl)'が成り立つ.またel,e2が7'の正規直交

ベクトル場であるならば

K(7T) - g(R(el,e2)e2,el)

となる･ TpMの各7,について, K(7T)が一定値Kpのとき(M,a)は点pで定曲率であ

るという･更に, Kpが各点pについても定数のとき(M,a)は定曲率空間,または美空
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闇形であるという･曲率テンソル場Rがoに等しいときは,断面曲率K(7T)はすべて

の点のすべての7Tに対して0になる･逆に, K(7T)-0がすべての7Tに対して成り立て

ばRがoである.実空間形における基本定理としてSchurの補題がある.

定理1･2 (Schurの補題) 〟が三次元以上の連結なリーマン多様体とする. 〟の各点

pにおける任意の二次元部分空間に対して,断面曲率が定数(点pに依存してもよい)

ならば, Mの断面曲率は点pにも依らず一定である.特にMが完備単連結であれば,

Mは実空間形となる.

命題1.8二次元以上の多様体〟が定曲率cのリーマン多様体であるための必要十分

条件は,任意の接ベクトルu,v,w∈TpMに対して

R(u,v)w
-

c(g(v,w)u
-

g(u,v)w)

が成り立つことである.
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2 野水･矢野の定理

二次元以上のC∞リーマン多様体上の弧長で径数付けられた滑らかな曲線7が,あ

る定数I'(>0)と↑に沿った単位主法ベクトル場Y7を用いて

(2.1)

を満たすとき円という.ただし∇ヤは7に沿う共変微分を表す･このときKを7の測地

曲率といい, 1/FCを7の半径という.計量gで表したままだと式が見にくくなるため本

節以降では特にことわらなければg(v,w)杏(v,w)と表すことにする･

次に,円についてのいくつかの事実を述べる.

命題2.1弧長で径数付けられた曲線7について, 7が円ならば三階の微分方程式

∇ヤ∇十ヤ+(∇十ヤ,∇十仰-0 (2･2)

を満たし,また逆に, 7が三階の微分方程式(2･2)を満たすならば7は測地線または円

である.

証明 曲線7が円ならば′式(2.1)によって

∇ヤ∇ヤサニrc∇ヤY,- -K2ヤ

であり

(∇ヤヤ,∇ヤヤ)- FC2･

であるため,微分方程式(2.2)を満たす一

逆に,孤島で径数付けられた曲線7について, llヤII- 1から(ヤ,∇ヤヤ)-0が得られ

る.従って7が微分方程式(212)を満たすならば

孟(∇ヤヤ,∇il)- 2(∇ヤ∇ヰヤ,V巾)- -2(∇十ヤ,叫(ヤ,∇il)
- 0
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となり, (∇十ヤ,∇ヤ桝ま7に沿って一定となる･そこでIl∇巾‖2-(∇ヤ十,∇十ヤ)-0の場
令, ∇十サニ0であるから7は測地線であり,

-7}II∇巾‖2≠oの場合はK-ll∇巾‖,
Y, -

三T1
--

とおくと, Y7は∇ヤ十-fCY7を満たすような7に沿う単位ベクトル場となる. -

7},微分方程式(2.2)より

･十Y,

-三∇十∇ヤヤ-三(-K2ヤ)ニー巾
となり,7は円となる. □

等長はめ込みf : M- M～において, fは全勝的かつ平行平均曲率ベクトルをもつと

普,リーマン部分多様体〟をextrinsic
sphereという.

定理2･1 (野水･矢野の定理[22])リーマン多様体M～とその部分多様体Mについて,

次の二つの条件は同値である.

(1)M LまM～のextrinsic sphereである.

(2) M上のすべての円はM～上の曲線としても円である.

extrinsic sphereになるための条件をもう少し細かく見ると,堺のように表現するこ
とができる.

定理2･2リーマン多様体M～のリーマン部分多様体Mがある･ある走数r(> o)に対

して｢M上の半径rのすべての円がM～上で円となるならば, MはM内の.｡Ⅹtrinsic

sphereである･｣逆に, ｢MがM～のextrinsic
sphereであるならば, M上のすべての

円はM～上の曲線とみても円となる.｣

M～の部分多様体Mがextrinsic sphereであることを特徴付けるために,定理2.1で

はM上のすべての円がM～でも円にみえることを仮定しているが,定理2.2では! M上

のある測地曲率fCの円についてのみを仮定している.
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等長はめ込みf : M- M～について, M上の弧長で径数付けられた滑らかな曲線7

に対して, M～上の曲線f｡7を7の外的形状(extrinsic shape)という.簡略化するた

め,しばしば外的形状f｡7を7と略して表すこともある.～

第二基本形式Jの共変微分に関しては,前節の定義式(1.23)により,それぞれTMo

TM⊥の接続を用いて

(∇xc,)(y,z) - ∇妄(c,(y,z))
-

g(∇xy,zトc,(Y, ∇xZ) (2･3)

と定められる.

野水･矢野の定理は本研究の出発点になっていることから,ここであえて証明をつ

けておく.

定理2.1(定理2.2)の証明 条件(2)が条件(1)を導くことを証明する.Mの各点pにお

いて接空間TpMの任意の正規直交接ベクトルの組(u, v)をとる.曲線7
‥(′-E,E)- M

は,7(0)-p,ヤ(0) -u,∇十十(0)
- (1/r)vを満たす円とする.ただし∇はM上の共変微

分であり,ヤ(s)は点7(s)での速度ベクトル場である.円であるから命題2.1より, 7は

三階の微分方程式

∇十∇ヤヤ(s)+ (∇ヤヤ(s),∇ヤヤ(s))ヤ(s)- 0 (2.4)

を満たす.また仮定より, 7はM～上の曲線とみても円であるから,三階の微分方程式

∇ヤ∇十ヤ(s)+ (∇ヤヤ(s),∇†ヤ(s))ヤ(s)
- 0 (2･5)

を満たす.ただしラはM～上の共変微分とする.M内のMの第二基本形式をJと表す

ことによって,ガウスの公式(1.10)より

∇十ヤ(s)- ∇十ヤ(s)十c,(ヤ(s),ヤ(s))

を満たし,ワインガルテンの公式(1.13),式(2.6)より

∇十∇ヤヤ(a)
- ∇ヤ(∇ヤヤ(s))+ ∇ヤ(a-(ヤ(s),ヤ(s)))

- ∇ヤ∇ヤヤ(a)+o･(ヤ(s),∇十ヤ(s))

(2･6)

-

Ag(1(s),i(s))ヤ(a)+ ∇,i(c,(ヤ(s),ヤ(s)))(2.7)
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となる･このとき,式(2･6), (2･7)を式(2･5)に代入し,式(2.4)より

cr(ヤ(s),∇十ヤ(s))
-

Ag(i(s),1(s))ヤ(s)

+∇7!(J(ヤ(s),ヤ(s)))+ (J(ヤ(a),ヤ(s)),q(i(s),ヤ(s)))ヤ(s)
- 0 (2.8)

を満たす･この式(2.8)を〟の接成分と法成分に分解することにより

AJ(十(s),1(s))i,(s)- (c,(ヤ(s),ヤ(s)),J(ヤ(s),ヤ(s)))ヤ(s),

0 -
c,(1(s),∇ヤヤ(s))

+ ∇,I(c,(ヤ(s),ヤ(s)))

を得る･第二基本形式Jの自然な共変微分∇の式(2.3)を用いると

(67ヤJ)(ヤ(s),ヤ(s))- ∇71(o,(ヤ(s),ヤ(s)))I 2o1(1(s),∇ヤヤ(s))

である･式(2.10)杏

3c,(ヤ(s),∇ヤヤ(s))- -(∇ヤCr)(ヤ(s),ヤ(s))

と表すことができ, s-0においては1(0)-u,∇11(0)=
ivであるから
γ

J(u,V)
-;(∇uJ)(u,u)

(2.ll)

となる･この等式(2･11)は任意の単位接ベクトルu∈TpMを与えたとき, uに直交し

ている任意の単位主法ベクトルv∈TpMについて成り立つ.特に, vを-v.に入れ替

えたとき,式(2.ll)は

-J(u,V)
-

J(u,-V)
-一芸(∇uJ)(u,u)

(2･12)

となるので,式(2.ll), (2.12)を比較すると,直交する二つの任意の単位接ベクトル

u,vに対して,c,(u,v)-0となる.また,このことから式(2.ll)より

(∇uc,)(u,u)- o (2･13)
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を得る.任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)に対してc,(u,v) -0となるから,正規

直交接ベクトルの組((u+v)/1乃,(u-v)/1乃)に対して考えると

o - 2c,((u+v)/ヽ乃,(u
-

v)/1乃)
-

c,(u,u)
-

c,(v,v)

となりc'(u,u)-J(v,V)を得る.これより,平均曲率ベクトル場bは任意の単位接ベク

トルu∈TpMについて

りp-三皇J(ei,ei)-王墓J(u,u)
-J(u,u)

i=1

である. u, vが直交すればc'(u,v) -oであるから,任意の接ベクトルwl,W2 ∈TpMに

対して

J(wl,W2)
- (wl,W2)りp (2.14)

n n

が成り立つ･実際,正規直交基底(ei)をとり,
wl-∑aiei,W2-∑bieiとすれば,

J

i=1 i=1

の双線形性より

n n n

J(wl,W2)
- ∑∑aiu'J(ei,e,･)- ∑aibiJ(ei,ei)
i-1 i-1 i-1

- (;aibi)りp- (wl,W2)りp

となる.よって,全勝的であることがわかる.また,第二基本形式の共変微分式(2.3)の

双線形性,式(2.13), (2.14)より,任意のベクトル場X,Yに対して

∇妄(cr(y,y))- (∇xc,)(y,y) + 2J(∇xY,Y)
- 2J(∇xY,Y),

∇妄(J(Y,Y))- ∇妄((y,y)ら)- (Y,Y)∇加+2(∇xY,Y)ち

- (y,y)∇加+2c'(∇xY,Y)

となることから, ∇加-oである･つまり

(∇加)p
-吉皇(やug)(ei,ei)

- 0

i=1
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であるから,平行平均曲率ベクトルをもつ･

逆に,条件(1)が条件(2)を導くことを証明する. 〟がextrinsicsphereであるとき,

任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)に対して

J(u,V)-(u,V)bp-0 かつ(∇ulb)p-0

となる.従って

(AJ(u,u)u,V･)- (c,(u,u),J(u,V))- 0

となるので

AJ(u,u)u - (AJ(u,u)u,u)u- llc,(u,u)‖2iL

である.式(2.1),ワインガルテンの公式(1･13)より, M上の測地曲率K(>0)の円↑

をとったとき, Mの平均曲率をHと表すことで

∇ヤ∇十ヤ-∇ヤ(∇ヤヤ+c,(ヤ,ヤ))

- ∇ヤ(fCYT+ c,(ヤ,ヤ))

-

IC∇ヤYT
- AJ(i,ヤ)7

ニー(pc2
+ llcr(ヤ,ヤ･)ll2)ヤ

ニー(FC2+H2)ヤ

となる･ただしY,は円7の速度ベクトル場小こ対しての単位主法ベクトル場を表す･

このように, fo7は測地曲率J訂丁扉の円となることがわかる･
□
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3 曲線族

野水･矢野の定理において円が重要な役割を果たしたことから,本節ではリーマン

多様体〟上のある滑らかな曲線の族を定めることから始める.リーマン多様体〟上

の弧長で径数付けられた滑らかな曲線7について,正値関数FCl,･･･
,ltd-1と7に沿っ

た正規直交ベクトル場Yl -ヤ,Y2,-･ ,Ydとがあり,連立微分方程式

∇十ヤ pcIY2,

∇J2 -rClヤ+ J'2Y3,

∇十Y3
-PC2Y2

+ rc3Y4,

∇ヤYd-1ニ
ーFCd-2Yd-2

+ FCd-1Yd,

∇ヤYd -

fed-1Yd-1

(3･1)

を満たすとき, 7は真の位数dのフレネ曲線(Frenet
curves of proper order d)という･

また, f'1,- ･

,FCd_1を7の測地曲率(geodesiccurvature),
(Yl,-
,Yd)を7のフレネ標

棉(Frenet frame)という.真の位数がd以下のフレネ曲線を総称して位数dのフレネ

曲線という.なお, FCo≡PCd≡0,Yo≡Yd+1 ≡0とすることで,連立微分方程式(311)は

∇十Yj -
-FCj-1Yj11+rc3･Y3･+1 i - 1,-

,d

と表現することもある.測地曲率を正定数とするとき,連立微分方程式

∇十Y,･-
-fC,I-1Yj-1

+rc3･Yj+1 i - 1,-
,d

を滴たすとき,真の位数dの螺線(helixらfproperorderd)という.ただし,ここでも

fC｡≡FCd≡0,Y. ≡Yd.1 ≡0とする.真の位数d以下の螺線を総称して位数dの螺線と

いう.位数dの螺線は位数dのフレネ曲線の代表的な例であり,位数1の螺線は測地

線のことである.真の位数2の螺線は円のことであり,微分方程式

∇十Yl - rCY2, ∇十Y2
-

-PCYl,
Yl
-十
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を満たす.なお,測地線を曲率oの円と考えることもある.

例1 (ユークリッド空間Rnにおける測地線,円,常螺線)

ユークリッド空間Rnの共変微分は通常の微分(方向微分)を意味する.従って,以

下のようになる.

(1)点p∈Rnでv∈TpRn竺Rnを初期ベクトルとする測地線は

7(s)-P+sv

である.

(2)点p∈IRnでv∈TpRn空Rnを初期ベクトル, w∈TpRn空Rnを初期主法ベクト

ルとする曲率FCの円7･つまり1(0)-v,∇†1(0)-fCWとする円7は

1

7(s)
-P･-W･三(vsinKS-WCOSKS)Fi..

である.

(3)真の位数3の螺線7で

7(0) -p, i(0)
- v, ∇十1(0)- FCIW, ∇十∇十1(0)ニーFC…v+fClrC2u

を満たすものは

7(s)-P+
+

fCIW
. Jt…v+pclrC2u

rc至+pc…

■

FC誉+rc茎
PL:･1W

~才巧cos
fC亨v

I

FClrC2u

である.

例2 (通常球面Snにおける測地線,円)
′

断面曲率1の球面Snは

Sn-(p-(po,･･･
,pn)∈Rn+1 lp呂+p…+-･+pZ-1)
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としてユークリッド空間Rn+1から誘導計量を導入したものである.

Snの外向単位法ベクトルをEと表すと, Rnの位置ベクトルとの同一視によりEp-p

となる.

TpSn
-(v
∈Rn'1 [b,v) -0) ⊂汲n'1竺TpRn+1

であるから, Sn上の誘導接続∇はRn+1の接続∇を用いて

∇xy-ラxy- (∇xy,i)Eニラxy+ (x,y)i

となる.実際, (Y,i)-0より

o - ∇x(y,E) - (∇xY,i)+ (Y,ラxE)- (∇xY,E)+ (Y,X)

である. Sn上の7(0) -p∈ Sn ⊂Rn+1,ヤ(0)-v ∈TpSn ⊂TpRn+1空Rn+1である測

地線は

7(s) -PCOSS+vsins .

で与えられる.また

7(0)-p,朋0)-v,∇ヤ1(0)-Few (w∈TpSn ⊂Rn+1,Hw‖
- 1)

である円は

7(s)
-

FC2p + fW V

FC2+1 ■仰7 sin何1s
+ Pis cos仔口s

で与えられる.

例3 (実双曲空間RHnにおける測地線,円)

蛎面曲率-1の実双曲空間RHnは

RHn-(p-(po,･･･ ,pn)∈R芋+1
I
-p呂+p至+-+pまニー1)

としてユークリッド空間Rn+1に

《x,y))- -xoyo +xlyl +
- +xnyn
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という二形式《 , ))を与えた空間RT+1から誘導される計量を導入したものである.

RHnの点pを位置ベクトルとしてfpとする. RHnに接するベクトル場を考える.

TpRHn - (v ∈ Rn'1 H(p,v))- 0)

であることから, RHn上の誘導接続∇はR;'1の接続車を用いて

∇xy
-ラxy+ ((∇xy,E))Eニラxy

- 《x,y))i

となる.実際, ((i,E))ニー1であるととと((Y,i))-0より

o - ∇x((y,i))- ((∇xY,i))+ ((Y,ラxE))- ((∇xY,i))+ ((Y,X))

から得られる.

RHn上の7(0) -p ∈ RHn ⊂取;+1,1(0)
- v ∈ TpRHn ⊂ TpRn'1空Rn+1(((v,v)) ≧

0)である測地緑は

7(s)-PCOShs+vsinhs

で与えられる.また

7(0) -p,1(0) -v,∇十1(0)
-pew (w ∈ TpRHn ⊂Rn+1,《w,w))

- 1)

である円は

Jt2p + FCW V

7(a)
-

rc2-1一√㌻｢

p･vs･去(KW･p)s2IC2p + Few V

sinvns-諾cos併1s
a,1,

1-fC2 ■仰

FC-1,

sinhJi7s･Pi3coshJFas
o < FC < 1

で与えられる.

例1, 2, 3に挙げたユークリッド空間,球面,実双曲空間を総称して実空間形という.

実空間形においては,二つの螺線↑1,72が合同であるための必要十分条件は
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i) (71の真の位数)- (72の真の位数),

ii)71の測地曲率Kil),･･･,KSl)と72の測地曲率Ki2),-･,KS2)について,
K5･1)-K5･2),

]-1,-,d

が成り立つことである.

複素空間形についての合同条件について述べる.

i<jに対して

Ti3･ - (Yi,JYj)

を複素振率と'b,う･複素射影空間CPn,複素双曲空間CHnでは二つの螺旋71,72が合

同であるための必要十分条件は

i) (↑1の真の位数)- (72の真の位数),

ii)71の測地曲率Kil),-,KSl)と72の測地曲率Ki2),-,KS2)について,
K5･1)-K5･2),

]-1,-
,d

iii)あるtoがあり,次のいずれかの条件が成り立つ.

(a)Ti(:)(0)
-

Ti(,?)(i.)すべてのi,jについて成り立つ･

(b)Ti(:)(0)
-

-Ti(,?)(t｡)はすべてのi,jについて成り立つ･

複素ユークリッド空間Cnは実ユークリッド空間R2nと同型であるため,一般の等長

変換による合同性は実空間形の場合の合同条件となる.一般に複素ユークリッド空間

と局所同型ではない複素多様体において,等長変換pは正則または反正則である,つ

3:'り

dp｡J-土Jodp

を満たすことが知られている.複素ユークリッド空間においても正則または反正則な

合同変換に限れば,複素空間形の場合の合同条件が成り立つ.なお,条件iii)の(a)は

正則等長変換による合同性を, (b)は反正則合同変換による合同性を示す.
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次に,本稿の中心の対象である位数2の曲線,位数2の点について詳しく述べる.

位数2のフレネ曲線を更に一般化した概念として位数2の曲線がある.リーマン多

様体M上の孤長で径数付けられた滑らかな曲線7が三階の微分方程式

Il∇巾=2〈∇十∇十ヤ+II∇巾‖2ヤ)- (∇ヤヤ,∇十∇ヤヤ)∇十ヤ (3.2)

を満たすならば, 7を位数2の曲線という.孤長で径数付けられた滑らかな曲線7 ‥

I-MBこ対して, so∈Iで7に沿う法ベクトル∇ヤ十が∇十ヤ(so)-0となるとき,点

7(so)を7の変曲点(inflectionpoint)という･変曲点においては方程式(3･.2)を満たす･
従って,変曲点以外の様子が重要である.

補題3.1 (1)位数2のフレネ曲線は位数2の曲線である.

(2)位数2の曲線がすべてのsに対して変曲点ではない,つまりFl∇十ヤ(s)H> 0を

満たすならば,その曲線は測地曲率FC(a) - ll∇十ヤ(s)lI,フレネ標構(ヤ,Y2-

∇十ヤ/If∇巾‖)を満たす真の位数2のフレネ曲線となる.

証明 (1) 7が測地線であるとき,微分方程式(3.2)を満たす. 7が真の位数2のフレ

ネ曲線であるとき

∇ヤヤ(s)- fC(a)Y2(s),∇十Y2(s)三-FC(s)ヤ(s)

を満たし

∇ヤ∇ヤヤ(s)ニーfC′(s)ヤ(s)-

fC2(s)ヤ(s)

となり微分方程式(3.2)を満たす.

(2)a(s)
- H∇十ヤ(s)rlとおくと,KK′- (∇ヤヤ,∇ヤ∇†ヤ)とな盲.微分方程式(3･2)より

FC2 (∇ヤ∇ヤ十+fC2ヤ)
-

rcFC′∇十ヤ

となるから,ベクトル場Y2-(1/FC)∇ヤヤは

･十Y2

-去(K2∇ヤ∇十ヤー付和)ニーKヤ
となり,結果を得る. 口
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この補題により,位数2の曲線に対して正値関数Il∇巾‖を測地曲率という.特にすべ

ての測地線と円は微分方程式(3.2)を満たし,位数2の曲線の多くの例があることがわ

かる.しかし,一般的に位数2の曲線は位数2のフレネ曲線ではない.事実,すべて

の平面曲線は位数2の曲線であるように,変曲点をもつ,つまり∇十ヤ(so)-0となる

位数2の曲線が存在する.曲線が局所的にある二次元全測地的部分多様体に含まれる

ならば,その曲線を平面曲線という.

位数2の曲線について理解しづらい面があるので,少しクラスを絞って標構をもつ

曲線を考える.変曲点においてフレネ標構に類する標構を利用できるように,広い意

味で位数2のフレネ曲線について紹介する.孤長で径数付けられた滑らかな曲線7が

ヤに直交する7に沿うベクトル場Yと滑らかな関数FCを用いて

〈
vv:yi;ss,7
≡a-'KS('s7is('s,)(3･3)

を満たすとき,広い意味で位数2のフレネ曲線という.ここでは測地曲率rcを正と仮

定しない.

例4パラメータtを用いて

7(i)
- (i,t3)

として表される三次曲線を孤長パラメータsに取り替えた曲線を考える.点7(0)の前

後で曲がり方が変化し,
T(0)は変曲点であり,この曲線は,広い意味で位数2のフレ

ネ曲線であるが,位数2のフレネ曲線ではない.

曲線7が測地線ではなく広い意味で位数2のフレネ曲線であるとき,組(FC,Y)は符

号が決まる･つまり, (FC,Y)または(-rc,-Y)が方程式(3.3)を満たす.従って,変曲

点をもたないならば,広い意味での位数2のフレネ曲線と位数2のフレネ曲線とは同

じ概念である.すべての孤長で径数付けられた滑らかな平面曲線は広い意味で位数2

のフレネ曲線である.ユークリッド空間において広い意味で位数2のフレネ曲線は平

面曲線である.補題3.1の証明は広い意味で位数2のフレネ曲線は,位数2の曲線であ
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るが,その逆は成り立たないことを意味する.ユークリッド空間の平面曲線ではない

位数2の曲線が存在することを,次の例でみる.

例5ユークリッド空間IR3の滑らかな曲線7を

7(i)
-

(i,e-1/t2,o) i<0,

(0,0,0) t-0,

(i,o,e-1/t2)i>0

と定める･パラメータtを孤長パラメータsに取り替えるとき, 7(s)は方程式(3.3)を満

たす.この例は平面曲線ではないR3の位数2の曲線である.つまり,平面R2に含まれて

いない･この曲線は広い意味で位数2のフレネ曲線とはならない. i(0)(-∇十1(0))
- 0

かつ原点で7に沿うベクトル場∇十ヤ(s)/Il∇†ヤ(s)lI(-e<s< 0, 0< s <
E)を滑らかに

拡張することはできない.

位数2の曲線は変曲点において気をつけなければならない.例えば,方程式(3.3)は

分岐点をもつ.

例6ユークリッド空間温3の滑らかな曲線pを

p(i)
- i
(i,ell/t2,o)i<0,

(i,0,0) t≧0,

と定める.パラメータtを孤長パラメータsに取り替えるとき, p(s)は方程式(3.3)杏

満たす.例5の曲線7と比較すると(3.3)の解は原点で分岐することがわかる.曲線p

は広い意味で位数2のフレネ曲線であるような平面曲線である.

一方で,完備なリーマン多様体上で広い意味で位数2のフレネ曲線について,次の結

果がある.各点p ∈ Mにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u, v)
∈ TpMxTpMと

滑ちかな関数FC(s),-∞ < s <
∞を与えると,初期条件7(0) -p,i(0) -u,∇十1(0)

-

FC(0)vと曲率FCをもつ広い意味で位数2のフレネ曲線が唯一つ存在する.
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次に,位数2の点について述べる.孤長で径数付けられた滑らかな曲線7‥ I→M

に対して,ヤ(s)と∇†ヤ(s)とで生成される接空間T,(s)Mの二次元以下の部分ベクト

ル空間Ys(7)を考える･この空間の次元について, ∇十ヤ(a)はヤ(s)に直交することか

ら, 7の変曲点においてはdimRYs(7) - 1であり変曲点でなければdimRYs(7) = 2で

ある･部分空間Ys(7)のT7(s)Mにおける直交補空間(Ys(7))⊥を考えて,そこへの射影

proj皇7)‥T,(s)M- (Ys(7))⊥を定める.この射影を用いて,7に沿ったベクトル場

Z,(s) - Proj!7)(∇十∇十ヤ)

を定める･このベクトル場は滑らかであるとは限らないがz,(so)- oであるとき, 7(s｡)

は7の位数2の点であるという･変曲点ではなく,かつ位数2の点であるとき,
7(so)

は7の真の位数2の点であるという.

滑らかな曲線7が変曲点をもたないとき,
7の正の測地曲率関数をJt7

- lF∇巾=,7に

沿う単位接ベクトル場ヤに直交する単位主法ベクトル場をY7 - (1/K7)∇十ヤとおくこ

とによって, 7は次の方程式

∇ヤヤ-fC7Y" ∇yT- -fC7.1+Z7

を満たす･この場合, z,は7に沿った滑らかなべクトル場になる.従って,位数2の点

においては微分方程式(3･2)を満たし,また曲線7の各点で真の位数2,すなわちK7 > 0

かつZ,≡0であるとき, 7は真の位数2のフレネ曲線である.

例7ユークリッド空間R3内の曲線7を

7(i)
- (cos.i,sint, te-1/t2)

と定める.この曲線のパラメータiを孤長パラメータsに取り替えると,原点で真の

位数2である.

弧長で径数付けられた一つの滑らかな曲線7 ‥ I - Mに対して,その7の主法

ベクトル∇十ヤ(s)がsoで∇ヤヤ(so)- 0となるならば, 7は点7(s.)で変曲点をもつ
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という･変曲点をもたない弧長で径数付けられた曲線7に対して,正値関数FC7を

pc7- Fl∇巾‖とおき,かつ接ベクトルヤに直交するような7に沿った単位主法ベクト

ル場Y7をY,-(1/FC7)∇ヤヤとおくことによって,7は

〈
∇十サニFC↑YT,

∇ヤY7 -
-rC7ヤ+

Z7

(ベクトル場Z,は曲線7に沿うベクトル場であり,かつZ7⊥ (ヤ,Y,)を満たす)のよう

に表される.実際,ヤは単位ベクトルであるから

o≡孟(1,i)-2(W巾) -2KT(i,Y)

より,ヤ⊥Yである･同様にYも単位ベクトルであるから,

o-孟(y,y)
- 2(Y,V†Y),

o-孟(1,Y)
- (∇ヤW) ･(1,∇十Y)-K7+ (珊Y)

となるので, Y⊥ヤであるからZ,-∇十Y+FC7ヤとおけばよい.フレネ曲線に準じて

正値関数rc7を7の測地曲率という･あるsoでZ,(so)･-0となるとき, 7は点↑(s.)で

真の位数2であるという･また曲線7のすべての点で真の位数2であるとき, Z,≡0

となり,
7は測地曲率FC7をもつ真の位数2のフレネ曲線である.
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4 全勝的な等長はめ込みと位数2の曲線

野水･矢野の定理をある意味で拡張したと考えることができる結果として,次に挙

げる田辺氏による定理がある.

定理4.1 (田辺[37])リーマン部分多様体Mのリーマン多様体M～への等長はめ込み

f : M - M～について, MがM～の全測地的部分多様体であるための必要十分条件は,

一定でない滑らかな正値関数rc(s)で｢Mの測地曲率FCをもつすべての真の位数2のフ

レネ曲線7(s)はM～の外的形状fo7も位数2のフレネ曲線である｣という条件を満た

すものが存在することである.

定理4.2 (田辺[37])リーマン部分多様体Mのリーマン多様体M～への等長はめ込み

I ‥ M - M～について, MがM～のextrinsic sphereであるための必要十分条件は,滑

らかな正値関数rc(s)で｢Mの測地曲率rcをもつすべての真の位数2のフレネ曲線7(a)

はM～の外的形状fo7･も位数2のフレネ曲線である｣という条件を満たすものが存在

することである.

定理4.2は野水･矢野の定理2.1の拡張になっているが正値関数FCは幾何学的に意

味があるわけではない.また,定理4.1の条件と定理4.2の条件とを比較したとき,曲

線の大域的な考察が必要であるような印象を受ける.このような正値関数という形で

の拡張は筆者としては不自然であると思われる.ところで,野水･矢野の定理に始ま

り田辺の定理に至るまでは,部分多様体の各点において曲線の(局所的)挙動を考察す

るという立場に立っている.本研究では部分多様体の各点において曲線の各点どとの

(po血twize)な挙動とでも称すべき性質を考察する立場に立って考察し,田辺の結果を

含む形で野水･矢野の定理の拡張をおこなうことにする.

次に,部分多様体上の滑らかな曲線の外的形状を考察する.
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補題4.1等長はめ込みf:M-M～が与えられたとき,変曲点をもたない弧長で径数

付けられたM上の滑らかな曲線7に対し,その外的形状fo7の測地曲率をk7と表

す･すなわちk7-ff∇(I.7)′(f｡7)′Hとおく･このとき

kミニfC三+lFJ(ヤ,勺‖2

を満たし, 7の外的形状f｡7は変曲点をもたない.

更に,それらの曲線は

(4.1)

(klK7
-

k7Kl)Y7+k号考-k7((k葺一柳+K7Z,
-

AJ伽)ヤ〉,' (4･2)

kんJ(ヤ,ヤ)
-

k7(3K7g(～,Y,)+ (∇ヤJ)(ヤ,ヤ)
-

k7Z～71) (4･3)

を満たす･ただしZ,T+z,lは曲線fo7に沿うベクトル場Zf｡↑を接成分,法成分に分

解したものである.特に

klK7- k7(Kl
- (J(1,ヤ),J(ヤ,Y,))- k7(Z～,T,y7)チ (4･4)

を満たしている.

証明 ガウスの公式(1.10)から外的形状f｡7の共変微分が

∇ヤヤ-∇十ヤ+J(ヤ,ヤ)- fC7Y7+ J(ヤ,ヤ)

であるから,式(4.1)が成り立つことがわかる.次に7は変曲点をもたないことから,

式(4･1)より,k7≧FC7>0であることがわかり,結果として,外的形状f｡7は変曲点

をもたない･単位法ベクトル場Y,杏

乾-yf｡7- (1/k7)(ラヤヤ)-

(1/k7)(K7Y7+g(1,1)),Z7 - Zf｡7

とおく.定義により∇十Y,--k7ヤ+Z,であるから

予今寺すサエラヤ(k7乾)-

kl乾+k7ラ十乾

-一抑k7Z7+聖y7･監J(i,.)
r;･･T

(4.5)
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が成り立つ･一方,ガウスの公式(1.･10),ワインガルテンの公式(1.13),第二基本形式

の共変微分の式(2･3)より

ラ十ラヤサエラ十(K7Y7+J(1,ヤ))

-

a;Y7
+
K7ラヤY,+ラヤ(J(1,ヤ))

-

rely,
+ K7 (∇y, + c,(1,Y,))

- AJ(i,i)ヤ+∇7!(J(ヤ,ヤ))

-

rely,
+ rc7 (-.FC7ヤ+Z, + g(i,YT))

(4･6)

+Ag(i,ヤ)ヤ+(67十Cr)(ヤ,ヤ)+ 2J(∇†ヤ,ヤ)

ニーFCミヤ+KIY,
+ K7Z,

- AJ(1,十)7

十3fC7J(ヤ,Y,)+ (∇ヤC,)(ヤ,ヤ)

となる.それぞれ二つの等式(4.5),(4.6)の接方向部分,主方向部分を比べると

一抑k7Z～,T+箸y7
-一抑KIY7+K7Z71AJ'･･m,

監g(L･,･k7Z～,i - 3KTJ(W7,+ (e･J)(ヤ,ヤ)

となるので,式(4･2), (4･3)を得る･そして,式(4･2)の両辺とY,との内積をとると

klK7
-

k7Kl+ k葺(z～7T,y7)ニー.k7(A柵)ヤ,Y,)

となる･よって命題1･6より(AJ(i,十)ヤ,Y,)- (c,(1,ヤ),J(ヤ,Y,))だから,式(4･4)を得る･

□

等長はめ込みを研究するためのアイデアとして,部分多様体の各点での任意の正規

直交接ベクトルの組に対して,この組を初期ベクトルと初期加速度ベクトル方向とする

曲線から定まる量が等長はめ込みにより,どojようになるかを調べることを提唱する.

本節では部分多様体の勝点をこのアイデアに基づいて考察する.

等長はめ込みf : M - M～をMの点pにおける正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈

TpM x TpMに対して,次の四つの条件を満たす弧長で径数付けられた滑らかな曲線

族を7f(u,V)と表す.
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i)変曲点をもたない,

ii)初期接ベクトルはuである,

iii)初期法ベクトルはγの正定数倍である,

iv)外的形状f｡7時点f(p)で真の位数2である.

この曲線族Ff(u,V)に属する曲線の原点における曲率の対数微分の集合をAf(u, V)

とおく.すなわち

Af(u,V)- (fCl(0)/rc7(0)l7 ∈ ff(u,V))(⊂A)

とおく.

定理4･3 Mの点poにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ Tp.Mx Tp｡M8こ

対して, Af(u,V)nAf(u,-V)≠はらば,等長はめ込みf‥M-M～は点p.において

晒的である.

定理4.3の意味を明確にするために記号を用いずに表現し直すと次のようになる.

定理4･4リーマン部分多様体Mのリーマン多様体M～への等長はめ込みf : M- M～

について, Mの点poにおける任意の正規直交ベクトルの組(u,v)∈ Tp｡M xTp｡Mに

対して,次の四つの条件を満たす孤長で径数付けられた滑らかな二つの曲線71, 72が

存在するとき, fは点p.において勝的である.

i)変曲点をもたない,

ii)71(0)
-

72(0)-po,ヤ1(0)-イ2(0)
-u,

∇十ヤ(0)- FC71V, ∇ヤ2ヤ2(0)ニーFC72V,

iii)外的形状f｡71, f｡72が点f(po)で真の位数2である,

iv) rcん1(0)/rc71(0)
-

fCん2(0)/rcT,(0).
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証明 二つの曲線について,等式(4.4)が成り立つので

kliK7i- k7i〈Kli
-

(J(1i,ヤi),J(1i,Y,i))-

k7i(宅!y,i))i
- 1,2

であるが,条件iii)により,Z,T-oであるから,条件ii)も併せて用いると

kll(0)
_
FCll(0)-

-

-一志(J(u,u),J(u,V)),k71(9) K71(0)
k12(0)
-

-諾･志(J(u,u,,q(u,V))
k72(0)

となる･等式(4･3)についても同様に,条件ii),iii)より

kll(0)
k71 (0)

kl,(0)
k72 (0)

となる.これらの式よ･り

J(u,u)
- 3FC71(0)c,(u,v)+ (∇uJ)(u,u),

J(u,u)
-

13pcT2(0)c,(u,v)
+ (∇uc,)(u,u)

〈監㌫一誌〈J(u,u,,J(u,V,,)J(u,u,
- 3K71(0)q(u,v,･ (fug)(u,u),

〈監蒜+志〈J(u,u),J(u,V,,)q(u,u,
-

13K72(0,J(h,v,
I (euJ)(u,u)

が得られる･ここで条件iv)より

〈志+志〉
を得る.従って

(J(u,u),C,(u,V))c,(u,u)
-

-3 (rc71(0)+ FC72(0))o-(u,v)

3FC71(0)FC72(0)J(u,V)+ (o-(u,u),Cr(u,V))c,(u,u)
- 0

となり,式(4.7)の両辺とJ(u,u)との内積をとると

〈3K71(0)K72(0)+

=J(u,u)(l2〉(J(u,u),J(u,V))
- 0

(4･7).
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となる･ここでIC↑1(0)fC72(0)>0であるから

(J(u,u),J(u,V))- 0

となり,式(4･7)へ代入することにより,J<71(0)FC72(0)> 0であるから

J(u,V) -0

を得る･そして定理2･1の証明と同様に任意の接ベクトルwl,W2 ∈Tp.Mに対して

c,(wl,W2)
- (wl,W2)りp.

n n

が成り立つ.実際, wl
-∑aiei,W2

- ∑bieiとすれば,Jの双線形性より
i=1 i=1

n n n

J(wl,W2)
- ∑∑aiu'g(ei,ej)- ∑aibiJ(ei,ei)
i-1 i-1 i-1

- (妄aibi)りpo- (wl,W2)りp｡

(4･8)

となる.よって, fが点p.において折的であることがわかる. □

注意 正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ Tp.MxTp.Mに対して, uとvの両方に直

交する任意の接ベクトルw ∈ TpMにおいて(J(u,u),C,(u,W))- 0と仮定する.曲線

7∈Ff(u,V)に対して,式(4.2)の両辺にZ,との内積をとると

rc7"Z7[l
- (q(ヤ,ヤ),J(ヤ,Z7))

となり,
rc7>0よりZ,-0となる･よって,点poで真の位数2であることがわかる.

つまり, isotropic等長はめ込みf: M-M～を考えたとき,曲線7の外的形状fo7が

点f｡7(so)で真の位数2であるならばM上の曲線としても点7(s.)で真の位数2とな

ることがわかる･ isotropicについては第六,七節(p.55-)で詳しく述べる.

定理4.3を各点で考察した場合を述べる.
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定理4･5 Mの各点pにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ TpM x TpMに

対して, Af(u,V)nAf(u,-V)≠¢ならば,等長はめ込みf‥M-M～は全折的となる.

この定理も改めて記号を用いない表記をすれば,以下のようになる.

定理4.6等長はめ込みf : M-M～について, Mの各点pにおける任意の正規直交ベ

クトルの組(u,v)∈ TpMx TpMに対して,次の四つの条件を満たす孤長で径数付けら

れた滑らかな二つの曲線71, 72が存在するとき, fは全勝的である.

i)変曲点をもたない,

ii)71(0)-72(0) -p,ヤ1(0)-ヤ2(0)
- u,

∇十ヤ(0)- rc71V, ∇,･2ヤ2(0)ニーFC7｡V,

iii)外的形状f｡71, f｡72が点f(p)で真の位数2である,

iv) lCll(0)/FC71(0)-乍ん2(0)/fC72(0)･

ここで外的形状が真の位数2である曲線の曲率の対数微分が表す意味を考察しておく.

補題4･2 Mの点pにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ TpM x TpMに対

してJ(u,V) - 0かつ7f(u,V)uFf(u,-V) ≠ ¢カミ成り立つとき,次の二つの条件(1),(2)

のいずれか一つの条件が成り立つ.

(1) g(u,u)-0･

(2)集合Af(u,V) uAf(u,-V) Lまただ一つの値から成る.

なお(1)の場合Af(u,V) -Rとなる.

証明 任意の曲線7∈Ff(u,V)uFf(u,-V)に対してJ(u,V)-0であるから,補題4.1

の式(4.3),(4.4)と第二基本形式の共変微分の定義式(2.3)より

pcl(0)c,(u,u)
-

FC7(0)(∇uc,)(u,u)

-

fC7(0)(∇u!b)p

(4･9)
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となる一従って, cr(u,u)≠0ならば

pcl(0)

となる.よって

((67uJ)(u,･加),C'(u,u))
IIc,(u,u)=2

Af(u,V)uAf(u,-V)
-
((67ucr)(u,u),g(u,u))
llJ(u,u)‖2

となり,ただ一つの値から成る.

また,
c,(u,u)-oならば(予uJ)(u,u)-0となり,このときβ(0)-u,Y@(0)-vで

あるような任意の真の位数2のフレネ曲線βに対して,
u⊥vとなる任意のvに対して

J(u,V)-0という条件を用いると,式(4.6)によって
～ ～ ●

∇β∇ββ(o)-
-Kb(o)β(o)

+
Kb(0)Yp(0)

となる･従って,曲線J｡βは点J(β(0))を真の位数2とする.任意の実数入に対して

FCβ-1, rcb-入となる真の位数2のフレネ曲線βでβ′(0)-u,Yp(0)-vとなるものが

存在するのでAf(u,V)-Rとなる･それゆえ,条件(1),(2)は相異なる. □

ここで式(4.9)について,幾何学的にどのようなことがいえるのかを考えてみる.

監りp- (∇加)p

より,平均曲率ベクトルを単位接ベクトルu方向に共変微分したものがその平均曲率

ベクトル自身の伸び率であるFCl/pc7倍を表している･また全勝的で巾,u)≠0ならば

rcl(0) ((∇uJ)(u,u),C,(u,u)) ((∇u!b)p,りp)

rc7(0) lJcr(u,u)‖2 1lJ(u,u.)=2

が成り立つ･従って,
fCl(0)/FC7(0)-0であることとりが平行であることとは同値であ

り,野水･矢野の定理2.1を表していることがわかる.つまり

Af(u,V) OAF(u,-V)
-

((守uJ)(u,u),J(u,u))
llq(u,u)‖2 〉-(0)

である･従って定理4･5の条件のAf(u,V)nAf(u,-V)が軌地曲率が一定な円から得ら

れるときに野水･矢野の定理(定理2.1)が導かれる.
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系4.1リーマン多様体M～とその部分多様体Mにおいての等長はめ込みf : M - M～

について,次の三つの条件はそれぞれ互いに同値である.

(1) MがM～のextrinsic sphereである.

(2) 〟上のすべての円は〟上でも円となる･

(3)Mの各点pにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)∈ TpM
x TpMに対

して,初期条件1(0)-u, Y,(0)-vであるような正の測地曲率をもつ円7で面

上でも点f(p)で真の位数2のフレネ曲線となる曲線f｡7が存在する･

注意 野水･矢野の定理2.1は,一つの値fCを決めて, rcを測地曲率にもつ円を調べて

いる.系4.1の条件(3)では,特定のFCを指定せず,一点のみでの条件を与えている点

が野水･矢野の定理2.1,田辺の定理4.2と大きく異なる.

次に,系4.1の条件(3)をわずかながら弱めた命題を記しておく･

命題4.1リーマン多様体M～とその部分多様体MBこおいての等長はめ込みI ‥M - M～

について, Mの各点pにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ TpMxTpMに

対して,測地曲率K7がKl(0)-0という条件をもう真の位数2のフレネ曲線7が面上
でも真の位数2のフレネ曲線Jo7となるならば, MがM～のextrinsicsphereとなる･
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次に,単位接ベクトルu∈TpMに対して,曲線族をFf(u)とおく･すなわち

ff(u)
-∪(ff(u,V)

Ivは礼に直交する単位接ベクトル)

であり,この曲線族の曲線の曲率の対数微分の集合をAf(u)とおく･すなわち

Af(u,- (矧7∈ff(u,)(⊂R)
である.

補題4.2の証明より

補題4･3等長はめ込みf: M-M～において,任意の単位接ベクトルu∈TpMに直

交する任意の単位接ベクトルv ∈TpMに対して, J(u,V) -0かつff(u)
≠¢カミ成り立

つとき,次の二つの条件(1), (2)のいずれか一つの条件が成り立つ.

(1) g(u,u)-0.

(2) Af(u) - (Kl(0)/FC7(0)l7 ∈ ff(u))はただ一つの値から成る･

ここでリーマン部分多様体Mの条件を点p.で勝的であると仮定すると次の命題が

得られる.

命題4.2点p｡ ∈ Miこおいて折的である等長はめ込みf : M- M～について,次の三

つの条件はそれぞれ互いに同値である.

(1) fは点poで測地的である.

(2)任意の単位接ベクトルu ∈Tp.Mに対して, Af(u)は少なくとも異なる二つの値

を含む.

(3)任意の単位接ベクトルu∈Tp.Mに対して, Af(u) -Rとなる･

命題4.2を各点に拡張した場合を述べる.
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系4.2全折的部分多様体Mのリーマン多様体Mへの等長はめ込みf : M - M～につ

いて,次の三つの条件はそれぞれ互いに同値である.

(1) Jは全測地的である.

(2)任意の単位接ベクトルu∈TMに対して, Af(u) Lま少なくとも異なる二つの値を

含む.

(3)任意の単位接ベクトルu∈TMに対して,Af(u)-Rとなる･

注意 点p∈Mにおいて勝的であるとき,ただ一つの値から成る集合

Af(u) -
((やug)(u,u),c,(u,u))
LIJ(u,u)‖2

の特性は祉∈ TbMの選び方に依存するものではない･また命題4･2,系4･2では肺的で

あるという条件をつけたが,定理4.4や定理4.5のAf(u,V)nAf(u,-V)に関する条件

に置き換えれば,後や述べるが, Af(u,V)に関する条件により測地的である性質を取

り出すことができることを意味している.

これより,田辺の結果(定理4.1, 4.2)の別証明を与える･

証明 正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈TpMxTpMに対して,測地曲率がFC(>0)で

ある真の位数2のフレネ曲線≠,γをとると,その曲線は定理4･4の四つの条件と同様

な条件を満たすことから, 〟は全折的かつ

K′(s)り7u,v(s)
-

a(s)(∇7!u,v(s)ち)7u,v(s) (4･10)

を満たす'.

K'(0)≠0のとき, p(s)-7-u,v(-S)となる真の位数2のフレネ曲線pをとれば,
p

の外的形状fopは真の位数2のフレネ曲線かつK;(0)ニーrc′(0),pep(0)
-

FC(0)だから,

Af(u,V)は少なくとも異なる二つの値を含み, Mが全測地的であることがわかる(定

理4.1).
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FC′(0)
- 0のとき,式(4･10)から,すべての単位接ベクトルuに対して(∇ulb)p-0

だから, 〟はextrinsic
sphereとなることがわかる(定理4.2).

この定理4･1のようにfCは一定でないとすると,つまり,
Jt′(so)≠0の点が存在する

のでb7u,v(s.)-0となり, (∇⊥り),u,v(so)
- 0であるから,全折的である性質と併せてM

は全楓地的となることがわかる. 口

定理4.3と命題4.2とを併せると次の命題が得られる.

命題4.3等長はめ込みf:M-M～が点p｡∈Mにおいて

(1)任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)∈ Tp.M x Tp.Mに対して

Af(u,V)nAf(u,-V) ≠め

が成り立つ,

(2) Af(u)が二つ以上の値を含む単位接ベクトルu ∈ Tp.Mが存在する

という条件を満たせば点p.で測地的である.

命題4･3より, fの様子を調べるには, Af(u)がただ一つの値から成る場合において

考察を行えば良いことがわかる.

定理4.6の曲線の四つの条件を満たす全勝的等長はめ込みをf : M- M～とおく.あ

る接ベクトル(結果的には全折的であることから,任意の接ベクトル)u∈TpMに対し

て, Af(u)が一つの値から成るすべての点p∈M全体の集合をM.とおく.このとき

補題4.2により,その集合はりx≠0を満たす点pしか存在しないことがわかる.そこ

で(p∈MFりp≠0)となるような開集合Moを考える.この集合を, fに関するMの

non-totally geodesic partという･･またりp
- 0を満たす点の集合M ＼Moを, totally

geodesic partという.

Mo上の-形式LJを次のように定義する.

LJ(v)
-

IIv‖fCl(0)/fC7(0)v ≠0,

1:.
- 0.
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ただし7∈ff(v/=vIL)とする.ここで定めたLJが-形式になっていることを確かめて

おく.定義により入≧0であればLJ(^v)-入LJ(v)を満たす･また, 7∈7f(u)ならば,

p(s)
-

7(-S)で定義される曲線pはFf(-u)の要素であり,rc'p(0)
-

-Kl(0)を満たす･
従って, LJ(-V)ニーLJ(v)となる･

次に,任意の単位接ベクトルuに対して

a(u)
-

((∇uJ)(u,u),J(u,u)) ((∇ulb)p,りp)
--------------------亡= ｢------=

:~~~~=-----------------------------I-.---I---･-------

IIc,(u,u)=2 11J(u,u)=2

とおくと,集合Af(u)-(a(u))である.二つの単位接ベクトルu,v∈TpMがu⊥vで

あるとき

a(諾)
-2J5

= 2＼乃

= 2ヽ乃

((∇ul+vり)p,りp)

J(u+v,u+v)=2
((∇ulb)p,りp)+ ((∇v!b)p,りp)

llc'(u,u)+ 2c,(u,v)+ J(v,V)=2

((∇ulb)p,りp)+ ((∇vlb)p,りp)

H2J(u,u)‖2

去(a(u)･
a(v))

となるから, LJ(u+v) -LJ(u)+LJ(v)を満たす･以上でLJ :TMo-Rは線形写像であ

ることがわかり-形式である.

M.上で定義された-形式LJを

Dp- †ごp
pEMo,

p∈M＼Mo

と定義することによって,-形式LJをM上の-形式Dに連続的に拡張する･補題412

の証明により,任意の接ベクトルvに対して, (∇vlb)p-a(v)りpを満たしている.こ

れより,定理4.3を次のように書き直すことができる.
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定理4.7等長はめ込みf: M-M～について,次の条件は互いに同値である.

(1) Mは全勝的かつ任意のv ∈ TM8こ対して, (∇vlb)p-tD(v)bpを満たすような-
形式G)が存在する.

(2)任意の正規直交ベクトルの組(u,v)に対して, Af(u,V)nAf(u,-V) ≠¢である.

証明 条件(2)から条件(1)の証明と定理4.3の証明は同じであるから,逆である条件

(1)から条件(2)の証明を行う.

正規直交ベクトルの組(u,v)8こ対して,初期条件1(0)- u, Y7(0) - v, Kl(0)/K7(0)
-

a(u)を満たす真の位数2のフレネ曲線7をとる.全勝的であるから,単位接ベクトル

u∈TpMに対してc,(u,u)-りpであり, v∈TpMがuに直交すれば, c'(u,v)-oとな

る.従って

(∇‡b)p- ∇71(c,(1,十))

- (予十J)(ヤ,ヤ)+ 2q(∇ヤヤ,ヤ)

より

(∇ulb)p- (テug)(u,u)

となる･よって,式(4.6)より

∇†ヤ(0)- FC7(0)v+りp,

∇十∇十1(0)-
-(Ki(o)

+ Hp2)u+ rcl(0)v
+ (∇ulb)p

ニー(a;(0)+Hp2)u+Kl(0)v･語りp
となる･ただしHp-llbpHはpでの平均曲率である.

一方,完号-FC号+H,2から

完1(0)完7(0)-

pcl(0)FC7(0)
+ (りp,(∇ulb)p)

-諾(K7(0)2･Hp2)-諾御)
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となる.これより

･-(o)ニーkJO)2u･諾ラ-
であるから, f｡7はf(p)で真の位数2となる.従って, 7∈Ff(u,V)である･ここで

の考察はv(⊥u)の選び方に依存していないことから

Af(u,V)nAf(u, -V)
∋ tD(u)

であり,条件(2)を満たす. □

注意 定理4.7の⊥形式Dについて

去∇v(H2)-去∇vl(ら,り)
- ((∇vlup,りp)- (a(v)bp,りp)- a(v)Hp2

であるから, non-totally geodesic part Mo上ではtD(v)- v(H)/Hpとなる･

non-totally geodesic part Mo上の-形式wの意味を知ることはたいへん興味深い.

計量を明確に表現するために,ここではMの計量をg, Mの計量をhと表し,定理
巴:i■i::F亡:ii

4.4の四条件を満たす等長はめ込みf‥ (M,g) - (M,h)を考える.定理4.4により, I

は全僻的である. Mo上の滑らかな関数pを平均曲率Hを用いてp(p) - logHpと定

義する.このときE(p) -

e-や(p)りpは滑らかな単位切断E
∈ r(T⊥MfM.)である･実際,

lIE(p)‖-e-P(p)lFbpll-1となる.更に,任意の単位接ベクトルu∈TMIM.に対して

(∇uib)p- LJ(u)bp
-

Vu!E

であるから

-晋e-pわp
･
e-や(p)(∇加)p

((∇u!b)p,りp)
Hp e-pわp+ e-P(p)(∇ulb)p

- 0

となり, Mo上のE8ま平行であることがわかる.任意の単位ベクトルu ∈ TMLM.に

対してLJ(u) - u(H)/Hpであるから, pの定義によりup -LJ(u)を満たす,つまり,

LJ-dpを満たしていることがわかる･ dp-LJを満たす関数pをfの平均曲率ベクト

ルの長さの変動関数という.
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系4.3定理4.3の曲線の四条件を満たす等長はめ込みf : (M,g) - (M,h)について,

non-totally geodesic part Mo上のベクトル場(1/H)りは平行である.

Chen氏([7])に従い平均曲率ベクトルが単位平行ベクトル場Eを用いてり-lHIEと

表されるならば,その部分多様体は平行な正規化された平均曲率ベクトルをもつとい

う.系4.3によりnon-totally geodesic part M.は平行な正規化された平均曲率ベクト

ルをもつことがわかる.なおChen氏([7])により,Rn内の平行な正規化された平均曲

率をもつ曲面の分類が行われている.

ここでnon-totally geodesic partを別の観点から眺めてみる.一般的にM上の計量
〈

gを,ある関数pをもつ共形な計量す-e2pgに替えると,すに関するリーマン接続∇

はM上の任意のベクトル場X,Y,Zに対して,式(1.8)より

寺xy - ∇xy+ (xp)y + (yp)x
-g(x,y)∇p

が成り立つ.

f : (M,g) → (M,h)が全勝的等長はめ込みであるとき,M～上の関数pを用い
Ea

!:i:ヨ

て, M,Nの計量g,hをそれぞれ共形な計量h -

e2ph,5
-

e2(PIM)9に替えると,
E正

IU

I ‥(M,a) - (M,h)もまた全折的である･ fが埋め込みである場合に, I(Mo)のある

チューブM.上で∇p - ∇pを満たすようにfの平均曲率ベクトルの長さの変動関数

p ‥MoーRを拡張することができる. MoとM～.上の計量をそれぞれ共形なす-e2p9lM.,
岨

巴:iiヨ

完-e2phlM-o,である計量に替えることで,等長埋め込みf(Mo‥ (Mo,す)- (Mo,ち)の
〈

平均曲率ベクトルはり-e-2やりより

〈
〈

ノヽ.

専ul有-∇ul有+(叩)りニー(up)り+e-2p∇ulb
-

-(up)ち+e~2pLJ(u)ら-
0

⊂ii:!i !:ii:ヨ

を満たす.つまり, I ‥ (Mo,す)- (Mo,h)は平行な平均曲率ベクトルををもつ･従っ
岨

E:i:ヨ

て, (M.,i)は(Mo,h)のextrinsic sphereとなることがわかる･
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定理4.8定理4.3における曲線の外的形状の条件を満たす等長埋め込みf : (M,g) -

(M,h) 8こついて, (Mo,e2pg[Mo)が(Mo,e2叫M-.)のextrinsicsphereとなるようなnon-

totallygeodesic part I(Mo)の回りにチューブM～.が存在する.ただしpはJの平均曲

率ベクトルの長さの変動関数pである.

totally geodesic part M＼Moは例外な集合である.滑らかな曲線7に対してrcl(s)り7(s)-

K↑(s)一(∇,+～)7(s)が成り立つならば,7(s) ∈ M＼ Moですべての正の整数nに対して

((∇,+)nb),(s)- 0が成り立つ･従って,実解析的カテゴリーで考えて, Uu7(u) tこ属

する実解析曲線7に沿ってKl(s)b7(s)-

fC7(s)(∇如)7(s)が成り立てば･集合M＼Mo
-

(p∈Mlりp-b)はMの開部分集合かつ閉部分集合である･よって,実解析的多様

体〟の連結成分は,全測地的であるか,測鞄的な点をまったくもたないかのいずれか

になる.

系4.4実解析的多様体(M,h)内の実解析的部分多様体(M,g)を与える実解析的等長

はめ込みf:M-M～を考える.各点p∈Mにおける任意の正規直交接ベクトルの組

(u,v)∈ TpM x TpMに対して,次の三つの条件を満たす孤長で径数付けられた実解析

的曲線Tu,v : (-Eu,v,eu,v)- Mが存在する･

i) 7u,vは変曲点をもたない,

ii)丸,v(0)- uかつ∇十u,vヤu,v(0)
-

FC7u,v(0)v,

iii)fo7u,vはM～の位数2のフレネ曲線となる.

加えて,それらの曲線が任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)に対して

FClu,v(0)FC7u,_v(0)I-
FC7u,v (0)rcんu,_v(0)

を満たすとき, 〟は全勝的部分多様体かつ正規化された平行な平均曲率ベクトルをも

つ. 〟の連結成分は全測地的であるか,測地的な点をもたないかのどちらかである.更
･′~〉■ 〈

に, fが埋め込みのとき,計量を適当な共形変換をすると, (M,a) 8ま(M,h)のextrinsic

sphereとなる.
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5 ケーラー等長はめ込みと位数2の曲線

この節では,全測地的ケ-ラー等長はめ込みの位数2の点をもつ曲線による特徴付

けを行う.

複素変数に関してCLJ級である複素構造が定義された複素多様体をMとする.局所

複素座標(u,zα)について

zα
-xα+vqyα

として局所実座標系(xα,yα)を考えると,Mは2n次元実Cw多様体でもある.局所-

形式として

dzα - dxα + vqdyα,

dz-α- dxα - √てdyα.

ただしzJαはzαの複素共役である.この双対局所ベクトル場として

∂/∂zα- (1/2)(∂/aaxα
-

vq∂/ayα),

∂/∂乏α- (1/2)(∂/∂αxα+ vq∂/ayα)

を得る･各uでの(1,1)テンソル場Jを

J(∂/∂zα)- √1∂/∂zα,･

J(∂/∂z-α)ニーvq∂/∂z-α

によって定義すれば, JはUのとり方に依らず, M上のテンソル場となる. (xα,yα)

については

J(∂/∂xα)- ∂/ayα,J(∂/ayα)- -∂/∂xα

であり,実ベクトル場は実ベクトル場に写されている.またJ2=-∫を満たす.複素

n次元C∞多様体Mで(1,1)テンソル場J‥TM-TMで

J2x--x (x∈王M)

を満たすものが存在するとき(M,J)を概複素多様体という.概複素構造Jが上のよう

に複素多様体の複素構造から導かれているとき,このJは積分可能であるという.
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概複素多様体(M･J)上のリーマン計量9で

g(JX, JY)
-

g(X,Y)

を満たすものを概Hermite計量といい, (M,J,a)を概Hermite多様体という.更

に, J2ニーナから

0(X,Y) -

g(X, JY)

によって定義される0は微分二形式となる.基本形式とよばれるnが閉微分形式のと

き,概Hermite多様体(M,J,g)を概ケーラー多様体という.

概ケ-ラー多様体がケーラー多様体とはJが積分可能の場合をいう.このことはリー

マン接続∇について∇J-,0となることと同値である.

概Hermite多様体(M,J,g)でv ∈ TpMがoではないとき, vとJvはTpMの実二

次元線形空間を定め,これより断面曲率K(v,Jv) - (R(v,Jv)Jv,X)を正則断面曲率

という.ケ｢ラー多様体の例として第一節で述べた正則断面曲率が一定な複素射影空

間,複素双曲空間がある.

孤長で径数付けられたケ-ラー多様体(M, J)上の滑らかな曲線7が正定数rcを用い

て, ∇ヤサニfJヤまたは∇ヤヤニーrJヤを満たすとき,つまり速度ベクトルと主法線ベ

クトルとが複素部分空間を生成する円であるとき,この曲線をケーラー円という.
･一~〉 ～

ケ-ラー多様体(M,J)はケ-ラー多様体(M,J)のケ-ラー部分多様体であるとす

る･すなわちf‥ M-M～というケ-ラー等長はめ込み(dpoJ-J～odpを満たす等

長はめ込み)が存在する.このとき

c,(x,JY)
- J-c,(X,Y)

が成り立つ.実際,ケ-ラーであるから･

′■■′
一一

一■_
～

c,(X,JY)
- ∇x(JY) -

∇x(JY) - J(∇xY)
- J(∇xY) - J～J(X,Y)

である.

全測地的ケ-ラーはめ込みはこのケ-ラー円を考察することで特徴付けることがで

きる.
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命題5･1 (【38])ケ-ラー等長はめ込みが全測地的であるための必要十分条件は,正定
一:ii:▼ll!コ

数rcで｢(M,J)上の測地曲率Jtをもつケ-ラー円が(M,J)上でもケ-ラー円である｣

という条件を満たすものが存在することである.

この節では,テスト曲線を一般化することにしよう.そこでケ-ラー円の族の一般化

として,一点がケ-ラーとなるような滑らかな曲線族を考察していく. (M,J)上の滑

らかな曲線7が一点p-7(0)で真の位数2かつYT(0)- Jl(0)またはY,(0) -
-Jl(0)

を満たすとき, 7は点pにおいてケーラー的であるという.変曲点をもたない滑らかな

曲線のすべての点がケ-ラー的であるとき,すなわちZ,
≡0かつY,(0)

≡ Jヤまたは

Y,(0)≡-Jヤが成り立つとき,この曲線7を真の位致2のケーラー･フレネ曲線とい

う.ケ-ラー円は定数曲率をもつ真の位数2のケ-ラー･フレネ曲線となる.

定理5･1ケ-ラー等長はめ込みf: (M,J,9)-(M,J,h)について,点p∈Mにおい

てfが測地的であるための必要十分条件は,点p ∈ Mにおける任意の単位接ベクトル

u ∈ TpMに対して,次の三つの条件を満たす孤長で径数付けられた滑らかな二つの曲

線71,72 : (-e,e)-Mが存在することである.

i) 71,72は変曲点をもたない,

ii)71(0)-72(0) -p,ヤ1(0) -ヤ2(0)
-u, Y,1(0)- Ju, Y72(0)ニーJu,

iii)f｡71, f｡72は点f(p) ∈ M～で真の位数2,すなわちfo71(0) -fo72(0)でケ-

ラー的である.

一点から各点へと拡張することで全測地的部分多様体を特徴付けることができる.

系5.1ケ-ラー等長はめ込みf : (M,J,g) - (M,J,h)について, Mが全測地的部

分多様体であるための必要十分条件は, Mの各点pにおける任意の単位接ベクトル

u ∈ TpMに対して,次の三つの条件を満たす孤長で径数付けられた滑らかな二つの曲

線71,72 : (-e,e) -Mが存在することである･
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i) 71,72は変曲点をもたない,

ii)71(0)-72(0) -p,ヤ1(0)-12(0)
-u, Y,1(0)

- Ju, Y,2(0)ニーJu,

iii)f｡71, f｡72は点f(p) ∈ M～で真の位数2,すなわちf｡71(0)- fo72(0)でケ-

ラー的である.

定理5･1の証明 fが点pにおいて測地的であるとき,点p∈Mで真の位数2であり,

ヤ(0)-u, YT(0) - Juを満たす曲線7を考えると

∇ヤ1(0)- ∇ヤヤ(0)- rc7(0)Ju,

∇十∇ヤ1(0)- FCl(0)Ju
+
rc7(0)J∇十1(0)

-

rcl(0)Ju
+ fC7(0)J(∇ヤ1(0))

- (rcl(0)- K2(o))
Ju

となり,点f(p)でfo7が真の位数2である.すなわちケ-ラー的であることがわか

る･点pにおいて真の位数2であり1(0) -u, Y,(0)ニーJuを満たす曲線7の外的形

状も同様にf(p)でケ-ラー的であるから条件を満たす曲線が存在する.

逆に,三つの条件を満たす二つの曲線が存在するならば,補題4.1より

克71(0)J(u,u)
-完71(0)〈3K71(0)J(u,Ju)

+ (∇uJ)(u,u)),

克72(0)J(u,u)
-完72(0)(-3K72(0)J(u,Ju)

+ (∇uJ)(u,u))

である. Jはケ-ラーはめ込みであるから,この二式より

〈～k(o,一変(o,)c,(u,u)
-

3(FC71(0)+ fC72(0))Jc,(u,u)

FC71(0)とFC72(0)が正であり,c,(u,u)とJc,(u,u)8ま互いに直交するから, J(u,u)
- 0と

なる･
uは任意の単位接ベクトルであるから, fは点pにおいて測地的である. 口

注意 更に定理5.1の三つの条件を以下のように弱めることができる.
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i) 71(0)-T2(0) -p,ヤ1(0) -ヤ2(0)
-u,

ii)Y,1(0),Y,,(0)がJuに平行である,

iii)Y,1(0)- Y,2(0)のとき, FC71(0)≠ rc72(0).

実際, y71(0)- Y,2(0)- j=Juの場合でも定理5.1の証明によって

(5(o)一変(o)〉J(u,u) -士3(FC71(0)
-

fC72(0))JJ(u,u)

となり,条件rc71(0)≠fC72(0)からc,(u,u)-oを得る.

定義5･1実4n次元のリーマン多様体(M,g)上の四元数ケ-ラー構造Jとは,接バン

ドルr〟の自己準同型のバンドルの階数3の部分束で,次の特性をもつものである.

i)各点p∈ Mに対して,pの開近傍Gと次の条件を満たすJIGの切断Jl,J2,J3が

存在する.

(a)各JiはG上のエルミート構造が入り,つまりJZニーIかつ任意のベクト

ル場X,Yに対してg(JiX,Y) +g(X,JiY) - 0を満たす.

(b) JiJi.1-Ji.2ニーJi.1Ji (imod3) i-1,'2,3の関係をもつ.

ii)M上の任意のベクトル場XとバンドルJの切断Jに対して, ∇xJはJの切

断となる.ただし∇はリーマン接続を表す.

定義5.1における(Jl,J2, J3)をJの基本局所基底という.基本局所基底に対して

G上の三つの-形式ql, q2, q3で任意の局所ベクトル場X ∈ XMについて

VxJi-qi+2(X)Ji+1-qi+1(X)Ji+2 (imod3) i-1, 2, 3 (5･1)

が成り立つものが存在する.

このような四元数ケ-ラー構造をもつ実4n次元のリーマン多様体(M,J,g)を四元

数ケーラー多様体という.
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すべての四元数ケ-ラー等長はめ込みは全測地的であることが知られている([1]).

実際,四元数ケ-ラーはめ込みf‥ (M,J,g) - (N,J,h)が与えられたとき,すなわ

ちdp｡J-J｡dpが任意のJ∈Jについて成り立つとき,このはめ込みの第二基本

形式を調べると,任意のベクトル場X∈XMに対して

J(JiX,JiX)--J(X,X) i-1, 2,3

となることから,定義5.1より

-J(X, X)
-

J(Ji+2X, Ji+2X)
-

o-(JiJi+1X,JiJi+1X)

ニーJ(Ji+1X,Ji+1X)-J(X,X) (imod3)
i- 1, 2, 3

となる.よって,任意のベクトル場X∈王Mに対して,
c,(X,X)-0が成り立つこと

から, fは全判地的であることがわかる.このため定理5.1に対応する結果は存在し

ない.
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6 美空間形への階数1の対称空間のはめ込み

この節では,実空間形に埋め込まれたケ-ラー多様体と四元数ケ-ラー多様体を位

数2の曲線により考察する･一定断面曲率cをもつm次元実空間形をRMm(c)と表す.

断面曲率はc>o, c-o, c<0に応じて, RMm(c)はm次元球面Sm(c), m次元ユヤ

クリッド空間Rm,実双曲空間RHm(c)を表す.

等長はめ込みf : M - M～について,第二基本形式のノルムIIJ(u,u)llが単位接ベク

トルu ∈ TpMの取り方に依存しないとき, 0'Neillの意味でp ∈ Mでisotropicであ

るという.また, Jが各点でisotropicであるとき, Jはisotropicはめ込みであると

いう･ isotropicはめ込みに対して, Mの各点でのノルムIIJ(u,u)‖の関数を入fとし,そ

れをisotropy関数という.この関数が一定であるとき, Jはconstant isotropicで

あるという.つまり, Ilo-(u,u)‖が点にも単位接ベクトルにも依らないということであ
′~■ー.■′

る.もちろん全折的はめ込みならばisotropicである.しかし, dim(〟) ≧dim(〟) +2

のときは,逆は成り立たない.また, holomorphic
curveを複素一次元のケ-ラー等長

はめ込みと考えると,任意の単位接ベクトルv, Jv ∈ TpMに対する平均曲率ベクトル

のノルムが1tc,(Jv,Jv州-lトJ(v,V)=- llcr(v,v)‖であるから,holomorphic curveは

isotropicである.

補題6･1 TpM上の関数p:TpM-Rをp(u)- llc,(u,u)‖2と定めると,pの微分は

v(p)u
-

4(J(u,u),J(u,V))

によって与えられる.これより, fが点pでisotropicであるための必要十分条件は,

任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)∈ TpM xTpMに対して(J(u,u),J(u,V))
- 0と

なることである.
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定理6･1複素次元nの連結なケ-ラー多様体Mの実空間形取M2n'k(6)への等長は

め込みf ･･ M - RM2n+k(～)を考える. Mの各点pにおける任意の単位接ベクトル

u ∈ TpMに対して,次の四つの条件を満たす孤長で径数付けられた滑らかな二つの曲

線7i:(-E,e)-M, i-1,2が存在すると仮定する.

i) 7iは変曲点をもたず,点p∈Mでケ-ラー的である,

ii)7i(0)-p,ヤi(0)
-u, Y,i(0)- (J)i~1Ju,

iii)f｡7iは点f(p) ∈ RM2n+k(～)で真の位数2である,

iv) rcll(0)/fC71(0)
-

FC12(0)/rc72(0)･

このとき, Jは平行かつconstant isotropicで局所的に次のいずれかの一つの埋め込み

に局所同型である.

(1)全測地的はめ込みCn - R2n+k,

(2)全勝的はめ込みCn - RH2n+k(～),

(3)第一標準極小はめ込み

fl : CPn(c) - Sn2'2n'1((n+ 1)c/(2n))

と全勝的はめ込み

f2 : Sn2'2n'1((n+ 1)c/(2n))- RM2n'k(6)

.の合成である平行はめ込みf2｡fl.ただしc≧
2nc～/(n+1)である.

証明 条件i),ii),iii)より,式(4･1),(4.2),(4.3)を用いると

賢(o,y7i(0,-監(o)y7i(0,+読(･rJ(u,u,‖2u-AJ'u･u)u),
(6･1)

監(o)J(u,u) (-1)i'13rc7i(0)J(u,Ju) + (∇uc,)(u,u) (6.2)



57

となる.式(6･1)の両辺にY7i(0)との内積をとると

監(o)-語(o)
+ Eg(J(-),J'u,Ju)'

となり,式(6.2)に代入すると

(6･3)

〈碧(o)一誌(q(u,u),J(u,Jy)))
J(u,u)

- 3K71(0)J(u,Ju)･ '∇uJ'(u,u)7

〈碧(o,.志〈J(u,u,,J(u,Ju.,,)
J(u,u,

-

-3K72(0,J(u,Ju,
+

(∇u7)(u,u)
となる.条件iv)によって

〈読了+読)
となり

(J(u,u),J(u,Ju))c,(u,u)ニー3(,c71(0)+ FC↑2(0))J(u,Ju)

(J(u,u),J(u,Ju))J(u,u)
-

-3rc71(0)pc7,(0)cr(u,
Ju)

となる･この式(6.4)にJ(u,u)との内積をとると

(3rc↑1(0)FC72(0)+ JIG,(u,u)‖2)(c,(u,u),q(u,Ju)) - 0

(6.4)

を得る･ J'71(0)rc72(0)> 0より(J(u,u),g(u,Ju))
- 0となり,式(6.4)によってJ(u,Ju) -

0となる･任意の単位接ベクトルu,v∈TpMに対して,uをu+vと置き換えると

0
-c,(u+v,J(u+v))

-

J(u,Ju) +o･(u,Jv) +c,(v,Ju) +J(v,Jv)

-c,(Ju,v)
+ J(u,Jv)

となることから,
J(u,Jv)

-

-c,(Ju,v)を得る.
M上の任意のベクトル場X,Y,Zに対

して

(∇xc,)(y,JZ) - -(∇xJ)(JY, Z)

が成り立つ.実際,ケ-ラー多様体であるから

(∇xc,)(y,JZ) - ∇妄(c,(y,JZ))
-

o-(∇xY,JZ)
-

J(Y, J∇xZ)
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である･ここでc,(Y,JZ) -

-c,(JY,Z)であることを利用すると

(∇xJ)(Y,JZ)ニー∇妄(q(JY,Z)+J(J∇xY,Z) +g(JY,∇xZ))
-

-(67xo･)(JY,Z)

となる.

一方で, RM2n'k(c)は一定断面曲率をもつことから,命題1.8とコダッチの方程式

(1･24)より

(∇xq)(y,z) -

(∇yJ)(X,Z)- (RM(x,y)z)⊥ - o

を得る.これより

(∇xJ)(Y,Z) - (∇xJ)(JY,JZ) - (∇JYg)(X,JZ) -
-(守,yc')(JX,Z)

ニー(67zc,)(JX,JY)
-

-(∇zJ)(X,Y)
-

-(∇xc')(Y,Z)

となり, (∇xc,)(Y,Z)-0を得るので, fは平行である.

最後に, fがconstaムtisotropicであることを示す. (J(u,u),J(u,Ju)) = 0だから,

式(6･3)によって･完1i(0)/k7i(0)-

Kli(0)/K7i(0)となり,式(6･1)によってAJ(u,u)u
-

llJ(u,u)=2uを得る･これより,各点p∈Mでの任意の正規直交ベクトルの組(u,v)∈

TpMに対して

(c,(u,u),c,(u,v))- (Aq(u,u)u,v)- 0

を得るので,補題6･1より, Jは各点でisotropicであることがわかる. Jがconstant

isotropicであることを示すためには, 〟上の孤長で径数付けられた任意の測地線cを

とる.. Jは平行であるから

加(dj)lJ2- 2((予eJ)(tj),J(a,～))±4(J(予如),J(a,.a))- 0

となり, JIJ(a,a)ffは測地線c-c(s)に沿って一定となる. Mの連結性により, fが

constant isotropicであることが得られる･以上のことから[11,36]において分類され

た結果より′Jは局所的にそれぞれ主張したはめ込みの一つに同型である. □
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定理6･2複素次元nの連結なケ-ラー多様体Mの美空間形RM2n'k(～)への等長はめ込

みf : M -

IRM2n'k(a)について,fが全測地的はめ込みp : Cn･- R2n+k 8こ同型である

ための必要十分条件は,各点p ∈ M8こおける任意の単位接ベクトルu ∈ TpM8こ対して,

次の四つの条件を満たす孤長で径数付けられた滑らかな二つの曲線71,T2 : (-･e,e)
- M

が存在することである.

i) 71,72は変曲点をもたず,点p∈Mでケ-ラー的である,

ii)71(0)-72(0) -p,ヤ1(0) -12(0)
- u, Y,1(0)- Ju,Y72(0)ニーJu,

iii)f｡↑1, f｡72は点f(p) ∈ RM2n+k(6)で真の位数2である,

iv) pall(0)/FC71(0)
-

FCん2(0)/rc72(0)≠
0･

証明 四条件が等長はめ込み′を決定することを示せば十分である.定理6.1とその証

明によって, fは平行かつ任意の接ベクトルu ∈ TMに対して, c'(u,Ju)
- 0､を満た

す･式(6･3)より,式(6･2)はKll(0)J(u,u)-0となる･条件iv)より,Kll(0)≠0だか
らJ(u,u)-0となり, fは全測地的となる. □

第二節と同様に,曲線族を考えることで,定理6.1と恵理6.2を次のように書き直す

ことができる.

ケ-ラー多様体の等長はめ込みをf ‥ M - RM2n+k(∂)について,任意の単位接ベ

クトルu ∈ TpMに対して,次の四つの条件を満たす弧長で径数付けられた滑らかな曲

線の曲線族を7+(u), f~(u)と定める.

i)変曲点をもたない,

ii)初期接ベクトルはuである,

iii)初期法ベクトルはJuまたは-Juの正定数倍となる,

iv)外的形状は点f(p)で真の位数2である.
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ただし初期法ベクトルJuまたは-Juに応じてf'(u)またはア~(u)を定める.

この曲線の曲率の対数微分の集合を

Au'- (JCl(0)/K7(0)I7 ∈F+(u)),

Au- - (KJ-I,(0)/rc7(0)!7 ∈ I-(u))

と表し, Au-Au+nAu-とおく.

命題6･1ケ-ラー多様体Mの実空間形RM2n'k(6)への等長はめ込みf : M -

RM2n'k(6)について,任意の単位接ベクトルu∈ TpMに対して, Au≠¢を仮定する

と,次のいずれかの条件が成り立つ.

(1)任意の単位接ベクトルuに対して, Au ≠(0)ならば,fは全測地的かつp: Cn -

JR2n+kに同型である.このとき,任意の単位接ベクトルuに対して, Au-温を

満たしている.

(2) Au-(0)ならば,定理6.1の(2)または(3)のはめ込みに同型となる.

これらの定理は実空間形への四元数ケ-ラー多様体の等長はめ込みに拡張すること

ができる.

定理6･3四元数次元n (≧2)である連結な四元数ケ-ラー多様体(M,J)の実空間形

汲M4n+k(～)への等長はめ込みf‥ M - RM4n+A(～)を考える.Mの各点pにおける

任意の単位接ベクトルu∈TpMに対して, llJ(i)il- 1 (i- 1, 2,3)となる線形独立な

J(1), J(2), J(3) ∈ Jpと次の五つの条件を満たす孤長で径数付けられた滑らかな六つの曲

線7,･ (1≦j≦6)が存在すると仮定する,

i) 7jは点pで真の位数2である,

ii)7j(0)-p, 1j(0)-u,

iii)Y7i(0)- J(i)u, y,i.3(0)ニーJ(i)u･ただし1≦i ≦ 3,
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iv) f｡7jは点f(p)で真の位数2である,

v) fCli(0)/fC7i(0)
-

rcli.,(0)/FC7i.3(0)･ただし1≦ i ≦ 3.

このとき, Jは平行かつconstant isotropicで次のいずれかの一つの埋め込みに局所同

型である.

(1)全測地的はめ込みHn - R4n+k,

(2)全勝的はめ込み肝- RH4n+k(6),

(3)第一標準極小はめ込み

fl : ⅡPn(c) - S2n2'3n11((n+ 1)c/(2n))

と全勝的はめ込み

f2 : S2n2+3n-1((n+ 1)c/(2n))- RM4n'k(～)

の合成である平行はめ込みf2｡fl･ただしc≧ 2n6/(n+1)である.

証明 定理6･1の証明に沿って進めていくと,
q(u,J(i)u)

- oを得る. (J(1),J(2),J(3))

はJpの基底だから∫任意のJ∈L7pに対してJ(u,Ju)-Oとなる.従って, fは平行で

あることがわかる([15]).定理6.1の証明と同様にuをu+vで置き換えることにより,

J(u,Jv)
-

-c,(Ju,v)を得る･四元数ケ-ラー多様体であるから,式(5.1)を用いると

(∇xJ)(Y,JiZ) - ∇妄(J(Y,JiZ))-cr(∇xY,JiZ卜J(Y, ∇x(JiZ))

-

∇妄(cr(y,JiZ))-J(∇xY, JiZ)
-

J(Y, Ji∇xZ)

-

qi+2(X)g(Y,Ji+1Z)+ qi+1(X)c,(Y,Ji+2Z)

ニー∇妄(c,(JiY,Z))
+
c,(Ji∇xY,Z) + c'(JiY,∇xZ)

+ qi+2(X)c,(Ji+1Y,Z)
-

qi+1(X)c,(Ji+2Y,Z)

-

-∇妄(u(JiY,Z))
+
J(∇x(JiY),Z)

+
cr(JiY,∇xZ)

ニー(67xJ)(JiY,Z)
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より

(67xc,)(Y,JiZ)--(67xcr)(JiY,Z)i-1, 2, 3

が成り立つ･従って, J∈Jについて(∇xJ)(Y,JZ)ニー(∇xJ)(JY,Z)が成り立つ･
よって,定理6.1の証明と同じ方法で(予xc')(y,Z) -0を得るので, fは平行である･

そして定理6.1と同様にして, Jはconstant isotropicとなるので, Jは仮定の一つの

条件に局所的に同型である([11,36])･ □

次に,定理6.2の証明に沿って進めていくと,ユークリッド空間への四元数ユーク

リッド空間の全測地的等長はめ込みを特徴付けることができる.

定理6.4四元数次元n (≧2)である連結な四元数ケ-ラー多様体(M,J)の実空間形

RM4n+k(∂)への四元数ケ-ラーはめ込みf : M - RM4n'k(c～)を考える･fが全測地

的はめ込みp : Cn - R4n+kと同型であるための必要十分条件は,各点p∈ Mにおけ

る任意の単位接ベクトルu∈TpMに対して, llJ(i)ll-1 (i-1,2,3)であるような線形

独立なJ(1),J(2),J(3) ∈
L7pが存在し,次の四つの条件を満たす孤長で径数付けられた

滑らかな六つの曲線7i: (-e,E)-M(1<_i≦6)が存在することである･

i) 7iは変曲点をもたず,点pで真の位数2である,

ii)7i(0)-p,ヤi(0)
-u, Y,i(0)- Jiu, Y,i.3(0)

-

-Ji-u･ただし1
≦i ≦ 3,

iii)f｡7iは点f(p)で真の位数2である,

iv) Kli(0)/K7i(0)
-

Kli.3(0)/K7i.3(0)･ただし1≦
i ≦ 3･更に,あるiに対して

･

FCli(0)/Jt7i(0)(-FCli.,(0)/FC7i.3(0))≠.0･

ケ-ラー等長はめ込みの場合と同様に,定理6.3, 6.4を次のように書き直すことが

できる.四元数ケ-ラー多様体Mの等長はめ込みf : M-RMm(～)について,任意

の接ベクトルu∈TpMと11J"-1を満たすJ∈Jに対して,次の四つの条件を満た

す孤長で径数付けられた滑らかな曲線族をf(u; J)と表す.
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i)変曲点をもたない,

ii)初期接ベクトルはuである,

iii)初期法ベクトルはJuの正定数倍となる,

iv)外的形状f｡7は点f(p)で真の位数2である.

この曲線の曲率の対数微分の集合を

Au- n'〈Kl(0)/K7(0)l7∈F(u;J))
J∈J,I(J‖-1

とおく･定理6･3,6.4, 【2]の結果から,次の命題を得る.

命題6･2四元数ケ-ラー多様体(M,J)の等長はめ込みをf : M - RMm(～)につい

て,任意の単位接ベクトルu∈TMに対して, Au≠¢を仮定すると,次のいずれか一

つの条件が成り立つ.

(1).4u≠(0)ならば, fは全測地的かつp‥Ⅲn-R鍾n+kに同型となる.このとき,

Au-汲となる.

(2)礼- (0)ならば,fは全折的はめ込みp:Ⅱn一浪H4n+k(a),または定理6.3の

iii)に同型となる.

次に,ケ-ラー多様体や四元数ケ-ラー多様体の実空間形への等長はめ込みと同様

に位数2の曲線を用いて実空間形内のケ-リー射影平面の部分集合の等長はめ込みの

特徴付けを行う.最大断面曲率cのケ-リー射影平面をOP2(c)と表す.前節のケ-

ラー多様体や四元数ケ-ラー多様体と異なり,ケ-リー部分多様体が定義されていない

ことから, OP2(c)の部分集合に制限して考察する.それゆえ,次のように曲線の本数

を減らすことが可能となる.
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定理6.5ケ-リー射影平面OP2(c)の開部分集合Mから実空間形汲M16+k(6)への等

長はめ込みf ‥M -RM16+k(6)を考える. Mの各点pにおける任意の単位接ベクトル

u∈ TpMに対して,主法線ベクトルv ∈ TpMが存在し,次の四つの条件を満たす変曲

点をもたない孤長で径数付けられた滑らかな三つの曲線7i ‥(e,-e) -M (i- 1,2,3)

が存在すると仮定する.

i) 7i(0)-p,ヤ1(0)-ヤ2(0)-u,ヤ3(0)
--u,

ii)∇ヤ1ヤ1(0)- fC71(0)v,∇十,ヤ2(0)
-

-FC72(0)v,∇ヤ3ヤ3(0)
-

pc73(0)v,

iii)f｡7iは点f(p)で真の位数2である,

iv) rc′71(0)/FC71(0)
-

FC′72(0)/FC72(0)
-

JC′7,(0)/rc73(0)･

このとき,はめ込みfは第一標準極小はめ込み

fl : OP2(c) - s25(3c/4)

と全勝的はめ込み

f2 : S25(3c/4)- RM16'k(c-)

の合成である平行はめ込みf2｡flに局所同型となる.ただし3c/4≧6である.

証明 条件ii)を満たし,外的形状f｡7iは点J(p)で真の位数2であるから,式(4.2),(4.3)

は

(-1)i~1pc7i(0)完1i(0)v一元7i(0)3u-

完7i(0)((-i)i-1K′7i(0)v-

pc7i(0)2u
- Ag(u,u)u + K7i(0)Z7i(0)) (i

- 1,2),

(6･5)

fC73(0)完1,(0)v+完7,(0)3u
-

完,3(0)(FC′73(0)v+ I'73(0)2u+
AJ(u,u)u +

pc7,(0)Z,3(0)),

(6･6)

完1i(0)c,(u,u)-完Ti(0)((-1)i113K,i(0)c,(u,v)
+ (∇uc,)(u,u))(i- 1,2), (6･7)

完13(0)J(u,u)-完73(0)(-3fC73(0)J(u,V)
-

(∇uc,)(u,u)) (6･8)
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+(-1)%二う芯(c,(u,u),q(u,V))(i
- 1,2),

となる･式(6.5), (6.6)の両辺にvとの内積をとると,

完1i(0) FCli(0).,1､乞1 ′J_ ､

完,i(0) FC7i(0)
＼ ~′

fC7i(0)､〉＼LA''Wノ')＼Lh'Vノ′
＼u-⊥'~ノ'

…≒≡…呂三語謡+志〈J(u,u),J(u,V),
が得られ,それぞれ式(6.7),(6.8)に代入すると

〈諾･(-1,%誌〈g(u,u?,g(u,v,))J(u,u)
-

+(-i)i~13fC7i(0)c,(u,v)+ (∇uJ)(u,u) (i
- 1,2),

〈宝器+読(q(u,u),q(u,v),)J(u,u)
ニー3rc7,(0)c,(u,v)

- (67uJ)(u,u)

(6･11)

(6･12)

を得る･ 71, 72に対する式(6･11)の両辺の差をとるとpcん1(0)/FC71(0)
-

FCん2(0)/fC72(0)で
あるから

-〈志+志〉
(g(u,u),J(u,V))q(u,u)

- 3(FC71(0)+ fC72(0))J(u,V)

となり,
FC71(0)+FC72(0)>0であるから

(g(u,u),c,(u,v))c,(u,u)
-

-31C71(0)FC72(0)J(u,V)

を得る.両辺にg(u,u)との内積をとると

(3K71(0)K72(0)+ llJ(u,u)Il2)(J(u,u),0-(u,V))
- 0

となる･ rc71(0)fC72(0)>0だから(J(u,u),C,(u,V)) -0となり,式(6･13)により

J(u,V) -0

を宿る.

(6･13)
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71,73に対する式(6･11),(6.12)においてJ(u,V)
- 0を用いると

cf(u,u)
- (予uJ)(u,u),

J(u,u)
-

-(∇uJ)(u,u).

となり,
rcll(0)/rc71(0)

-

rcん3(0)/rc73(0)であるから,(∇uq)(u,u)- oを得る.

任意の接ベクトルu,v,wに対して,uをu+vに置き換えると,コダッチの方程式

(1124)により(屯J)(u,V) - (67uJ)(v,u),(67uc,)(v,v)- (67vJ)(u,V)となり,

0
-(予u+vJ)(u+v,u+v)

-(やuo-)(u,v)
+ (∇uJ)(v,u)

+ (67uJ)(v,V)

+ (∇vo･)(u,u)+ (∇vc,)(u,v)+ (∇vc,)(v,u)

-3(やuo-)(u,v)
+ 3(67vq)(u,v)

-(予vJ)(u,u)
+ (∇uc')(v,V).

を得るき uをu+wに置き換えると

0 - (67vJ)(u+w,u+w) + (予u.wc')(v,v)

- (予vc,)(u,u)+ (∇vJ)(w,W) + 2(67vc,)(u,w)+ (予ucr)(v,v)+ (∇wJ)(v,V)

- 2(∇vc,)(u,w)

となるので, (∇vo-)(u,w)-0を得られ, fが平行となる. fが平行かつMLまOP2(c)

の部年集合により,証明を終える(【11,36]). □.

注意 各点p∈ Mで等長はめ込みf : M - RMn'16(～)による外的形状紬)が位数

2であるM(⊂ OP2(c))の部分集合M上の曲線を7とする. fは平行であるから,式

(6･7)により, u -ヤ(0),∇十ヤ(0)/rc7(0)に対して

完1(0)c,(u,u)
- 3完7(0)FC7(0)J(u,V)
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となる･定理6･5の結果により, fはconstant isotropicである(【36]).それゆえ,任意

の正規直交接ベクトルの組(u,v)に対して･ (J(u,u),J(u,V))-0を得られ,完1(0)-0

またはc,(u,u)-oを得る･ある(結果的に任意の)単位接ベクトルu∈TpMに対して,

o-(u,u)
- 0ならば,この点で測地的である. fはconstant isotropicだから, fは全測地

的である.しかし,多様体〟を全測地的多様体として実空間形内に埋め込むことはで

きないことが知られている･そこで矛盾が生じる･その結果,式(6･9)よりKl(0)-0

を得る･式(6.5)より

完7(0)2u- K7(0)2u+ AJ(u,u)u
-

FC7(0)Z,(0) (6･14)

を得る･この式(6･14)とZ,(0)との内積をとると, isotropicより, Z,(0) - 0を得

る･それゆえ,外的形状f｡7が各点で位数2であるならば,7とfo7は円となる.

AJ(u,u)u - llc,(u,u)‖2uだから,測地曲率rc7の曲線7は式(4.6)によって

∇ヤ∇ヤヤ-∇十(∇ヤヤ+c,(ヤ,ヤ))
- ∇ヤ(rc7Y7)+ ∇ヤ(cr(ヤ,ヤ))

-

FC7∇ヤY,
-

Aq(1,ヤ)ヤニーrc号ヤーIfc,(1,1)=2ヤ

ニー(fC号+H2)ヤ
を満たす･ただしH8まMの平均曲率関数である･ f｡イは測地曲率ノ有子扉の円で
ある.
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7 Isotropicはめ込みと曲線の曲率の対数微分

前節までは曲線が位数2であるという性質を保つはめ込みについて考察した.そ

こでは曲線の対数微分が重要な役割を果たしたので,本節では曲線の曲率の対数微

分を保存するという性質を用いてisotropicはめ込みの特徴付けを行う.このとき,

M上の曲線7とその外的形状であるM～上の曲線今の曲率の対数微分杏,それぞれ

Kち/K7
- e7, kl/k7- e～,と表す･

定理7･1等長はめ込みをf : M- M～はisotropicであるとする･そのisotropy関数杏

入Jと表す.

(1)任意の単位接ベクトルu ∈ TMに対して,初期接ベクトル朋0) -uかつ曲線

の曲率の対数微分がe↑(o)- e7(0)であるような変曲点をもたない滑らかな曲線

7:(-E,E)-Mが存在する.

(2)点p∈Mにおいてfが測地的ではないならば,初期接ベクトルがu∈TpMであ

る滑らかな曲線の曲率の対数微分がJによって保存されるための必要十分条件

は,曲率の対数微分がu(入f)/入f(p)に一致することである.

(3)点p ∈ Mにおいてfが測地的であるならば,変曲点をもたないすべての曲線に

対して,曲率の対数微分がJによって保存される.

証明(1)は(2), (3)の結果である･初期値7(0)-p∈Mかつ初期接ベクトル1(0)-u

であるような滑らかな曲線7‥(-e,E)-Mをとる･式(4･1)によりk号-K号+入f(7)2

であるから,両辺を微分すると

klk7- a;FC;+1(入f)入f(7)

を得る.

点pで測地的であるとき,入f(p)-0であるから, k7(0)-K7(0)かつkl(0)k7(0)-

pcl(0)rc7(0)により,e7(0)-e7(0)を得る･よって,点pでJによってすべての曲線の

曲率の対数微分は保存される･.よって(3)を得る.
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点pで測地的ではないとき

e～7(0)
-

e7(0)-
kl(0)k7(0) FCl(0) 入f(p)2 /u(入f)

(浩一諾)完丁両｢~石河=称辞し方南

となる･ e-7(0)-e7(0)であるための必要十分条件は, e7(0)
-

u(入f)/入f(p)であり(2)
を得る. □

等長はめ込みf:M-M～について,正規直交接ベクトルu,v∈TpMに対して,吹

の条件を満たす滑らかな曲線族をQf(u,V)と定める.

i)i(0) -u, ∇ヤヤ(0)/II∇十1(0)ll-v

ii)e7(0)- e7(0)

ただし曲線は原点を含む区間で定義されていて,原点に対応する点は変曲点ではない

ものとする.

曲率の対数微分の集合を

βf(u,V)- 〈e7(0)I7∈ Qf(u,V)〉,

Bf(u)
-U(Bf(u,V)

!vETpM', vlu)

とおく. Jがisotropicであるとき,定理7.1より任意の正規直交接ベクトルの組に対

して, βf(u,V)≠¢を満たし,点pで測地的であれば, βf(u,V)-汲を満たす.また,

点pで測地的ではないならば, βf(u)8ま一つの値から成る･次にこの値がu(入f)/入f(p)

に一致することを述べる.

isotropic等長はめ込みが曲率の対数微分を保存することを述べたが,次にこの逆で

ある,曲率の対数微分を保存する等長はめ込みがisotropicであることを示す.
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定理7.2等長はめ込みf: M-M～について,次の条件は点p∈ Mにおいて互いに

同値である.

(1) fは点pでisotropicである.

(2)任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈TpMx TpMに対して

∇ヤ1ヤ1(0)≠∇十212(0),e71(0)- e72(0)

を満たす二つの滑らかな曲線71,72 ∈ Qf(u,V)uQf(u,-V)が存在する.

注意 定理7.2の条件(2)について述べる.

(1)71 ∈ Qf(u,V),72 ∈ Qf(u,-V)の条件と,βf(u,'v)∩βf(u,-V)≠郎ま同値である.

(2) 71,72 ∈ Qf(u,V)または71,72 ∈ Qf(u,-V)のとき, rc71(0)≠ FC7,(0)の条件が必要

である､･

p亡コ

命題7･1等長はめ込みf : (M,9) - (M,h)が点pにおいてisotropicであるための

必要十分条件は,点pにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ TpM x TpMに

対してβf(u,V)nB.i(u,-V)≠¢となることである.

補題7.1変曲点をもたない曲線7の曲率の対数微分と外的形状の曲率の対数微分は

K号(P～T-e7)+e7fIJ(1,1)lf2-完;(e～,
- e7)+e71[J(ヤ,ヤ)Jl2

- ((∇ヤi)(ヤ,ヤ),J(1,ヤ))+ 2(J(∇十ヤ,ヤ),J(1,ヤ))

を満たす,

証明 式(4.1)の両辺を微分すると

klk7
-

KlfC7
+ ((∇ヰJ)(ヤ,ヤ),J(1,ヤ))+ 2(c,(∇十ヤ,ヤ),J(ヤ,ヤ)) (7.1)

が得られrcん/pc7-e7, A;/k7-e↑,式(4･1)を代入すると,補題が得られる･□
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系7･1等長はめ込みf: M-M～について,ある整数k(>0)と任意の正規直交接ベ

クトルの組(u,v) ∈ TpMxTpMに対して′測地曲率K7(0) - kをもつ滑らかな曲線

7∈Qf(u,V)が存在する･特に, βf(u,V)≠¢となる.

証明補題7･1により,
J(u,u)-0であれば, K号(e7-e7)-0となることから,i(0)-

u, ∇十朋0)/Il∇巾‖-vとなる任意の曲線7は7 ∈ Qf(u,V)である･従って, βf(u,V)-汲

となる･また,
J(u,u)≠0であれば, e～,(o)-e7(0)となるための必要十分条件は

e7(0)-
((∇uJ)(u,.u)J(u,u)) + 2k(cr(u,v),c'(u,u))

flJ(u,u)=2

を満たすことである･このような曲線は存在するので, Qf(u,V)≠¢である.以上より

Bf(u,V)-
R

((∇uc,)(u,u)J(u,u))
+ 2k･(c'(u,v),J(u,u))

1lJ(u,u)‖2 〉
J(u,u) -0,

c,(u,u)≠ 0

であり,特に, βf(u,V)≠¢である. □

従って,定理7.2の必要不可欠な仮定条件はe71(0)
-e72(0)であることがわかる.

定理7･2の証明 fが点pでisotropicであるとき,任意のu∈ TpMに対して補題7.1

により,ヤ(0)-uとなる任意の曲線7は

ki(o)(e-,(o)
-

e7(0))+e7(0)HJ(u,u)ll2
- ((テug)(u,u),J(u,u))

を満たす･ J(u,u) -0ならば,任意の曲線7に対して, e7(0)-e7(0)となる. g(u,u) ≠o

ならば

e7(0)- ((∇uJ)(u,u),J(u,u))JJc,(u,u)‖~2

となる任意の曲線7に対してe～7(0)-e7(0)となる.このように,条件(2)が成り立つ.

一方で,条件(2)が成り立つと仮定する･任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)8こ対

して,二つの曲線71,72は仮定条件を満たしているとする.補題7.1の等式によって

e7i(0川J(u,u)‖2- ((67uol)(u,u),J(u,u))土2K7i(0)(J(u,u),C,(u,ら))i - 1,2
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を満たす.ただし二つの符号は

∇ヤiヤi(0)/Il∇ヤili(0)lf- j=v

に応じて･正または負となる･ ∇十1ヤ1(0)≠∇ヤ2ヤ2(0)であるから,(cr(u,u),g(u,v))-o

となり, fは点pでisotropicとなる. ロ

次に,等長はめ込みについて測地的であることを特徴付けることができる.

命題7･2等長はめ込みf: M-M～について,次の二つの条件は点p∈ M8こおいて

互いに同値である.

(1)fは点pで測地的である.

(2)任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ TpM x TpM8こ対して

i) e71(0)- e72(0)を満たす二つの曲線71,72∈ Qf(u,V)ugf(u,-V)は

∇竹ヤ1(0)≠∇十2ヤ2(0)

を満たす,

ii)βJ(礼)は少なくとも二つの値を含む.

命題7.2の条件を強めると

命題7･3等長はめ込みf : (M,9) - (M,h)が点pにおいて測地的であるための必要

十分条件は,点pにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ TpM x TpMに対

して

(1)βf(u,V)∩βf(u,-V)≠0,

(2)βf(u)は複数の値を含む

を満たすことである.
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命題7･2の証明 fが点pで測地的であるならば,任意の接ベクトルu∈TpMBこ対し

てJ(u,u)-0だから,補題7･1により, 7(0)-p,∇ヰ1(0)≠0を満たす任意の曲線7

に対して, e～,(0)-e7(0)が成り立つ･従って条件(2)が成り立つ.
逆に,条件(2)が成り立つならば,定理ナ.2により,fが点pでisotropicであることが

わかる･また定理7･2の証明により･任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)∈ TpMxTpM

に対して, (J(u,u),C,(u,V))-0を得る.

系7･1により, βf(u)≠¢だから, βf(u)の異なる値e73(0),e7｡(0)をもつ二つの曲線

73,74∈∪〈F(u,v)Iv∈TbM,v⊥･u)をとることができる.
補題7.1より

e,,(o)JJc,(u,u)‖2- ((∇uc,)(u,u),cr(u,u))- A,4(0)JIJ(u,u)‖2

となり,
g(u,u)-oが得られ,点pで測地的となる.

□

ここで前田氏が円の外形状により特徴付けたconstant isotropic等長はめ込みにつ

いて述べる(【14】)･fが点pでisotropicであるとする. 7が点7(0)で1(0) -u∈TpM

かつIl∇乍十(0)H-k(>0)を満たし,その曲率の対数微分がoであるとき,従って,特

に7がヤ(0)-uを満たす曲率rcの円であるとき,補題7.1によって

e7(0)-
((67†上J)(u,u),C,(u,u))
FC2 + llc,(u,u)‖2

を満たす･従って, C～T(0)
-0ならば((67uc,)(u,u),J(u,u))-0となり, u(入f)-0で

ある.よって,次の系が得られる.

系7･2 ([14])リーマン多様体M～への連結なリーマン多様体Mの等長はめ込みf‥

M - M～がconstant isotropicであるための必要十分条件は,各点p ∈ Mで任意の正

規直交接ベクトルの組(u,v)∈ TpMxTpMに対して, 1(0) - u,∇十1(0)/Fl∇ヤ1(0)IF
- v

を満たす正の測地曲率をもつ円7が外的形状でも一定な測地曲率をもつことである.

このように,我々の結果は前田氏のconstant isotropic等長はめ込みの特徴付けの拡張

になっていることがわかる.部分多様体が超曲面である場合は次のような系になる.
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系7.3 M～の超曲面Mが全勝的であるための必要十分条件は, Mの各点pにおける

任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)に対してβf(u,V)∩βf(u,-V)≠¢となることで

ある.

系7･4 M～への連結な超曲面Mの等長はめ込みfについて, fがextrinsic sphereであ

るための必要十分条件は, Mの各点pにおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)

に対してM上の曲線7が1(0) -u,Y7(0) -vをもつような円で面の外的形状fo7
でも一定な測地曲率をもつことである.

注意 系7.2, 7.4における↑が円であり,外的形状f｡7が一定な測地曲率をもつとい

う条件はe-(0)- e(0)- 0を満たすような変曲点をもたない滑らかな曲線の一点の条件

に弱めることができる.

命題7･1,7･3は系7･2に対応させてβf(u,V)とβf(u,-V)との情報を述べているので

わかりにくくなっている面がある.そこで,はめ込みによって保たれる曲率の対数微

分の量という観点で見直しをすると,次のようになる.

定理7.3等長はめ込みf‥M-M～について

(1) fが点p ∈ Mにおいてisotropicであり,謝地的でないための必要十分条件は,任

意の接ベクトルu∈TpMに対して, βf(u)8ま一つの値から成る･

(2) fが点p∈ Mにおいて測地的であるための必要十分条件は,あるTpMの正規直

交基底(ul,-
,un)でβf(ui,u,･)

-R (i≠j)を満たすものが存在する･

次に,ケ-ラー多様体に対して曲率の対数微分を保つはめ込みを考察する.ケ-ラー
ノ~ヽ一

等長はめ込みf: (M,J,g)-(M,J,h)に対して

Q;(u)- Q(u,Ju) uQ(u,-Ju),

β;(u)- 〈e7(0)I7∈Q;(u))
とおく. fの第二基本形式はq(u,Jv) - JJ(u,V)を満たし, (J(u,u),C,(u,Ju))-

(J(u,u),Jc,(u,u))-0より,定理7･3は以下のようにいい替えられる.
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定理7･4ケ-ラー等長はめ込みf: (M,J,9) - (M,J,h)が点p∈M8こおいて測地的

であるための必要十分条件は,任意の単位接ベクトルu ∈ TpMに対して, β;(u)が複

数の値を含むことである.

従って,全測地的ケ-ラー等長はめ込みは以下のように特徴付けられる.

系7･5ケ-ラー等長はめ込みf: (M,J,g) - (M,J,h)が全測地的であるための必要

十分条件は,任意の単位接ベクトルu∈ TM8こ対して, β;(u)が複数の値を含むこと

である.

定理7･4の証明 fがケ-ラーはめ込みであるから,補題7.1より, ∇ヤ1(0)〟Jl(0)杏

満たす任意の曲線7に対して, 1(0)-uとすると

k7(e7(0)- e7(0))+e7EIc,(u,u)‖2
- ((∇uJ)(u,u),C,(u,u))

を満たす･特に,
7∈Q;(u)であれば

e7(0)"a-(u,u)‖2- ((∇uc,)(u,u),c,(u,u))

であるから, c,(u,u)-oであることとβ.c,(u)が複数値とることは同値である･
□

注意β;(u)の条件に対して,各点pでちMのC-基底(ul,u2,-
,um)を調べれば

十分であることがわかる.

命題7.2においてJ(u,u) - 0であるための必要十分条件は,曲線の曲率の対数微

分が保存される等長はめ込みの下でβf(u)が少なくともこらの値をとることであっ

た･ここでβf(u)が一つの値をとる場合において考察する.isotropic等長はめ込みを

f‥M-M～とする.ある単位接ベクトル(結果的にはisotropicであることから,任

意の単位接ベクトル) u ∈ TpMに対して, βf(u)が一つの値をとるような点pの集合

をMfとおく. fのisotropy関数入fを用いると,定理7.3により, Mfはnon-totally

geodesic part (p ∈ M I入f(p)≠0)に一致する.
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曲線7∈Qf(u)に対して, Mf上に-形式LJを

LJ(v)
- i
rlv‖e7i(0)v≠o,

0
･L)=0

と定める･ 7∈ Qf(u)8こ対して,p(i)-7(-i)によって与えられる曲線pが, Qf(-u)

に含まれることは明らかであり,その結果,
wはwell-definedである･ Mf上で由-LJ,

M＼Mf上をtj-0と定義することにより, wをM上の-形式tDに拡張することがで

きる･補題7･1により,任意の接ベクトルv∈TpMに対して

入f(p)由(v)- (∇v入f)p- 0

を得る.

命題7.4等長はめ込みf ‥M-M～について,次の二つの条件が互いに同値である.

(1) -形式LJをもつ各点p ∈ Mにおける任意の接ベクトルu ∈ TpMに対して,

入f(p)a(v)- (∇v入f)p- 0を満たすisotropy関数入fをもつfはisotropicである.

(2)各点p ∈ M8こおける任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) ∈ TpMxTpMiこ対し

て, βf(u,V)∩βf(u,-V)≠¢を満たす.

証明 上の議論と系7･2より条件(2)が条件(1)を導くことがわかる.ここで逆を示す:

原点で測地曲率がLJ(i(0))であるような変曲点をもたない任意の滑らかな曲線7をと

る. fは点p-7(0)でisotropicであるから,補題7.1より

Ki(o)(e-7(0)
-

e7(0))- -e～(0)入2f(p)
+ (入f(p)(∇十人f))p

-入f(p)(一入f(p)LJ(ヤ(0))
+ (∇十人f))p- 0

となる･ ～(0)に直交する任意の単位接ベクトルvに対して, LJ(1(0))
∈ βf(i(0),v)杏

満たす. □
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p-log入fとおくと,入f(p)a(v)-(∇v入f)p-0が成り立つことから,wはMf上で

w-dpであり, Mf上の完全微分形式wとなることがわかる.

fが埋め込みの場合, Mfの周りにチューブMf上に滑らかに拡張したpにより,

計量をMf上は∂ -

e2pg, Mf上はh -

e2phとおきかえることで,等長はめ込み
～

ノヽ

f ‥ (Mf,∂)- (Mf,h)はconstantisotropicとなる.



78

8 ベロネ-ゼ埋め込み

isotropicはめ込みでの条件を用いて,潤地球上のある曲線の外的形状により実空間

形の特徴付けを行うことができ,また【15,28]の結果により,ベロネ-ゼ埋め込みの特

徴付けを命題7.1の応用として得ることができる.

実空間形内の測地球面は半径が単射半径より小さいならば, extrinsic sphereとなる

ことが知られている･実空間形は[9]によって特徴付けられている.次元が二以上の

リーマン多様体が局所的に実空間形に同型であるための必要十分条件は,十分小さな

半径のすべての測地球面が折的であることである.従って,系7.2を用いることで,吹

の定理を得られる.

定理8.1次元が二以上のリーマン多様体Mがある実空間形と局所同型であるための

必要十分条件は,各点p ∈ Mで十分小さな半径rをもつすべての測地球S,(p)に対し

て,任意の点q ∈ S,(p)における任意の正規直交接ベクトルの組(u,v)に対して

βf(u,V)∩βf(u,-V)≠め

を満たすことである.

一定正則断面曲率cの複素n次元ケ-ラー多様体をCMn(c)と表す.この多様体

CMn(c)は･ c> 0の場合は複素射影空間CPn(c)と, c- 0の場合は複素ユークリッ.F>

空間Cnと,またc<oの場合は複素双曲空間CHn(c)とそれぞれ局所同型(つまり,局

所正則等長)となる.

同次座標を利用して

cpn'c'j ki'.≦豆≦n‥

[ふ打両z.ko
･ ･ ･

Ink-]k.+....kn=k
∈ CP-(k)(kc)

ただしm(k) - (n+k)!/(n!k!)- 1,として与えられる正則断面曲率cの複素射影空間

CPn(c)の複素射影空間へのケ-ラー等長はめ込みfk ‥CPn(c) - CPm(k)(kc)をk次

ペロネーゼ埋め込みという･これは一定なisotropy関数入f ≡
C(k

-

1)/2のconstant
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isotropic埋め込みである･また,このはめ込みは充満である.つまり,像が全測地的

部分多様体CPm(k)-1に含まれない.

ここで複素空間形の複素空間形へのケ-ラー等長はめ込みの定理を思い起こす.

定理8.2 ([20])一定な正則断面曲率cのケ-ラー多様体の一定な正則断面曲率∂の

ケ-ラー多様体へのケ-ラー等長はめ込みf : CMn(c) - CMN(6)について,次の条

件が成り立つ.

(1)∂≦0のとき,はめ込みJは全測地的である.

(2)∂>0のとき,c>0と∂-kcとなるような正の整数kが存在し, fは局所的に

ケ-ラー埋め込み

L 0 fk : CPn(c-/k)
-i cpm(k)(～)

⊥ CPN(～)I

に同型となる.ただしfkはk次ベロネ-ゼ埋め込みでありLは全測地的ケ-ラー

埋め込みとする.

定理8.3 (Schurの補題･複素版) 〟が複素二次元以上の連結なケ-ラー多様体とす

る･ Mの各点pでちMの任意の複素一次元部分空間に対する正則断面曲率が定数な

らば, Mの正則断面曲率は点にも依らず･定である.特に, IvIが完備単連結であれば

〟は複素空間形となる.

定理7.2,命題7.1とこれらの定理を用いることで,ある曲線の曲率の対数微分を保

存する特性により, n≧ 2のベロネ-ゼ埋め込みを特徴付けることができる.

前田氏([28])により,円の外的形状によるベロネ-ゼ埋め込みの特徴付けが与えら

れているが,一定な測地曲率の円を考察する必要性はなく,滑らかな曲線の外的形状

によってベロネ-ゼ埋め込みを特徴付ける.

定理8.4複素次元n ≧ 2のケ-ラー多様体Mの一定な正則断面曲率c～のケ-ラー多

様体への全測地的ではないケ-ラー等長はめ込みf : M - CMN(～)について, fが充

満はめ込みであるとき,次の三つの条件は互いに同値である.
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(1)ある正の整数kに関してN- m(k)となり, CMN(∂)はCPm(k)(a)に局所同型(

従って,6>0)である･ MはCPn(a/k)に局所同型であり, fはk次ベロネ-ゼ

埋め込みfkに局所同型である.

(2) Mの任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) Bこ対して∇十1ヤ1(0)≠∇ヤ,ヤ2(0)を満た

し, e71(0)-e72(0)となる二つの滑らかな曲線71,72 ∈ Qf(u,V)uQf(u,-V)が存

在する.

(3) Mの任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) iこ対して, βf(u,V)∩βf(u,-V)≠め

である.

証明 ベロネ-ゼ埋め込みfkは全測地的ではないconstant isotropic埋め込みである

から, βfた(u,V)-(0)かつ二つの円をとると,条件(2)が成り立つ.

一方で, fが条件(2)を満たすならば,定理7.2によってfがisotropicであることが

わかる･ガウスの方程式(1･21)により,接ベクトルu∈TpM⊂TpMによって生成され

るMおよび面- cMn(6)の一次元複素ベクトル空間の正則断面曲率HM(u),HM-(u)

は

c- - HM-(u) - HM(u) + (J(u,Ju),J(Ju,u)) - (c,(u,u),c,(Ju,Ju))

- HM(u) + 2IIc,(u,u)il2

という関係を満たす･このように, HM(u) -C～-2入f(p)2はu
∈ TpMに依存しない.

複素空間形におけるSchurの補題により正則断面曲率は点にも依存せず一定である.

よって, Mは複素空間形に局所同型である. 口

走理8.4に関してn-1のときに拡張することはできない.ケ-ラー多様体M～上の

任意のholomorphic curve I : M → M～に対して

(J(u,u),J(u,Ju)) - (c,(u,u),Jc,(u,u))
- 0

でるから, isotropicである. Mの正則断面曲率は一般に一定ではないので, n= 1の

場合に対して定理8.4が成り立たない例がある.定理8.4の証明を見ると, Schurの補
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題を適用せずにすませることができれば, n- 1の場合に対しても成立することがわ

かる.つまり, fがconstantisotropicであることを示すことができれば, n-1を含

む結果が得られる. p.74の注意により,定理8.4の(2)の条件を,曲率の対数微分がo

である曲線に関する条件に置き換えると,次のようになる.

命題8.1複素次元n ≧ 1のケ-ラー多様体Mの等長はめ込みf ‥ M - CMN(～)

(∂>o)が充満はめ込みであるとき,次の二つの条件は互いに同値である･

(1)はめ込みfはある正の整数kに対して, k次ベロネ-ゼ埋め込みfk :.CPn(6/k)
-

CPm(k)(～)に局所同型である･

(2)Mの任意の正規直交接ベクトルの組(u,v) 8こ対して, ∇ヤ1ヤ1(0)≠∇十2ヤ2(0)を満

たすoの曲率の対数微分をもつ二つの滑らかな曲線↑1,72 ∈ Qf(u,V)uQf(u, -V)

が存在する.

この命題は,前田氏([14])による円を用いたベロネ-ゼ埋め込みの特徴付けの曲率の

対数微分を用いた見直しになる.

最後に,複素射影空間,複素ユークリッド空間,複素双曲空間の一つである複素空

間形内の複素超曲面について述べる.複素空間形内の平行な第二基本形式をもつ複素

超曲面は全測地的であるか,または複素射影空間内のcomplex quadricに局所同型で

あるかのいずれかが成り立つことが知られている([19,28】)･

定理8.5複素空間形内の複素超曲面〟が全測地的であるか,またはcomplex quadric

に局所同型であるかのいずれかが成り立つための必要十分条件は,〟の任意の単位接ベ

クトルuに対して, 1(0) -uとなる測地線7が存在するか,または1(0)㌔-u, YT(0)//Ju

の円7で外的形状でも一定な測地曲率をもつ曲線が存在するかのいずれかが成り立つ

ことである.
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