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1

第 1 章

はじめに

本稿では, 統計的機械学習の 1分野である密度推定問題, および, 統計的機械学習の

応用例として, マイクロアレイデータ解析を取り扱う. 密度推定問題とは, 観測さ

れたデータから背後の確率的構造, すなわち, 確率密度関数を推定する問題である

(図 1.1). 確率密度分布の推定には, 大きく分けて 3つのアプローチが存在する. 1つ

目は, 確率密度関数をパラメータを用いてモデル化し, データに最もよく合うパラ

メータを推定する方法で, パラメトリックモデルと呼ばれる. パラメトリックモデ

ルの例として, 最尤法, ベイズ推定などが挙げられる. 2つ目は, 確率密度関数をパ

ラメトリックにモデル化せず, データに依存して分布形を求める方法で, ノンパラ

メトリックモデルと呼ばれる. ノンパラメトリックモデルの例としては, カーネル

密度推定法 [1], k-最近傍密度推定法 [2]などが挙げられる. また, 3つ目はこれらの

中間的な方法で, セミパラメトリックと呼ばれるものである. この方法は, 分布を

表現するために必要なパラメータ数をコントロールできるようにした方法であり,

混合分布モデル (mixture model) [3]はその一例である. 本稿前半では, 統計的機械

図 1.1: 密度推定



2 第 1 章 はじめに

学習における密度推定問題の理論的研究として, EM アルゴリズム, 変分ベイズ法

による混合正規分布推定の局所最適性の問題を取り上げる.

また, 本稿の後半では, 統計的機械学習の応用例としてバイオインフォマティク

ス, 特にマイクロアレイデータ解析を取り扱う. 近年のマイクロアレイ技術の発達

により, 膨大な数の遺伝子データ (マイクロアレイデータ)が得られるようになっ

た. マイクロアレイデータの特徴として, 得られるデータ数が少なく, データの次

元数 (遺伝子数など)がデータ数に対して非常に大きいことが挙げられる. このよ

うなデータから有用な知見を得るためには, 伝統的な統計的手法では不十分にな

りつつある. そこで, パターン認識などで用いられる統計的機械学習の方法による

マイクロアレイデータ解析が活発に行われている. 本稿では, いくつかのマイクロ

アレイデータ解析タスクの中でも, 遺伝子群解析と array CGHデータによるゲノ

ム異常領域同定問題を取り扱う.

本章では, 1.1節で密度推定問題の概略, 1.2節でマイクロアレイデータ解析につ

いての概略を見る.

1.1 混合正規分布推定

観測されたデータからその背後の確率的構造, すなわち確率密度分布を推定す

ることは, データの特徴を捉え, 得られた知見を活用する上で重要である. 本稿で

は, 密度推定問題の中でも, 特に混合正規分布推定問題に着目する. 混合正規分布

モデル (Gaussian mixture model: GMM) [3]とは, いくつかの正規分布の重み付け和

として表現されるモデルであり, 様々な分布形を表現することができ, 広く用いら

れている. 観測されたデータに基づき, 確率密度分布を推定する方法としては最

尤法 [4]やベイズ推定 [5]が挙げられる. しかしながら, 一般にデータが高次元であ

ることや混合分布推定では各データの所属するクラスが未知, すなわち, 各データ

が, 混合分布を構成する複数の正規分布のどの混合要素から生成されたものであ

るかが未知であるため, これらの手法では解析解が得られない, 計算が非常に困難

となるなどの問題が生じる. このように, 非観測データ (潜在変数)を含むデータか

ら密度推定を行う代表的な手法としてEMアルゴリズム (expectation-maximization

algorithm) [6, 7], 変分ベイズ法 (variational Bayes method: VB法) [8, 9], マルコフ連

鎖モンテカルロ法 (Markov chain Monte Carlo: MCMC) [10]などが挙げられる. 本稿

では, これらの中でも, 最も広く用いられていると思われるEMアルゴリズム, また

近年活発に研究が行われている変分ベイズ法について考察する. EMアルゴリズ
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図 1.2: EMアルゴリズム, 変分ベイズ法の背景

ム, 変分ベイズ法はともに勾配法による反復計算によってパラメータを求める手法

であるが, それらの背景は大きく異なる (図 1.2).

EMアルゴリズムは頻度論的なアプローチであり, 混合正規分布のモデルパラ

メータ (平均ベクトル, 分散共分散行列, 混合比)の点推定を行う手法である. その

基礎は最尤法であり, 観測されたデータに対して尤もらしいパラメータを求める

(尤度を最大化する)方法である. 一方, 変分ベイズ法はベイズ推定における計算の

複雑さを近似した方法である. ベイズ推定の枠組みでは, パラメータの点推定の行

うのではなく, パラメータを確率的に変動する値, すなわち確率変数として捉え,

パラメータの分布のパラメータ, すなわちハイパーパラメータを推定する. ベイズ

推定では, 事前にパラメータに確率分布 (事前分布)を与え, データが得られた後, そ

の分布がどのように変化するか (事後分布)を, ベイズの定理に基づいて推定する.

本稿では, EMアルゴリズム, 変分ベイズ法のどちらがより良いかという議論は

避け, 両者が持つ局所最適性の問題に取り組む. 前述した通り, いずれの手法も勾配

法による反復計算によりパラメータ (変分ベイズ法ではハイパーパラメータ)を推

定する方法であり, 局所解へ収束する問題, 局所最適性の問題を有する. この問題を

改善するために, 多くのアルゴリズムが提案されている [3, 7, 11, 12, 13, 14, 15, 16]

が, 本稿では統計力学のアナロジーを用いた, 確定的アニーリング (deterministic
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annealing: DA)法 [11, 13]による方法に注目する. DA法では, EMアルゴリズムや変

分ベイズ法の枠組みと統計力学の枠組みを対応付けることで目的関数に温度パラ

メータを導入し, 単純な形状の目的関数から徐々に元の目的関数に変化させる各段

階においてパラメータを逐次最適化する. その背景には, 高温状態での目的関数は,

元の目的関数の大域的構造を近似しているというアイディアがあり, 高温状態で得

られたパラメータ付近に, 元の目的関数における良いパラメータが存在するであ

ろうという考えがある. DA法を用いた手法, 確定的アニーリングEM(deterministic

annealing EM: DAEM)アルゴリズム, 確定的アニーリング変分ベイズ (deteministic

annealing VB: DAVB)法を混合正規分布推定に適用することで, 局所最適性が改善

することが可能である [11, 13]. 本稿では, DA法のアイディアを利用した多方向探

索アプローチを提案する. 提案法では, DA法における高温での解を原始初期点と

定義し, この点が持ついくつかの特徴を利用することで, 原始初期点を起点とした

探索方向を解析的に生成する. 探索方向は一般に 1つとは限らず複数の探索方向

が存在しうるが, 本手法ではこれらの方向を原始初期点における目的関数のHesse

行列の固有値に基づいて自動的に生成することが可能であり, 計算機実験により

多方向探索法が良い性能を示すことを示す.

1.2 統計的機械学習を用いたマイクロアレイデータ解析

本稿の後半では, 統計的機械学習の応用例としてマイクロアレイデータ解析を

行う. 近年, マイクロアレイ技術の発達により, 非常に多くの遺伝子データを得る

ことが可能となった [17]. これにより, 生物学, 特に分子生物学に関連する様々な分

野の研究が, 情報工学の技術を用いてなされるようになった (図 1.3 [18]). それらの

分野を総称してバイオインフォマティクス (Bioinformatics)と呼び, 活発に研究が行

われている.

本稿では特に, マイクロアレイデータ解析を行う. マイクロアレイデータは, 遺

伝子数, すなわちデータの次元数 pが非常に大きく, 一方データ数 nが比較的小さ

い (n << p)ことが特徴である. このようなデータから有用な情報を得るには, 伝統

的な統計的手法, 例えば t-検定などの簡単な検定, 回帰分析, 分割表を用いた解析,

分散分析など, では不十分となりつつある. そのような中で, 統計的機械学習の手

法を用いたマイクロアレイデータ解析が注目を集め, 研究が行われている [18]. 変

数選択法, 距離学習などによる重要遺伝子の同定 [19, 20, 21, 22]や, 混合正規分布

モデルを用いたマイクロアレイの画像データ解析やクラスタリング [23, 24, 25], サ
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図 1.3: バイオインフォマティクスの研究領域 [18]:本研究で扱う分野を赤枠および

赤字で示す.

ポートベクトルマシンなどの分類器による疾患判別 [26, 27]など, 多くのタスクが

様々な手法を用いて行われている.

マイクロアレイデータ解析の重要なタスクの 1つに, 異なる疾患において遺伝

子発現量の異なる遺伝子を同定する問題がある. この問題に対しては, しばしば

変数選択法や階層型クラスタリングなどの手法が用いられる. 一方で, 遺伝子は

しばしば複数の遺伝子が互いに影響を及ぼしながら発現する. このような場合,

個々の遺伝子を個別に調べるのではなく, 関連性のある遺伝子をグループ化した

もの (遺伝子群と呼ばれる)により多次元的に解析を行うことが重要である. 遺伝

子発現量データを遺伝子群という単位で解析を行うタスクを遺伝子群解析 (gene

set analysis: GSA)と呼ぶ. 遺伝子群解析を行う代表的な手法として, GSEA(gene set

enrichment analysis) [28]や SAFE(significance analysis of function and expression) [29]

がある (SAFEはGSEAよりも一般的な解析の枠組みを与えると解釈できる). しか
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しながら, これらは個々の遺伝子に関する単変量統計量を組み合わせた手法であ

り, 遺伝子群に含まれている複数遺伝子に対して多次元的に解析を行っているわけ

ではない. また, GSEAに批判的な文献 [30]も見られる. そこで, 本稿では, サポー

トベクトルマシン (support vector machine: SVM) [31]を用いた遺伝子群解析の枠

組みを導入する. 遺伝子群解析は, 多変量 2標本検定として定式化されるが, SVM

の分類誤差を検定統計量として用いることで, 遺伝子群データを多次元データと

して取り扱うことができ, また, 異なるサイズの遺伝子群との統計量の比較などを

行うことが可能となる.

マイクロアレイデータには, array comparative genomic hybridization (array CGH)

データと呼ばれる, 遺伝子発現量データとは異なるデータがある [32]. array CGH

データは, DNAコピー数を定量化したデータであり, DNAコピー数異常に起因す

る疾患, 例えば癌など, の解析を行う際に有用である. 本稿では, array CGHデータ

における, 2標本で特徴の異なる異常領域を同定する問題を取り扱う. これにより,

癌のサブタイプの発見や, 同定された異常領域を用いた疾患判別などを行うこと

が可能となる. CGHマイクロアレイは, 遺伝子発現量データとは異なり, DNA全体

をプローブ (遺伝子断片)により表現したものであり, 隣り合うプローブは系列的

なつながりを持っている. したがって, array CGH解析においては, 隣接するプロー

ブの相関を考慮した解析法が望まれる. このような系列データにおける異常領域

を同定する手法として, ADM(aberrant detection method) [33], 混合正規分布を用い

た隠れマルコフモデル (hidden markov model: HMM)による方法 [34, 35], コピー数

が一定とみなせる領域に区分する方法 [36, 37]などが提案されている. このような

手法は, 1種の疾患に特異的な異常領域の同定は可能であるが, 2種の疾患で特徴

の異なる領域を同定することはできない. 本稿では, 最近傍多変量検定を用いたゲ

ノム異常領域同定を行う. ゲノム異常領域同定問題も, 遺伝子群解析と同様, 多変

量 2標本検定として定式化できる. 最近傍分類器の分類誤差を検定統計量として

用いることで, 2種の疾患の多次元的な特徴の違いを定量化することができ, また,

ゲノム異常領域同定におけるいくつかの重要な問題に対処することが可能となる.

1.3 本論文の構成

本稿の構成は次の通りである. 前半の第 2章, 第 3章, 第 4章では密度推定問題を

取り扱う. まず, 第 2章において, 本稿で取り扱う混合正規分布についての説明を

行う. 第 3章では, 混合正規分布推定問題に対する頻度論的アプローチである EM
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アルゴリズムとその拡張について説明する. ここでは, EMアルゴリズムの局所最

適性問題の改善法の 1つであるDAEMアルゴリズムについて説明を行い, DAEM

アルゴリズムのアイディアを活用した別のアプローチである多方向探索 EMアル

ゴリズムを提案する. 第 4章では, ベイズ的アプローチである変分ベイズ法による

混合正規分布推定を見る. DAEMアルゴリズムと同様の枠組みをベイズ推定へ適

用したDAVB法について説明を行い, EMアルゴリズムで定式化を行った多方向探

索アルゴリズムを, ベイズ推定の枠組みへも適用する.

後半の第 5章, 第 6章, 第 7章では, 統計的機械学習の応用例としてマイクロア

レイデータ解析を取り扱う. 第 5章において, マイクロアレイデータ解析の概要と

2種のタスク, 遺伝子群解析と array CGHデータを用いたゲノム異常領域同定問

題について触れる. 第 6章では, サポートベクトルマシンの分類誤差を検定統計量

として用いた遺伝子群解析の枠組みを導入する. ここでは, 最小全域木 (minimum

spanning tree: MST)とパス追跡を用いた SVM学習により, 効率的な多重多変量 2

標本検定を行うことができることを見る. 第 7章では, array CGHデータのゲノム

異常領域同定問題を取り扱う. ここでは, 最近傍多変量検定により, ゲノム異常領

域同定におけるいくつかの問題点に対処し, 効率的な領域同定を行うことができ

ることを見る. 第 8章で本稿をまとめる.
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第 2 章

混合正規分布

与えられたデータからそのデータを生成した分布を推定することは, そのデータ

の特徴を解析する上で重要である. 混合分布は単一の分布に比べ表現力も強く, 確

率ニューラルネット, パターン認識, バイオインフォマティクスなど応用範囲も幅広

い. 本章では, 特に応用上重要な正規分布およびその重ね合わせである混合正規分

布について説明を行う.

2.1 正規分布

データ x ∈ Rpに対する, p変量正規分布 (multivariate normal distribution, multi-

variate Gaussian distribution)は以下のような式で表される:

p(x|m,Σ) =
1√

(2π)p|Σ|
exp

{
−1

2
(x−m)⊤Σ−1(x−m)

}
.

ただし, Rpは p次元の実数空間を表し, m ∈ Rp,Σ ∈ Rp×pはそれぞれ平均ベクトル,

分散共分散行列である. また, Σ−1は精度行列と呼ばれる. 正規分布は確率密度関

数であるので, 以下の確率の要件を満たす:∫ ∞

−∞
p(x|m,Σ)dx = 1,

0 ≤ p(x|m,Σ) ≤ 1.

なお, 確率変数Xが平均ベクトルm, 分散共分散行列Σの正規分布に従うとき, し

ばしば,

X ∼ N (X|m,Σ),

と表記される. 図 2.1に平均 0, 分散 1の単変量正規分布および平均ベクトル

m = [0, 0]⊤, 分散共分散行列Σ = I(ただし, Iは単位行列)の 2変量正規分布の例を
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図 2.1: 正規分布の例: 単変量正規分布 (左)と 2変量正規分布 (右)

示す. 図のように, 正規分布は平均ベクトルを中心とした “釣鐘状”の形状をして

いる.

n個のデータ {xi}i∈Nn
1 , xi ∈ Rpが観測されたとき, それらのデータが生成され

る同時確率は以下で与えられる:

p
(
{xi}i∈Nn|m,Σ

)
=

n∏
i=1

p(xi|m,Σ)

=
n∏

i=1

1√
(2π)p|Σ|

exp

{
−1

2
(xi −m)⊤Σ−1(xi −m)

}
. (2.1)

2.2 混合正規分布

次に, 正規分布の重ね合わせとして表される混合正規分布 (Gaussian mixture

distribution) [3]について説明する. 混合正規分布は, 正規分布に比べ様々な形状の

分布を表現することができ, 多くのアプリケーション分野で用いられている.

x ∈ Rpに対するK混合 p変量正規分布は以下で与えられる:

p(x) =
K∑

k=1

πkN (x|mk,Σk) (2.2)

正規分布N (x|mk,Σk)は混合要素と呼ばれ, 平均ベクトルmk ∈ Rp, 分散共分散行

列Σk ∈ Rp×pを持つ. また, πkは混合要素 kの混合比である. p(x)は確率密度関数

1本稿では, ある自然数 n に対して, i = 1, . . . , nの略記法として, Nnを用いる. ただし, N は自然
数の集合.
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図 2.2: 3混合単変量正規分布の例: 赤線は混合分布, 青線は混合要素

であるため, xに関する積分が 1とならなければならない. すなわち,∫ ∞

−∞
p(x)dx = 1

ここから, πkに関して以下のような制約が導かれる:∫ ∞

−∞
p(x)dx =

K∑
k=1

πk

∫ ∞

−∞
N (x|mk,Σk)dx

=
K∑

k=1

πk

= 1. (2.3)

ここで, ∫ ∞

−∞
N (x|mk,Σk)dx = 1,

を用いた. 更に, p(x) ≥ 0とN (x|mk,Σk) ≥ 0であることから,

0 ≤ πk ≤ 1 k = 1, . . . , K, (2.4)

も導かれる. 式 (2.3), (2.4)より, 混合比 πkは確率の要件を満たすことがわかる.
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確率の和および積の法則により, p(x)は

p(x) =
K∑

k=1

p(k)p(x|k), (2.5)

と表される. 式 (2.5)は式 (2.2)と等価であるため, πk = p(k)と πkを混合要素 kの事

前確率 (prior probability)とみなすことも可能である. 更に, N (x|mk,Σk) = p(x|k)

は, kによって条件付けされた混合要素 kの xに関する確率密度と解釈できる. こ

れらの事実は次章以降で説明するEMアルゴリズム, 変分ベイズ法において重要で

ある.

混合正規分布はパラメータ {πk,mk,Σk}k∈NK
によって完全に特徴付けられるた

め, 以下のようにパラメトリックに表現することが可能である:

p(x|π,m,Σ) =
K∑

k=1

πkN (x|mk,Σk). (2.6)

ここで, π = {πk}k∈NK
, m = {mk}k∈NK

, Σ = {Σk}k∈NK
とした. また, データ

X = {xi}ni=1が観測されたときの混合正規分布の対数尤度関数は,

ln p(X|π,m,Σ) =
n∑

i=1

ln

{
K∑

k=1

πkN (xi|mk,Σk)

}
,

で与えられる.

図 2.2に以下で与えられる 3混合 1変量正規分布の例を示す:

p
(
x|{πk,mk,Σk}k∈N3

)
= 0.3N (x| − 3, 2) + 0.2N (x|0, 0.5) + 0.5N (x|3, 2).
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第 3 章

EMアルゴリズムと混合正規分布推定

本章では, EMアルゴリズムとEMアルゴリズムを拡張した手法を用いた混合正規

分布推定問題を取り扱う. 正規分布および混合正規分布推定問題は古くから研究

されており, 今なお研究が進んでいる. 正規分布のパラメータは最尤法により推定

可能であるが, 混合正規分布については, 一般に各観測データが所属する混合要素

が未知であるため, パラメータの推定が困難となる. 混合正規分布のパラメータは

EMアルゴリズム (Expectation-Maximization algorithm)と呼ばれる繰り返しアルゴ

リズムによって, 逐次的に尤度関数を最大化することで推定できる. しかし, 勾配型

のアルゴリズムであるEMアルゴリズムは, その目的関数が多峰であるが故に局所

最適性の問題を有する. 本章では, この問題を改善するため, 原始初期点 (primitive

initial point: PIP)を用いた多方向探索型のアプローチ [38]を提案し, 計算機実験に

よりその有効性を検証する.

3.1 最尤法

本節では,密度推定問題に対する基本的な解法である最尤法 (maximum likelihood:

ML)について説明を行う. 最尤法では, 得られたデータを生成する最も尤もらしい

分布のパラメータ (最尤推定値, maximum likelihood estimate: MLE)を, 尤度関数を

最大化することで求める手法である. 最尤法について説明を行った後, 最尤法によ

る正規分布推定のシミュレーションを行う. そこでは, データが正規分布に属さな

い, 混合正規分布から生成されたデータに対しては, 最尤法によるパラメータ推定

では不適切であることをみる.
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3.1.1 最尤法

いま, n個の観測データ {xi}i∈Nn , xi ∈ Rpが得られたとすると, 観測データの同

時確率密度は以下の式で表すことができる:

p({xi}i∈Nn|Θ) =
n∏

i=1

p(xi|Θ). (3.1)

式 (3.1)はパラメータΘが与えられたもとで観測データ {xi}i∈Nn , xi ∈ Rpが得られ

たときの同時確率密度を考えている. ここで, 逆に観測データ {xi}i∈Nn が固定され

ており, パラメータΘが未知であると考えてみる. すると, 式 (3.1)はパラメータΘ

の関数と見なすことができ, これを尤度関数 (likelihood-function)と呼ぶ:

L(Θ) =
n∏

i=1

p(xi|Θ).

最尤法ではこの尤度関数 L(Θ)を最大にするようなパラメータΘをその推定値と

する. つまり, 可能なパラメータのうち, 観測データの同時確率を最大にするもの

を最尤推定値とする.

多くの確率モデルでは尤度関数L(Θ)を直接最大化するよりも, 以下のような対

数尤度関数Lを最大化するほうが計算が簡単になる:

L(Θ) = ln
n∏
i

p(xi|Θ)

=
n∑

i=1

ln p(xi|Θ).

対数尤度関数Lを最大にするΘ は以下の式を解くことによって求まる:

∂L(Θ)

∂Θ
= 0. (3.2)

3.1.2 最尤法による正規分布推定

本節では, 前節で述べた最尤法により, {xi}i∈Nn , xi ∈ Rpが与えられたときの多

変量正規分布のパラメータΘ = {µ, Σ}を推定する. ここで, µ, Σはそれぞれ平均

ベクトル, 分散共分散行列である.

多変量正規分布の対数尤度関数は式 (2.1)の対数を取ることにより, 以下のよう

に表される:

ln p({xi}i∈Nn|µ,Σ) = ln
n∏

i=1

1√
(2π)p|Σ|

exp

{
−1

2
(xi − µ)⊤Σ−1(xi − µ)

}

=
n∑

i=1

ln
1√

(2π)p|Σ|
exp

{
−1

2
(xi − µ)⊤Σ−1(xi − µ)

}
(3.3)
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図 3.1: 最尤法の例: 正規分布 (左)と混合正規分布 (右)

式 (3.3)をパラメータµ,Σに関して偏微分をして 0とおくことで, 次のようにパラ

メータの最尤推定値µML,ΣMLが得られる:

µML =
1

n

n∑
i=1

xi, (3.4)

ΣML =
1

n

n∑
i=1

(xi − µML)(xi − µML)⊤. (3.5)

式 (3.4), (3.5)を見てもわかるように, 正規分布の最尤推定値はそれぞれ標本平均,

標本分散となっていることが見て取れる.

最後に, 人工データを用いて, 最尤法による正規分布推定のシミュレーションを

行う. 用いる人工データはX ∼ N (0, 1)およびX ∼ 0.5N (−2, 1) + 0.5N (2, 1)からそ

れぞれ 1000個ずつ生成した 2通りのものを用いる.

結果を図 3.1に示す. 図中のヒストグラムは生成されたデータを表し, 赤線は最

尤法により推定されたパラメータを持つ正規分布を表している. 前者のデータは

単一の正規分布から生成されたものであり, 正規分布を仮定した最尤法により上

手く推定が行えている. 一方で, 後者のデータは混合正規分布から生成されたデー

タであり, 最尤法での推定結果はデータにフィットしていないことがわかる.

これらの結果から, データの分布が複雑な場合 (今回は混合正規分布とした), 単

純な最尤法ではデータにフィットしたパラメータが推定できないことがわかる. こ

のような場合, 次節で説明する EMアルゴリズムを用いることで, パラメータを推

定することが可能である.
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3.2 EMアルゴリズム

本節では, 最尤推定値を求める反復解法である EMアルゴリズムについて説明

する.

3.2.1 EMアルゴリズム

最尤法において, 式 (3.2)の解が解析的に求まればよいが, 非線形となり解析解

が得られない場合がある. このような問題に対する数値的な解法として EMアル

ゴリズムがある. EMアルゴリズムでは, 観測データを不完全であるとみなし, 問

題を解決できるレベルまで完全化し, そのフレームワークで尤度最大化を逐次的

に行う.

いま, n個のデータ点 {(xi,zi)}i∈Nn , xi ∈ Rp, zi ∈ Z が確率密度関数 p(X,Z|Θ)

によって生成されたとする. ただし, Zは潜在変数の空間, X, Zは確率変数を表す.

xi ∈ Rpのみが観測され, zi ∈ Zは非観測データ (潜在変数)とする. ここで, Θはパ

ラメータ集合を表し, データ点 {xi}i∈Nnを生成する確率密度関数を p(X|Θ)とする.

EMアルゴリズムでは, {(xi, zi)}i∈Nn を完全データと呼び, {xi}i∈Nn を不完全デー

タと呼ぶ. このように観測データ {xi}i∈Nnだけでは, 最尤推定が困難な問題に対し,

非観測データ (ここでは潜在変数 zi)が含まれていると考え, データを完全化する.

このような完全データのフレームワークを用いて, 不完全データの対数尤度は

以下のように表すことができる:

L(Θ) =
n∑

i=1

ln p(xi|Θ)

=
n∑

i=1

ln
∑
z∈Z

p(xi,z|Θ). (3.6)

また, 完全データの対数尤度も以下のように定義できる:

Lcmp(Θ) =
n∑

i=1

ln p(xi, zi|Θ). (3.7)

EMアルゴリズムでは, 不完全データの対数尤度を直接最大化するのではなく,

反復により対数尤度 L(Θ)を逐次増加させる. つまり, すでに求められたパラメー

タの値Θ(t)から, 対数尤度を増加させるような新しいパラメータΘ(t+1)を推定する

操作を繰り返すことにより, 対数尤度を最大化するパラメータを求める.

ここで, 観測データ {xi}i∈Nn が得られたもとで, パラメータをΘ(t)からΘ(t+1) に
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更新したときの対数尤度の差を求めてみる:

L(Θ(t+1))− L(Θ(t)) =
n∑

i=1

ln p(xi|Θ(t+1))−
n∑

i=1

ln p(xi|Θ(t))

=
n∑

i=1

ln
p(xi|Θ(t+1))

p(xi|Θ(t))

=
n∑

i=1

∑
z∈Z

P (z|xi,Θ
(t)) ln

p(xi|Θ(t+1))

p(xi|Θ(t))

=
n∑

i=1

∑
z∈Z

P (z|xi,Θ
(t)) ln

p(xi,z|Θ(t+1))

P (z|xi,Θ(t+1))

P (z|xi,Θ
(t))

p(xi,z|Θ(t))

=
n∑

i=1

∑
z∈Z

P (z|xi,Θ
(t)) ln

p(xi,z|Θ(t+1))

p(xi,z|Θ(t))

+
n∑

i=1

∑
z∈Z

P (z|xi,Θ
(t)) ln

P (z|xi,Θ
(t))

P (z|xi,Θ(t+1))
. (3.8)

ここで, P (z|xi,Θ
(t))は以下のような事後確率である:

P (z|xi,Θ
(t)) =

p(xi, z|Θ(t))∑
z′∈Z

p(xi,z
′|Θ(t))

. (3.9)

また, Q関数, H関数を,

Q(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

∑
z∈Z

P (z|xi,Θ
(t)) ln p(xi, z|Θ), (3.10)

H(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

∑
z∈Z

P (z|xi,Θ
(t)) lnP (z|xi,Θ),

と定義すると, 式 (3.8)は以下のようになる:

L(Θ(t+1))− L(Θ(t)) = Q(Θ(t),Θ(t+1))−Q(Θ(t),Θ(t))

+H(Θ(t),Θ(t))−H(Θ(t),Θ(t+1)).

ここで, ジェンセンの不等式より次式が成り立つ:

H(Θ(t),Θ(t+1))−H(Θ(t),Θ(t)) ≤ 0.

従って, パラメータの更新に関する以下のような不等式が導出できる:

L(Θ(t+1))− L(Θ(t)) ≥ Q(Θ(t),Θ(t+1))−Q(Θ(t),Θ(t)). (3.11)
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式 (3.11)より, 以下のような条件を満たすΘ(t+1)を得ることにより対数尤度を増

加させることができることがわかる:

Q(Θ(t),Θ(t+1)) ≥ Q(Θ(t),Θ(t)).

導出された式 (3.10)で表されるQ関数は現在のパラメータΘ(t)が与えられた事

後確率 P (z|xi,Θ
(t))のもとでの完全データの対数尤度Lcmpの条件付き期待値であ

る. EMアルゴリズムはQ関数を最大化することで対数尤度を増加させる. これを

収束するまで反復することで間接的に最尤推定を実現する.

具体的には t + 1回目の反復において, まず, Eステップ (expectation-step)で

Q(Θ(t),Θ)を計算し, Mステップ (maximization-step)でそのQ(Θ(t),Θ)を最大にする

Θを求めΘ(t+1)とする. これを収束するまで繰り返す.

3.2.2 EMアルゴリズムの流れ

EMアルゴリズムの簡単な流れを以下に示す.� �
[EMアルゴリズム]

Step 1. 初期値Θ(0)を設定し, t← 0とする.

Step 2. 以下のステップを収束するまで繰り返す.

E-step: 事後確率 P (z|xi,Θ
(t))を用いてQ(Θ(t),Θ)を計算する.

M-step: Θ(t+1) = arg max
Θ

Q(Θ(t),Θ)とし, t← t+ 1とする.� �
上記の EMアルゴリズムに関し, 次の定理が証明されている.

定理 1 EM アルゴリズムの各反復において, Lcmp(Θ) は単調増加, すなわち,

Lcmp(Θ
(t+1)) ≥ Lcmp(Θ

(t)) が成り立ち, その等号はQ(Θ(t+1),Θ(t)) = Q(Θ(t),Θ(t)) のと

きかつそのときに限る.

つまり, ある初期値Θ(0)からEMステップを実行することにより, L(Θ) の極大値へ

収束することを示している. ただし, t回目の反復で得られる推定値Θ(t+1)は事後

確率P (z|xi,Θ
(t))に強く依存する. 推定の初期段階では推定値Θ(t)は信頼性が低く,

事後確率 P (z|xi,Θ
(t))も信頼性が低い. つまり, EMアルゴリズムによって得られる

解は, 結局, 初期値Θ(0)に依存することになる.

次節ではEMアルゴリズムにおけるこのような局所最適性の問題に対する一つ

の解決策として提案されたDAEMアルゴリズムについて説明する.
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3.3 確定的アニーリングEMアルゴリズム

EMアルゴリズムは, 得られる解がΘ(0), すなわち初期値に大きく依存する. こ

こでは, EMアルゴリズムの局所最適性問題の改善法の 1つであるDAEMアルゴリ

ズムについて説明する.

3.3.1 確定的アニーリングEMアルゴリズム

確定的アニーリング EM(deterministic annealing EM: DAEM)アルゴリズムは最

大エントロピー原理と統計力学のアナロジーを利用する [11]. いま, n個の非観測

データ {zi}i∈Nn , zi ∈ Z を状態とする系を考え, 各状態は {zi}i∈Nn に対応して以下

のようなエネルギーを持つとする:

E({zi|Θ}i∈Nn) = −Lcmp(Θ).

非観測データがより好ましい状態であればエネルギーもより小さくなることがわ

かる. このような系の平衡状態では, 各状態の存在確率は以下のボルツマン分布に

従う:

P ({zi}i∈Nn|{xi}i∈Nn ,Θ) =
n∏

i=1

p(xi, zi|Θ)β∑
z∈Z

p(xi, z|Θ)β

=
n∏

i=1

q(zi|xi,Θ).

ここで, β(> 0)は統計力学における温度パラメータであり, 1/βが温度に相当する.

q(zi|xi,Θ)は以下のような温度パラメータ β付きの事後確率である:

q(zi|xi,Θ) =
p(xi,zi|Θ)β∑

z∈Z

p(xi,z|Θ)β
.

これにより, 系における分配関数 Z(Θ)が定義され, 統計力学アナロジーから以下

の自由エネルギー Fβ(Θ)が定義できる:

Fβ(Θ) = − 1

β
lnZ(Θ). (3.12)

ここで, 分配関数 Z(Θ)は以下で与えられる:

Z(Θ) =
n∏

i=1

∑
z∈Z

p(xi,z|Θ)β.
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よって, 式 (3.12)は次のようになる:

Fβ(Θ) = − 1

β
ln

n∏
i=1

∑
z∈Z

p(xi,z|Θ)β

= − 1

β

n∑
i=1

ln
∑
z∈Z

p(xi,z|Θ)β.

系はこの自由エネルギー Fβ(Θ)を最小とする状態に落ち着く.

EMアルゴリズムと同様に, β付きの事後確率 q(z|xi,Θ
(t)) のもとで, Lcmpの条件

付き期待値Qβ(Θ(t),Θ) を求めることでDAEMアルゴリズムの枠組みを構成できる:

−Fβ(Θ) = Qβ(Θ(t),Θ)− 1

β
Hβ(Θ(t),Θ).

ただし,

Qβ(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

∑
z∈Z

q(z|xi,Θ
(t)) ln p(xi,z|Θ),

Hβ(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

∑
z∈Z

q(z|xi,Θ
(t)) ln q(z|xi,Θ).

したがって, DAEMアルゴリズムでは β付きのQ関数であるQβ(Θ(t),Θ) を逐次最大

化することで−Fβ(Θ) を間接的に最大化する.

3.3.2 温度パラメータ βの効果

推定の初期段階では推定値Θ(t)の信頼性が低く, 事後確率P (z|xi,Θ
(t))も信頼性

が低くなる. そこで, DAEMアルゴリズムは, 推定の初期段階における β付きの事

後確率 q(z|xi,Θ
(t))の影響をできるだけ弱めるように, βの値を小さく (β ≈ 0)設定

する. このとき, q(z|xi,Θ
(t))は推定値に依らず一様分布となる. このような高温の

状態では, Fβ(Θ)の極小値は唯一となり, 如何なる初期値を与えても, EMステップ

を繰り返すことによりその最小値を求めることができる.

次に, βの値を少し大きくする (温度を下げる)ことを考える. このように, 温度

を変化させるプロセスをアニーリングと呼ぶ. アニーリングにより, Fβ(Θ)の形状

が緩やかに変化し, それにともなって異なる位置へ極値が移動する. このとき, こ

の温度での最小値は, 先に得られた最小値の近傍に位置していると思われる. そこ

で, 先に得られた推定値を初期値として EM推定を行えば, この温度での最小値を

得ることができる. このように徐々に温度を下げながら EM推定を行うことで, 各

温度での極小値が逐次追跡されることになる.
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また, β = 1となったとき, β付きの事後確率 q(z|xi,Θ
(t)) は EMアルゴリズムに

おける事後確率 (式 (3.9))と一致する:

q(z|xi,Θ
(t)) = P (z|xi,Θ

(t)), for β = 1.

このとき, 自由エネルギー Fβ(Θ)は対数尤度と一致する (符号は逆):

−F1(Θ) = L(Θ), for β = 1.

つまり, β = 1における Fβ(Θ)の最小値を与えるパラメータは最尤推定値となる.

このことから, DAEMアルゴリズムのアニーリング制御では β(> 0)を小さな値

(高温)から始め, 徐々に βを増加させ, 最終的には β = 1とすればよいことがわかる.

3.3.3 DAEMアルゴリズムの流れ

DAEMアルゴリズムの流れを以下に示す.� �
[DAEMアルゴリズム]

Step 1. β ← βmin(≈ 0)とする.

Step 2. 初期値Θ(0)を設定し, t← 0とする.

Step 3. 以下のステップを収束するまで繰り返す.

E-step： 事後確率 q(z|xi,Θ
(t))を用いてQβ(Θ(t),Θ)を計算する.

M-step：Θ(t+1) = arg max
Θ

Qβ(Θ(t),Θ)とし, t← t+ 1とする.

Step 4. β < 1なら β ← min(β × const, 1)とし, Step 3へ. β ≥ 1であれば, 終了.� �
上記のDAEMアルゴリズムに関し, 次の定理が証明されている.

定理 2 DAEMアルゴリズムのEMステップの各反復において, Fβ(Θ) は単調減少, す

なわち, Fβ(Θ(t+1)) ≤ Fβ(Θ(t) が成り立ち, その等号はQβ(Θ(t+1),Θ(t)) = Qβ(Θ(t),Θ(t))

のときかつそのときに限る.

3.4 混合正規分布推定

ここでは, EMアルゴリズム, DAEMアルゴリズムを用いた混合正規分布推定を

定式化する. まず, EM, DAEMアルゴリズムの混合正規分布におけるパラメータ更

新式を示し, その後, 各アルゴリズムの解空間における挙動, 局所最適性の問題に

ついて考察する.
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3.4.1 EMアルゴリズムを用いた混合正規分布推定

まず,混合正規分布におけるEMアルゴリズムのパラメータの更新式を導出する.

K混合 p変量正規分布における推定すべきパラメータ集合Θは混合比π = {πk}k∈NK
,

平均ベクトルm = {mk}k∈NK
および分散共分散行列Σ = {Σk}k∈NK

であり,

Θ = {θk}k∈NK
,

θk = {πk,mk,Σk},

で表す. いま, n個の観測データ {xi}i∈Nn , xi ∈ Rpが与えられたとし, それらを用い

てK混合 p変量正規分布のパラメータΘを推定する. EMアルゴリズムへの適用に

あたり, 潜在変数 {zi}ni=1を導入する. つまり, {xi, zi}i∈Nnが得られたと考える. 混合

正規分布における潜在変数 ziは観測データxiがどのクラスから生成されたかを表

すスカラーであり, xiが混合要素 kにより生成された場合 zi = kとなる. このとき,

EMアルゴリズムにおけるQ関数は次のようになる:

Q(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

K∑
k=1

P (k|xi,θ
(t)
k ) ln p(xi, k|θk),

p(xi, k|θk) = πkgk(xi|mk,Σk),

P (k|xi,θ
(t)
k ) =

πkgk(xi|mk,Σk)
K∑

k=1

πkgk(xi|mk,Σk)

. (3.13)

EMステップに従ってQ関数を最大にするパラメータを求める. ただし, 混合比

{πk}k∈Nk
に関する制約条件,

K∑
k=1

πk = 1,

があるため, ラグランジェ乗数 λを含む以下の関数を最大化するパラメータを求め

ることになる:

Q(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

K∑
k=1

P (k|xi,θ
(t)
k ) ln p(xi, k|θk)− λ

[
K∑

k=1

πk − 1

]
. (3.14)

実際に式 (3.14)を最大化すべく ∂Q/∂Θ = 0を解くと, 各パラメータの更新式が以下
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のように求まる:

π
(t+1)
k =

1

n

n∑
i=1

P (k|xi,θ
(t)
k ),

m
(t+1)
k =

n∑
i=1

xiP (k|xi,θ
(t)
k )

n∑
i=1

P (k|xi,θ
(t)
k )

,

Σ
(t+1)
k =

n∑
i=1

(xi −m
(t+1)
k )(xi −m

(t+1)
k )⊤P (k|xi,θ

(t)
k )

n∑
i=1

P (k|xi,θ
(t)
k )

.

これらの更新式に従いパラメータの更新, Q関数の計算を収束するまで繰り返す

ことで, 混合正規分布のパラメータの最尤推定値を得る.

3.4.2 DAEMアルゴリズムを用いた混合正規分布推定

次に, DAEMアルゴリズムによる混合正規分布推定のパラメータ更新式を導出

する. DAEMアルゴリズムでは EMアルゴリズムにおけるQ関数のかわりに, Qβ

関数を最大にするパラメータを求める:

Qβ(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

K∑
k=1

q(k|xi,θ
(t)
k ) ln p(xi, k|θk),

p(xi, k|θk) = πkgk(xi|mk,Σk),

q(k|xi,θ
(t)
k ) =

πkgk(xi|mk,Σk)
β

K∑
k=1

πkgk(xi|mk,Σk)
β

. (3.15)

ただし, 前節と同様の制約条件があるため, ラグランジェ乗数 λを含む以下の関数

を最大化するパラメータを求めることになる:

Qβ(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

K∑
k=1

q(k|xi,θ
(t)
k ) ln p(xi, k|θk)− λ

[
K∑

k=1

πk − 1

]
.
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EMアルゴリズムと同様, ∂Q/∂Θ = 0 を解くと, 各パラメータの更新式が以下のよ

うに求まる:

π
(t+1)
k =

1

n

n∑
i=1

q(k|xi,θ
(t)
k ), (3.16a)

m
(t+1)
k =

n∑
i=1

xiq(k|xi,θ
(t)
k )

n∑
i=1

q(k|xi,θ
(t)
k )

, (3.16b)

Σ
(t+1)
k =

n∑
i=1

(xi −m
(t+1)
k )(xi −m

(t+1)
k )⊤q(k|xi,θ

(t)
k )

n∑
i=1

q(k|xi,θ
(t)
k )

. (3.16c)

DAEMアルゴリズムへの移行は, EMアルゴリズムにおける式 (3.13) の事後確率か

ら式 (3.15)の β付き事後確率へ修正すればよいことがわかる.

3.4.3 EMアルゴリズムの局所最適性

ここでは, EMアルゴリズムの単変量混合正規分布推定における局所最適性の

問題についてシミュレーションデータにより考察する. 実験に用いるデータは以下

の 4混合単変量正規分布から生成された人工データを用いる:

p
(
x|Θ

)
= 0.1N (−6, 2) + 0.3N (−2, 1.5) + 0.4N (4, 2) + 0.2N (7, 1) (3.17)

図 3.2に観測データのヒストグラムおよびいくつかの初期値によるEMアルゴリズ

ムの推定結果を示す. 図において, 白のヒストグラムが観測データ, 赤線が真の分布

(式 (3.17)), その他の色の曲線がEMアルゴリズムによって推定された分布である.

図からわかるように, 初期値を変えると推定結果も大きく異なることが見て取

れる. 青線の分布が比較的よくデータにフィットしている一方で, 緑線の分布は左

2 つの分布を無視したような形状をしており, 若干オーバーフィット気味である.

このように, EMアルゴリズムでは初期値を慎重に設定しなければならないことが

わかる. ただし, 今回の人工データはランダムに生成されたものであり, 真の分布

と多少異なる配分でデータが生成されている. このような場合, 例え人工データで

あっても必ずしも真のパラメータが大域的最適解になるとは限らない点に注意さ

れたい.
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図 3.2: 局所最適性の例

3.4.4 解空間の形状と局所最適性

ここでは, 2混合単変量正規分布のパラメータ推定問題を用いて, EM, DAEM

アルゴリズムの尤度空間におけるパラメータの挙動を可視化する. 推定するパラ

メータは 2つの平均のみとし, 混合比, 分散は既知であるとする:

p(x|Θ) =
0.3√
2π

exp

{
−1

2
(x−m1)

2

}
+

0.7√
2π

exp

{
−1

2
(x−m2)

2

}
(3.18)

Θ = (m1,m2). (3.19)

学習データとして 100個のサンプルを人工的に生成した. データ生成に用いた

パラメータは (m1,m2) = (−2, 4)である.

この推定問題における対数尤度関数 Lを図 3.3に示す. 図より大域的最適解

(m1,m2) = (−2, 4)と局所最適解 (m1,m2) = (4,−2)が存在していることがわかる.

EMアルゴリズムにおける局所最適性の問題を明確にするために, 2つの初期値

を与え, 推定を行った. 図 3.4(左)は初期値 (m
(0)
1 ,m

(0)
2 ) = (−4,−2)を与えた結果を示

しており, 大域的最適解へ収束している. 図 3.4(右)は初期値 (m
(0)
1 ,m

(0)
2 ) = (−2,−4)

を与えた結果を示しており, 局所最適解へ収束している. 図より, EMアルゴリズ

ムは初期値の与え方によって, 得られる解の性能が大きく左右されることが確認で

きる. 図 3.4(右)のように局所最適解付近の初期値を与えた場合, 大域的最適解を得
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図 3.3: 対数尤度関数L

ることはできず, 初期値の周辺に存在する局所最適解へ収束する. つまり, EMア

ルゴリズムの解品質は初期値に大きく左右される. 良解を得るためには異なる初

期値によって複数回推定を行わなければならない. いずれにせよ, EMアルゴリズ

ムが局所最適性を有していることは明らかである.

次に EMアルゴリズムと同様, DAEMアルゴリズムの挙動を可視化する. 図 3.5

に初期値 (m
(0)
1 ,m

(0)
2 ) = (−2,−4)を与えたDAEMアルゴリズムの推定結果を示す.

これは, DAEMアルゴリズムがいかにして EMアルゴリズムにおける局所最適性

の問題を解決しているかを明確にするためであり, EMアルゴリズムでは大域的最

適解へ到達できない初期値を与えた. 8回のアニーリングステップのうち (a)～(d)

はそれぞれ β = 0.1, 0.14, 0.753, 1における探索点および尤度関数の遷移を示してあ

る. また, DAEMアルゴリズムにおける解空間は, 自由エネルギー Fβ(Θ)であるが,

EMアルゴリズムとの比較のため, 図における縦軸は−Fβ(Θ)としてある.

Fβ(Θ)は βの値が十分に小さい (高温)ときには, 唯一の極値を持つ. このよう

な解空間ではいかなる初期値を与えても, EMステップを繰り返すことでその唯

一の極値へ収束することができる (図 3.5(a)). その後, 前回の温度での推定値を初

期値に用いて徐々に βの値を増加させ (温度を下げ)ながら推定を行なっていく (図

3.5(b)(c)). 最終的には β = 1とし解空間 Fβ(Θ)を対数尤度L(Θ)と一致させ, 推定を

行なうことで最尤推定値を得る (図 3.5(d)).

今回の例では, EMアルゴリズムでは局所最適解へ収束してしまうような初期値
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図 3.4: EMアルゴリズムの推定結果の例: 初期値 (m
(0)
1 ,m

(0)
2 ) = (−4,−2)(左)と初期

値 (m
(0)
1 ,m

(0)
2 ) = (−2,−4)(右)

を与えても, DAEMアルゴリズムでは大域的最適解を得ることができた. 初期値に

依存しないという面で, EMアルゴリズムに比べ良解が得られる. ただし, DAEMア

ルゴリズムが常に大域的最適解へ到達する保証はない. ここで行なったシミュレー

ションでは大域的最適解へ到達する場合を示してあるが, 実際には局所最適解へ

陥ってしまうこともある. これは探索点が図 3.5(b)のように鞍点に存在していると

き, 大域的最適解と局所最適解へ向かう 2つの経路が存在するが, このときDAEM

アルゴリズムがランダムに経路の選択を行なうためである. このような分岐点に

おいて常に正しい経路を選択できるとは限らない. また, 1度でも経路の選択を誤

れば, その後の探索では大域的最適解へ到達することができない可能性がある.

3.5 多方向探索EMアルゴリズム

前節で見たように, DAEMアルゴリズムは鞍点でのランダム性により, 初期値

の設定法とは異なる局所最適性を持つ. DAEMアルゴリズムでより良い解を求め

るには, 複数回の推定を必要とし, 計算コストも大きくなる. 本節では, DAEMア

ルゴリズムの利点を利用した多方向探索型のアルゴリズムを導入することにより

EMアルゴリズムの局所最適性の問題の改善に取り組む.

3.5.1 多方向探索EMアルゴリズム

前節で見たように, EMアルゴリズムは推定結果が初期値に大きく依存すると

いう局所最適性の問題がある. また, DAEMアルゴリズムにおいても, 探索点が鞍
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(c)β = 0.753
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図 3.5: DAEMアルゴリズムの推定結果の例: 初期値 (m
(0)
1 ,m

(0)
2 )

点 (saddle point)に停留してしまう場合, 探索方向をランダムに決定するため, 探索

方向を誤ると良い解を見逃してしまう危険性があることを指摘した. 従って, より

良い解を見つけるためにDAEMアルゴリズムを複数回繰り返すといった対処が取

られる. しかしながら, DAEMアルゴリズムはアニーリングプロセスも行うため,

全体として計算コストが高くなる傾向にある.

そこで, 目的関数, つまり対数尤度関数のHesse行列を調べることで, 鞍点にお

ける探索方向を解析的に求め, そのような点において探索点をいくつか生成し, 多

方向探索を行う手法を提案する.

3.5.2 原始初期点

ここでは,多方向探索の初期点となる原始初期点 (primitive initial point: PIP)

について説明を行う.

原始初期点はDAEMアルゴリズムの高温 β ≈ 0における解として定義される.
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ここで, DAEMアルゴリズムの事後分布式 (3.15), 更新式 (3.16a), (3.16b), (3.16c)を

再掲する:

q(k|xi,θ
(t)
k ) =

πkgk(xi|mk,Σk)
β

K∑
k=1

πkgk(xi|mk,Σk)
β

,

π
(t+1)
k =

1

n

n∑
i=1

q(k|xi,θ
(t)
k ),

m
(t+1)
k =

n∑
i=1

xiq(k|xi,θ
(t)
k )

n∑
i=1

q(k|xi,θ
(t)
k )

,

Σ
(t+1)
k =

n∑
i=1

(xi −m
(t+1)
k )(xi −m

(t+1)
k )⊤q(k|xi,θ

(t)
k )

n∑
i=1

q(k|xi,θ
(t)
k )

.

これらの式において β = 0を代入することで以下を得る:

q(k|xi,θ
(t)
k ) =

1

K
, (3.20a)

π
(t+1)
k =

1

K
, (3.20b)

m
(t+1)
k =

1

n

n∑
i=1

xi, (3.20c)

Σ
(t+1)
k =

1

n

n∑
i=1

(xi −m
(t+1)
k )(xi −m

(t+1)
k )⊤. (3.20d)

式 (3.20a)は全ての混合要素で事後分布が等しく, 一様分布となることを意味する.

故に, 式 (3.20b)の混合比も同様に全ての混合要素で等しくなる. 更に, 式 (3.20c),

(3.20d)は, 全ての混合要素で標本平均, 標本分散, すなわち最尤推定値となってい

る. これらのことから, DAEMアルゴリズムは β ≈ 0において唯一つの解を持つ

ことがわかる. また, 図 3.5(a)からもこの事実が確認できる. この解を原始初期点

(primitive initial point: PIP)と呼び, θPIP = {πPIP,mPIP,ΣPIP}と表記する. ただし,

πPIP =
1

K
,

mPIP =
1

n

n∑
i=1

xi,

ΣPIP =
1

n

n∑
i=1

(xi −mPIP)(xi −mPIP)⊤,
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である.

原始初期点は温度を下げて (βを大きくして)いくと, 鞍点となることが実験的

に確認されている. 図 3.3などにおける点 {m1,m2} = {1, 1}はこの一例である. こ

の事実は, DAEMアルゴリズムでは, βを大きくしたときに必ずランダムな摂動が

必要となることを意味しており, 結果DAEMアルゴリズムの解品質は, 原始初期点

における最初の摂動に依存する. しかしながら, DAEMアルゴリズムが良い性能を

示すことが [11]で報告されているため, 原始初期点を上手く利用することでより

良い解が得られると考えられる.

次節では, 原始初期点におけるHesse行列を利用し慎重に探索方向を生成する

多方向探索 EMアルゴリズムについて説明を行う.

3.5.3 多方向探索EMアルゴリズム

本節では, 原始初期点と, 原始初期点における目的関数のHesse行列 (付録B)を

利用した多方向探索 EMアルゴリズムについて説明を行う.

前節で述べたように, DAEMアルゴリズムは良い解を得るためにアニーリング

プロセスに加え, 複数回の推定を必要とするため計算コストが高くなる. そこで,

アニーリングプロセスを行う代わりに, 原始初期点でのHesse行列を利用すること

で鞍点での探索方向を解析的に決定し, 原始初期点を初期値として多方向に探索

点を割り振り推定を行う, 多方向探索アルゴリズムを考える. 図 3.6に鞍点におけ

る探索方向のアイディアを示す. EMアルゴリズムの枠組みでは, 対数尤度関数を

最大化することが目的であるため, 図のような鞍点においては赤色の矢印の方向

に探索点を割り振るべきである. このような方向は, 鞍点での目的関数のHesse行

列の固有値および固有ベクトルを調べることで求めることが可能である. 従って,

原始初期点における EMアルゴリズムの目的関数, 式 (3.6) のHesse行列を計算し,

その固有値, 固有ベクトルを計算する. 得られた固有ベクトルの中で正の固有値に

対応する固有ベクトル方向に探索を行うことで, 対数尤度を増加させるパラメー

タ方向へ推定を行うことが可能である.

しかし, データの次元数 p, 混合数Kが大きい場合, 正の固有値の数も膨大とな

り, その全ての方向に探索点を割り当てるのは効率的でない. 特に小さな正の固有

値方向に探索を行っても対数尤度を大きく増加させることはできない. 更に, 複数

の正の固有値に対応する固有ベクトルによって張られる空間内であれば, どちらの

方向に探索を行っても対数尤度を増加させることができる. これらの事実から, な

るべく大きな正の固有値を用い, かつ, 選択された固有値に対応する固有ベクトル
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図 3.6: 鞍点と探索すべき方向: 目的関数の最大化を行う場合, 図中の赤色の矢印の

方向に探索点を割り振る.

によって張られる空間内において効率の良い探索方向を生成するため, 以下で説明

する方法によって探索方向を生成する.

まず, 原始初期点において目的関数 (式 (3.6))のHesse行列がいくつかのの正の

固有値を持つとする. 大きな正の固有値に対する固有ベクトル方向は目的関数の

曲率が高いため, ヒューリスティックとして, 固有値の値の大きいものから順に累

積寄与率が 80%となる固有値までを選択する. 今, 選択された固有値の個数をRと

し, それらの固有値に対応する固有ベクトルの正規直交系を U = {ur}r∈NR
とする.

このとき, 以下で与えられるベクトル集合 V を探索方向に加える:

V =

{
R∑

r=1

{−,+}ur

}
= {(u1 + · · ·+ uR), . . . , (−u1 − · · · − uR)}

= {v1, . . . ,v2R}.

ただし, 上式においては {−,+}により, R個の固有ベクトルの全ての正負の組み合

わせを意味するものとする. 従って, 実際に探索点を割り当てる方向は

±U ∪ V = {±u1, . . . ,±uR,v1, . . . ,v2R},

の 2R+ 2R方向となる. 例として, 図 3.7に重複度R = 2の場合の二次元固有空間内
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図 3.7: 2次元固有空間内で生成されるベクトル群

の分岐方向を示す. 固有空間が 2次元の場合, 2× 2 + 22 = 8より計 8つのベクトル

が生成される.

上記のようなベクトル集合 V を考える根拠は次のようである. 分岐すべき方向

を固有ベクトルによって張られる空間内で一様に生成するために, R次元超球を考

える. xを単位ベクトル, Sを cos θrの rに関する和とする. ただし, cos θrは xと固

有ベクトルurのなす角とする:

S =
R∑

r=1

cos θr =
R∑

r=1

x⊤ur.

θrの範囲を 0 ≤ θr ≤ π/2とすれば, θrが大きくなるほど cos θrは小さくなる. 従って,

||x|| = 1のもとで Sを最小化することを考える. すなわち, 各固有ベクトルからの

角度の和が最大となる単位ベクトルxを考えることにする. なぜなら, 出来るだけ

各固有ベクトルからの角度の離れた方向を探索する方が効率的であると思われる

からである. 制約条件 ||x|| = 1があるため, ラグランジェ乗数 λを含む以下の式を

最小化することになる:

J =
R∑

r=1

x⊤ur − λ(x⊤x− 1). (3.21)



32 第 3 章 EMアルゴリズムと混合正規分布推定

実際に式 (3.21)を最小化すべく ∂J/∂x = 0を解くと,

x∗ =
1√
R

R∑
r=1

ur, (3.22)

となる. 式 (3.22)は任意の固有ベクトルurと等しい角をなす.

3.5.4 多方向探索EMアルゴリズムの流れ

以下に多方向探索 EMアルゴリズムの流れを示す:� �
[多方向探索 EMアルゴリズム]

Step 1. 原始初期点 θPIP = {πPIP,mPIP,ΣPIP}を計算.

Step 2. θPIPにおける対数尤度関数のHesse行列を計算.

Step 3. 累積寄与率に応じてR個の正の固有値を選択.

Step 4. 初期値の集合 {θinit
r }r∈N2R+2R

= {θPIP + ∆θr}r∈N
2R+2R

を生成.

Step 5. Step 4により生成された各初期値を用いてEMアルゴリズムによりパ

ラメータを推定.� �
上記のアルゴリズムにより得られたパラメータの中で, 対数尤度の最も高いパ

ラメータを最終的な解とする.

3.6 計算機実験

最後に, いくつかの実データを用いて, 多方向探索EMアルゴリズムの性能を評

価する. 実験の目的は, k-mean法によって初期値を生成した場合のEMアルゴリズ

ムで得られた最良解と, 多方向探索EMアルゴリズムで得られた最良解の比較であ

る. 実験に用いるデータを表 3.1にまとめる. 結果を表 3.2に示す.

表からわかるように, 10個のデータセット中 6個で多方向探索 EMアルゴリズ

ムが良い解を得ており, 1個のデータセットで k-means法による EMアルゴリズム

と同じ解を得ている. すなわち, 10個のデータセット中 7個で多方向探索 EMアル

ゴリズムが良い解を得ており, また, 各データセットにおいて得られた解のばらつ

きも比較的小さいと言える. また計算時間も k-means法による初期値生成と同程度

であり, Hesse行列を用いた初期値生成は, EMアルゴリズムの初期値生成手段とし

て有効であると言える.
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表 3.1: Data Set

Data 次元数 p データ数 n Source

australian(#1) 11 689 UCI[39]

bodyfat(#2) 14 252 StatLib[40]

breast-cancer(#3) 10 683 UCI

diabetes(#4) 7 768 UCI

heart(#5) 11 270 UCI

iris(#6) 4 137 UCI

liver-disorders(#7) 5 345 UCI

mpg(#8) 6 383 UCI

space-ga(#9) 6 3107 StatLib

wine(#10) 13 175 UCI

3.7 まとめ

本章では, EMアルゴリズムによる混合正規分布推定を取り扱った. まず, 最尤

法による正規分布推定を説明し, シミュレーションにより, データが正規分布に従

わない場合に適切なパラメータを推定することができないことを見た. 次に EM

アルゴリズム, DAEMアルゴリズムの説明を行い, これらのアルゴリズムによる混

合正規分布推定の定式化を行った. 人工データによるシミュレーションにより, EM

アルゴリズムの局所最適性の問題およびDAEMアルゴリズムの挙動を可視化し

た. このような問題を改善するために, DAEMアルゴリズムの枠組みから得られる

原始初期点を定義し, 原始初期点とそこでのHesse行列を用いた多方向探索アルゴ

リズムを提案し, 実データによる計算機実験によりその有効性を示した. なお, 本

文では割愛したが, Sampling Subsampling法 [41]を利用した手法 [42]や一部で温度

パラメータを用いることで不要な探索点を枝刈りする手法 [43]などによる多方向

探索 EMアルゴリズムの拡張を行い, 解品質の向上, 計算コスト削減を行うことも

可能である.
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表 3.2: EM(kmeans) vs. EM(PIP)

Data Method Best Average Computational Time Initial

± S.E. Init. Est. Total Points

#1 EM(kmeans) -783 -1971 ±1188.49 0.02 0.03 0.05 2

EM-PIP -1683 -1854 ±171.23 0.09 0.07 0.16 2

#2 EM(kmeans) 1188 1155 ±9.99 0.07 1.74 1.81 14

EM-PIP 1209 1188 ±4.20 0.07 1.94 2.01 14

#3 EM(kmeans) 9471 4285 ±515.74 0.19 0.29 0.48 24

EM-PIP 5721 3045 ±262.80 0.07 0.57 0.64 24

#4 EM(kmeans) 2453 1279 ±216.12 0.11 0.14 0.25 14

EM-PIP 4849 2028 ±312.38 0.04 0.46 0.50 14

#5 EM(kmeans) 326 -544 ±184.36 0.03 0.07 0.10 8

EM-PIP 947 -1168 ±329.39 0.05 0.11 0.16 8

#6 EM(kmeans) 68 45 ±0.37 5.00 34.99 39.99 1044

EM-PIP 94 52 ±0.17 0.49 52.86 53.35 1044

#7 EM(kmeans) 460 450 ±1.98 0.07 3.14 3.21 14

EM-PIP 460 456 ±0.81 0.04 3.14 3.18 14

#8 EM(kmeans) 2506 742 ±16.69 6.32 6.73 13.05 1044

EM-PIP 4141 699 ±22.14 0.53 13.74 14.27 1044

#9 EM(kmeans) 6863 6863 ±0.00 0.04 5.01 5.05 2

EM-PIP 8677 8677 ±0.00 0.10 3.61 3.71 2

#10 EM(kmeans) -147 -277 ±0.67 5.43 67.29 72.72 1044

EM-PIP -241 -277 ±0.56 0.64 75.50 76.14 1044
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変分ベイズ法と混合正規分布推定

混合正規分布推定を行う手法として, 前章で説明した EMアルゴリズムによる方

法の他に, マルコフ連鎖モンテカルロ法 (MCMC)法やベイズ推定を近似した変分

ベイズ (variational bayes method: VB)法などがある. 変分ベイズ法はパラメータの

事後分布の近似を行うことができる, オーバーフィットを避けられる, 事前知識を

事前分布として導入可能であるなどの利点を持つ. 本章では, 混合正規分布推定に

おける変分ベイズ法の局所最適性の問題を考察する. 変分ベイズ法の目的関数は,

EMアルゴリズムの尤度関数と同様, 一般に極大点が多数存在し, 良いパラメータ

を推定するためには, 初期値を慎重に選ばなければならない. 本章では, 前章で導

入した原始初期点を用いた多方向探索アルゴリズムを変分ベイズ法へも適用する

ことで, 良い解を得られることを見る [44].

4.1 ベイズ統計

ベイズ推定は, パラメータの点推定を行う最尤法とは異なり, パラメータを確

率的に変動する変数, すなわち確率変数として捉え, 事前分布と尤度の積を考える

ことによりパラメータの事後分布を導出する. 本節では, ベイズ推定の枠組みを説

明した後, ベイズ推定による正規分布のパラメータの事後分布推定について説明

を行う.

4.1.1 ベイズ推定

ベイズ統計では例外なくベイズの定理:

P (X|Y ) =
P (Y |X)P (X)

P (Y )
,

を出発点とし推定を行なう. ここで, X, Y は確率変数, P は適当な確率分布とする.

ベイズの定理を用いると未知パラメータΘと観測データDに関して以下の式が得
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られる:

p(Θ|D) =
p(D|Θ)p(Θ)

p(D)
.

上記の式は以下を意味する:

posterior ∝ likelihood× prior. (4.1)

最尤法では尤度方程式を解くことでパラメータを推定するが, ベイズ推定では全

ての未知パラメータを確率変数と見なし, それらに何らかの事前分布を与え, デー

タが得られたとき式 (4.1)を用いてそのパラメータの事後分布を求める.

事前分布としてどのようなものを用いるかは様々な選択肢があるが, 一般には

共役事前分布 (conjugate prior)を用いる. 共役事前分布とは, 尤度関数との積, す

なわち事後分布が再び事前分布と同じ関数形となるような分布のことである. こ

のような分布を事前分布として用いれば, 数学的に扱いやすいだけでなく, 新たな

データに対して事後分布を次の事前分布とすることで推定結果の調整が簡単にな

るという利点もある.

4.1.2 ベイズ推定による正規分布推定

ここでは, 平均ベクトル, 分散共分散行列ともに未知の場合の事後分布を導出

する. 前節のように, ベイズ推定では, 式 (4.1)に従って, パラメータの事後分布を求

める. いま, n個の観測データ {xi}i∈Nn , xi ∈ Rpを用いて, 多変量正規分布の平均ベ

クトルm, 精度行列Λを推定したいとする. ここで, 本章では分散共分散行列Σで

はなく, 精度行列Λ = Σ−1を用いることに注意されたい. このとき, 尤度関数は,

p({xi}i∈Nn|m,Λ) =
n∏

i=1

1√
(2π)p|Λ|−1

exp

{
−1

2
(xi −m)⊤Λ(xi −m)

}
=

1

(2π)np/2|Λ|−n/2
exp

{
−1

2

n∑
i=1

(xi −m)⊤Λ(xi −m)

}
∝ |Λ|

n
2 exp

{
−1

2
Tr(ΛS0)

}
, (4.2)

で与えられる. ここで,

S0 =
n∑

i=1

(xi −m)(xi −m)⊤,

とした. また, ベクトル, a, bおよび行列Xに対して, a⊤Xb = Tr(Xba⊤), という関

係式を利用した. 多変量正規分布の平均ベクトルおよび精度行列に対する共役事
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前分布はGaussian-Wishart分布 (付録A.6)が用いられる:

p(m,Λ|µ0, η0,W 0, ν0) = N (m|µ0, (η0Λ)−1)W(Λ|W 0, ν0), (4.3)

N (m|µ0, (η0Λ)−1) ∝ |Λ|
1
2 exp

{
−1

2
(m− µ0)

⊤(η0Λ)(m− µ0)

}
,

W(Λ|W 0, ν0) ∝ |Λ|(ν0−p−1)/2 exp

{
−1

2
Tr(W−1

0 Λ)

}
.

ただし, µ0, η0, W 0, ν0はハイパーパラメータである. 尤度関数 (式 (4.2))と事前分

布 (式 (4.3))の積を取り, 整理することで, 平均ベクトル, 精度行列の事後分布は,

p(m,Λ) = N (m|µ, (ηΛ)−1)W(Λ|W, ν).

と計算される. ここで,

η = η0 + n,

µ =
η0µ0 + nx̄

η
,

W−1 = W−1
0 + S +

η0n

η
(x̄− µ0)(x̄− µ0)

⊤,

ν = ν0 + n,

であり,

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi,

S =
n∑

i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)⊤,

である.

次に, 単変量正規分布の人工データを用いて, 事前分布およびデータが得られ

た際の事後分布の様子を可視化する. 実験に用いるデータはX ∼ N (X|0.8, 0.1)

から生成された 10個のデータを用いる. また, 事前分布のハイパーパラメータは

m0 = 0, η0 = 2, W0 = 0.5, ν0 = 5と設定した (単変量正規分布であるので, 全てスカ

ラーであり, 実際には付録A.3のGaussian-Gamma 分布となる). 事前分布を図 4.1,

事後分布を図 4.2に示す.

ベイズ推定では, データが得られる前は, パラメータ (ここでは, 平均と精度) は

事前分布に従う. しかし, 推定に用いるデータが増えるに従って, それらのデータ

を反映した事後分布が得られる. 図からわかるように, 観測データを得ることで平

均は真の値である 0.8に近くなっており精度も事前分布よりも大きくなっているこ
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図 4.1: µ, λの事前分布

とがわかる. さらに分布の分散が事前分布よりも小さくなっており, 最大値付近が

より信頼できるものとなっていることが見て取れる.

このように, ベイズ統計の枠組みでは, 事前知識を事前分布として設定し, デー

タが得られた際に, 式 (4.1)を適用することでパラメータの事後分布を推定する. 事

後分布は, 利用できるデータが少数の場合は事前分布を重視し, データが多数ある

場合は, 事前分布の影響が薄れ, データにフィットした事後分布が得られる仕組み

となっている.

4.2 平均場近似

前節で見たように, ベイズ推定では全ての未知パラメータに対してそれぞれ事

前分布を設定し, 尤度との積を取ることによりパラメータの事後分布を得た. しか

し, パラメータ数が多い場合や混合正規分布などのように潜在変数を含むような

場合は事後分布を解析的に導出することが困難になる. 変分ベイズ法では, 平均場

理論に基づいた方法で事後分布の近似分布を求める [8, 9]. この節では変分ベイズ

法について説明する [45, 46, 47].

今, X = {xi}i∈Nn , xi ∈ Rp を観測データ, Z = {Zm}m∈NM
, Zi ∈ Zm を未知

パラメータ群とする (Zm は mのパラメータ空間). このとき, 任意の確率分布

q(Z)(variational distributionと呼ばれる)を用いることで周辺尤度 ln p(X)(自由エネ
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図 4.2: µ, λの事後分布

ルギーに相当する量)は以下のように分解される.

ln p(X) = L(q) + KL(q||p), (4.4)

ただし,

L(q) =

∫
q(Z) ln

{
p(X,Z)

q(Z)

}
dZ, (4.5)

KL(q||p) = −
∫
q(Z) ln

{
p(Z|X)

q(Z)

}
dZ,

とおいた. KL(q||p)はパラメータの事後分布と variational distributionとのKullback-

Leibler divergenceであり, 常に正となる. したがって, 周辺尤度は以下のように汎関

数L(q)によって下側の評価ができる:

ln p(X) ≥ L(q).

式 (4.4)より, q(Z) = p(Z|X)のときこの下限値は最大となることがわかる. 平均場

理論ではこのL(q)を変分自由エネルギー (variational free energy)と呼び, これを最

大化することで事後分布を求める. なお, 今後は q(Zm)を qmと略記する.

上で説明したように, 任意の q(Z)を用いれば事後分布を正確に求めることが可

能であるが, 実際にはこのような qを用いることは困難である. 従って, qに対して

何らかの制約を加えて事後分布を近似的に求めることになる. ここでは, 各々の未
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知パラメータ {Zm}m∈NM
が独立の確率分布に従うと仮定する:

q(Z) =
M∏

m=1

qm, (4.6)

このような仮定のもとで事後分布を求める手法を特にvariational mean field method(あ

るいは naive mean field method)と呼ぶ. この仮定により, 式 (4.5)は以下のように書

ける:

L(q) =

∫ M∏
m=1

qm

{
ln p(X,Z)−

M∑
m=1

ln qm

}
dZ.

いま, この下限値を qℓに関して最大化したいとすると, Zℓに依存する項と依存し

ない項を以下のようにわけることができる.

L(q) =

∫
qℓ

{∫
ln p(X,Z)

∏
m∈NM ,m̸=l

qmdZm

}
dZℓ −

∫
qℓ ln qℓdZℓ + const

=

∫
qℓ{EZ\Zℓ

[ln p(X,Z)] + const}dZℓ −
∫
qℓ ln qℓdZℓ + const

=

∫
qℓ ln

{
exp(E

Z\Zℓ
[ln p(X,Z)]) + const

qm

}
dZℓ + const

= −KL(exp(E
Z\Zℓ

[ln p(X,Z)]) + const||qℓ)

ただし, ∫
ln p(X,Z)

∏
m∈NM ,m̸=ℓ

qmdZm = E
Z\Zℓ

[ln p(X,Z)] + const,

である. これより, L(q)を最大化する q∗ℓ (Zℓ)が以下のように求まる:

q∗ℓ =
exp(E

Z\Zℓ
[ln p(X,Z)])∫

exp(E
Z\Zℓ

[ln p(X,Z)])dZℓ

.

従って, 全ての未知パラメータ {Zm}m∈NM
について式 (4.7)を繰り返し求めていく

ことで周辺尤度の下限値を最大化する.

4.3 変分ベイズ法

いま, X = {xi}i∈Nn ,xi ∈ Rpを観測データ集合, Z = {Zi}i∈Nn ,Zi ∈ Z を各観測

データに対する潜在変数の集合, Θ ∈ Mをモデルパラメータの集合とする. ただ

し, Zは潜在変数の空間であり,Mはモデルパラメータ空間 である. また, X, Z, Θ
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の同時確率を p(X,Z,Θ), 変分分布を q(Z,Θ)とする. このとき, すべての未知量を周

辺化した対数周辺尤度 ln p(X)は,

ln p(X) =
∑

Z

ln

∫
p(X,Z,Θ)dΘ

=
∑

Z

ln

∫
q(Z,Θ)

p(X,Z,Θ)

q(Z,Θ)
dΘ

≥
∑

Z

∫
q(Z,Θ) ln

p(X,Z,Θ)

q(Z,Θ)
dΘ (4.7)

= L(q(Z,Θ)),

のように変形でき, 下限値L(q(Z,Θ))を得ることができる. ここで, 未知量, {Z,Θ}

に対する変分分布 q(Z,Θ)が前節のように,

q(Z,Θ) = q(Z)q(Θ),

と因子化できると仮定し, 汎関数 L(q(Z,Θ)) = L(q(Z), q(Θ))を q(Z), q(Θ)について

逐次最大化することで周辺尤度を最大化する. L(q(Z), q(Θ))を q(Z)で偏微分し, 0

とおくことで以下を得る:

∂

∂q(Z)
L(q(Z), q(Θ)) = 0,

q(Z) =
1

CZ

exp
{

EΘ

[
β ln p(X,Z|Θ)

]}
. (4.8)

また, L(q(Z), q(Θ))を q(Θ)で偏微分し, 0とおくことで以下を得る:

∂

∂q(Θ)
L(q(Z), q(Θ)) = 0,

q(Θ) =
1

CΘ

p(Θ) exp
{

EZ

[
ln p(X,Z|Θ)

]}
. (4.9)

ここで, p(Θ)はモデルパラメータの事前分布, p(X,Z|Θ)は (完全データの)対数尤

度である. また, CΘ, CZ は正規化項である.

変分ベイズ法の流れは以下の通りである:

変分ベイズ法

Initialization: ハイパーパラメータの初期化.

VB-E, M Step 収束するまで以下を繰り返す.

VB-E Step: q(Z)← 1
CZ

exp
{

EΘ[ln p(X,Z|Θ)]
}

VB-M Step: q(Θ)← 1
CΘ
p(Θ) exp

{
EZ [ln p(X,Z|Θ)]

}
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4.4 確定的アニーリング変分ベイズ法

ここでは, 変分ベイズ法に確定的アニーリングを導入した手法 [13]を紹介する.

変分ベイズ法では, 変分事後分布の初期ハイパーパラメータの設定に依存した解

が得られる. これは, 変分ベイズ法の目的関数が一般に多峰であるために生じる局

所最適性の問題である. この問題を改善するために提案された手法が, 確定的ア

ニーリング変分ベイズ (deterministic annealing variational Bayes: DAVB)法である.

確定的アニーリング法によるVB法の局所最適性の問題への対処は, EMアルゴリ

ズムへの確定的アニーリング法の導入と同様の考えに基づく.

DAVB法では, 式 (4.7)を更に以下のように分解する:∑
Z

∫
q(Z,Θ) ln

p(X,Z,Θ)

q(Z,Θ)
dΘ =

∑
Z

∫
q(Z,Θ) ln p(X,Z,Θ)dΘ

−
∑

Z

∫
q(Z,Θ) ln q(Z,Θ)dΘ. (4.10)

潜在変数とパラメータの値 (Z,Θ)のエネルギーを− ln p(X,Z,Θ)とすると, 式 (4.10)

の第 1項は q(Z,Θ)のもとでの負の平均エネルギー−E, 第 2項は q(Z,Θ)の負のエン

トロピー−Sと解釈できる. これを統計力学の関係式F = E − TS(F は自由エネル

ギー, T は温度)と比べると, L(q)は T = 1のときの負の自由エネルギー−F と解釈

できる. これらの関係より, DAVB法では温度パラメータ β = 1
T
を含めた以下の変

分自由エネルギーFβ(q(Z,Θ))を最大化することで周辺尤度を最大化する:

Fβ(q(Z,Θ)) =
∑

Z

∫
q(Z,Θ) ln p(X,Z,Θ)dΘ− 1

β

∑
Z

∫
q(Z,Θ) ln q(Z,Θ)dΘ. (4.11)

ここで, q(Z,Θ) = q(Z)q(Θ), を式 (4.11)に代入することで, 以下を得る:

Fβ(q(Z), q(Θ)) =
∑

Z

∫
q(Z)q(Θ) ln p(X,Z,Θ)dΘ

− 1

β

∑
Z

∫
q(Z), q(Θ) ln q(Z)q(Θ)dΘ

=
∑

Z

∫
q(Z)q(Θ)

[
ln p(Θ) + ln p(X,Z|Θ)

]
dΘ

− 1

β

∑
Z

∫
q(Z)q(Θ)

[
ln q(Z) + ln q(Θ)

]
dΘ.

これを関数 q(Z)に関して偏微分し, 0とおくことで以下を得る:

∂

∂q(Z)
Fβ(q(Z), q(Θ)) = 0,

q(Z) =
1

CZ

exp
{

EΘ

[
β ln p(X,Z|Θ)

]}
. (4.12)
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また, q(Θ)に関して偏微分し 0とおいて以下を得る:

∂

∂q(Θ)
Fβ(q(Z), q(Θ)) = 0,

q(Θ) =
1

CΘ

p(Θ)β exp
{

EZ

[
β ln p(X,Z|Θ)

]}
. (4.13)

ここで, CZ , CΘは正規化項である. DAVB法では, DAEMアルゴリズムと同様, 逆

温度パラメータ βを β ≈ 0から β = 1へ徐々に増加させる各温度において, 式 (4.12),

式 (4.13)を収束するまで繰り返し計算することで, 負の自由エネルギー, 式 (4.11)を

最大化する.

以下にDAVB法の流れを示す.

確定的アニーリング変分ベイズ法

Initialization: β ← βinit(≈ 0), ハイパーパラメータの初期化.

1. 収束するまで以下を繰り返す.

VB-E Step: q(Z)← 1
CZ

exp
{

EΘ[β ln p(X,Z|Θ)]
}

VB-M Step: q(Θ)← 1
CΘ
p(Θ)β exp

{
EZ [β ln p(X,Z|Θ)]

}
2. β ← min(1, β × const)とする.

3. β < 1ならば 1に戻る, さもなくば終了.

4.5 混合正規分布推定

本節では, 混合正規分布推定問題における変分ベイズ法および確定的アニーリ

ング変分ベイズ法の事後分布のハイパーパラメータ更新式を示す.

いま, n個の観測データをX = {xi}i∈Nn , xi ∈ Rpと表し, 混合要素 k, k = 1, . . . , K

の混合比, 平均ベクトルおよび精度行列 (分散共分散行列の逆行列)をそれぞれ

πk, mk, Λkとする. また, π = {πk}k∈NK
, m = {mk}k∈NK

, Λ = {Λk}k∈NK
とする. こ

のとき, 混合正規分布は以下のように書ける:

p(X|π,m,Λ) =
K∑

k=1

πkN (X|mk,Λ
−1
k ).

変分ベイズ法の枠組みにおける混合正規分布推定では, データが与えられたと

き, モデルパラメータπ, m, Λそれぞれの事後分布を求める. しかし, 混合モデル
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の場合, データがどの分布に属するものであるかは一般に未知である. 従って, 観

測データが所属するクラス情報を潜在変数として扱うことになる. ここでは, 潜在

変数を Z = {zi}i∈Nn ,zi ∈ {0, 1}K と表すことにする. ただし, ziはK次元ベクトル

でK個の要素のうちいずれか 1つが 1となり, 残りは 0となる.

4.5.1 パラメータの事前分布

次に, パラメータπ,m,Λに対して事前分布を設定する. 混合比πに対する事前

分布は多項分布の共役事前分布であるDirichlet分布 (付録A.4)が用いられる:

p(π) = Dir(π|α0) = C(α0)
K∏

k=1

πα0−1
k . (4.14)

ここで, α0 = α01K(1K は全ての要素が 1となるK次元ベクトル)とした. また, 平

均ベクトルおよび精度行列に対する事前分布 p(m,Λ)はGaussian-Gamma分布の多

変量分布であるGaussian-Wishart分布 (付録A.6)が用いられる:

p(m,Λ) = p(m|Λ)p(Λ)

=
K∏

k=1

N (mk|µ0, (η0Λk)
−1)W(Λk|W 0, ν0). (4.15)

これらの事前分布における, α0, η0, µ0, W 0, ν0はハイパーパラメータで, 事前に

設定する必要がある.

4.5.2 変分ベイズ法によるパラメータの事後分布推定

まず, 変分ベイズ法による混合正規分布のパラメータの事後分布を変分ベイ

ズ法により導出する. 式 (4.7)中の p(X,Z)に相当する全ての確率変数の同時分布

p(X,Z,π,m,Λ)は以下のように分解される:

p(X,Z,π,m,Λ) = p(X|Z,m,Λ)p(Z|π)p(π)p(m|Λ)p(Λ). (4.16)

ここで右辺の第 1, 第 2因子は以下で与えられる:

p(X|Z,m,Λ) =
n∏

i=1

K∏
k=1

N (xi|mk,Λ
−1
k )zik , (4.17)

p(Z|π) =
n∏

i=1

K∏
k=1

πzik
k . (4.18)

また, 第 3および第 4, 5因子はパラメータに関する事前分布で式 (4.14)および式

(4.15)により与えられる. 式 (4.16)は図 4.3と対応している.
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図 4.3: 混合正規分布のグラフィカルモデル

次に, 式 (4.6)に基づき未知パラメータに対する variational distributionを以下の

ように分解する:

q(Z,π,m,Λ) = q(Z)q(π,m,Λ).

これで事後分布を計算する準備が整ったので, 式 (4.8)あるいは式 (4.9)に基づいて

全ての未知パラメータについてこれを計算していく.

混合正規分布推定では, まず始めに潜在変数に対する事後分布 q(Z)を計算する:

q(Z) =
n∏

i=1

K∏
k=1

rzik
ik , (4.19)

rik =
ρik∑K
j=1 ρik

, (4.20)

ρik = exp

{
E[ln πk] +

1

2
E[ln |Λk|]−

p

2
ln(2π)− 1

2
Eµk,Λk

[(xi − µk)
⊤Λk(xi − µk)]

}
.

式 (4.20)は EMアルゴリズムの枠組での潜在変数の事後確率と対応するものと見

ることができる. すなわち, データxiがクラスCkに属する確率を表す. 式 (4.20)を

用いることで, EMアルゴリズムにおけるパラメータの推定値に類似した以下の量

を計算することができる:

Nk =
N∑

i=1

rik, (4.21)

x̄k =
1

Nk

n∑
i=1

rikxi, (4.22)

Sk =
1

Nk

n∑
i=1

rik(xi − x̄k)(xi − x̄k)
⊤, (4.23)
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NkはクラスCkに属するデータの個数の期待値と見なせる. さらに, x̄k, Skは rikの

もとでのクラスCkの平均, 分散の期待値となる.

次に,パラメータΘ = {π,m,Λ}に対する事後分布 q(Θ) = q(π,m,Λ)を導出する:

q(π) = Dir(π|α), (4.24)

q(mk,Λk) = N (mk|µk, (ηkΛk)
−1)W(Λk|W k, νk), (4.25)

ただし, α = {αk}k∈NK
とし, k ∈ NK に対して,

αk = α0 +Nk,

ηk = η0 +Nk

µk =
η0µ0 +Nkx̄k

ηk

,

W−1
k = W−1

0 +NkSk +
η0Nk

ηk

(x̄k − µ0)(x̄k − µ0)
⊤,

νk = ν0 +Nk,

と計算される. 混合比 π = {πk}k∈NK
, 平均ベクトルm = {mk}k∈NK

, 精度行列

Λ = {Λk}k∈NK
の事後分布は, ハイパーパラメータ {αk, ηk,µk,W

−1
k , νk}k∈NK

により

特徴づけられるため, 変分ベイズ法による混合正規分布推定では, これらのパラ

メータを推定することとなる.

事後分布 (式 (4.19), 式 (4.24), 式 (4.25))はそれぞれも各事前分布 (式 (4.18), 式

(4.14), 式 (4.15))と同じ分布族に属していることがわかる. また, これらの式を見る

と所属するデータが少ないクラス, つまりNkが小さくなるようなクラスの事後分

布の各パラメータは事前分布のパラメータに近くなることがわかる. 逆に, Nkが

大きくなるようなクラスでは式 (4.21), 式 (4.22), 式 (4.23)で計算された値に重点が

おかれることになる.

変分ベイズ法による混合正規分布推定では以上の計算によりL(q) が変化しな

くなるまで各パラメータの事後分布を繰り返し求めていく. ただし, L(q)は式 (4.5)

より以下のように計算される (各項については付録Cを参照されたい):

L(q) =
∑

Z

∫ ∫ ∫
q(Z,π,m,Λ) ln

{
p(X,Z,π, µ,Λ)

q(Z,π,m,Λ)

}
dπdmdΛ

= E[ln p(X,Z,π,m,Λ)]− E[ln q(Z,π,m,Λ)]

= E[ln p(X|Z,m,Λ)] + E[ln p(Z|π)] + E[p(Z|π)] + E[ln p(m,Λ)]

−E[ln q(Z)]− E[ln q(π)]− E[ln q(m,Λ)]. (4.26)

変分ベイズ法による混合正規分布推定の流れは以下の通りである:
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変分ベイズ法

Initialization: 各事前分布のハイパーパラメータの設定, 事後分布のハイパーパ

ラメータの初期化.

VB-E, M Step 収束するまで以下を繰り返す.

VB-E Step: q(Z)← exp
[
Eπ,m,Λ[ln p(X,Z,π,m,Λ)] + const

]
.

VB-M Step: q(π,m,Λ)← exp
[
EZ [ln p(X,Z,π,m,Λ)] + const

]
.

4.5.3 確定的アニーリング変分ベイズ法による混合正規分布推定

ここではDAVB法を混合正規分布推定に適用したときの更新式を導出する.

更新式の導出はVB法の場合とほぼ同様であるので, ここでは更新式のみを示

す. なお, DAVB法においても各パラメータの事前分布として式 (4.14), 式 (4.15)を

用いる. また, 各記号の示すものは 2.2節と同様である. 潜在変数Zの事後分布 q(Z)

は,

q(Z) =
n∏

i=1

K∏
k=1

rzik
ik ,

rik =
exp[βρik]∑K
j=1 exp[βρik]

,

ρik = E[ln πk] +
1

2
E[ln |Λk|]−

p

2
ln(2π)− 1

2
Emk,Λk

[(xi −mk)
⊤Λk(xi −mk)],

となる. また, パラメータΘ = {π, m, Λ}に対する事後分布, q(π), q(m,Λ)はそれ

ぞれ,

q(π) = Dir(π|β(α− 1) + 1),

q(mk,Λk) = N (mk|µk, (βηkΛk)
−1)W(Λk|βW k, β(νk − d− 1) + d+ 1),

となる. ここで,

αk = α0 +Nk,

ηk = η0 +Nk,

µk =
η0µ0 +Nkx̄k

ηk

,

W−1
k = W−1

0 +NkSk +
η0Nk

ηk

(x̄k − µ0)(x̄k − µ0)
⊤,

νk = ν0 +Nk,
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であり,

Nk =
n∑

i=1

rik,

x̄k =
1

Nk

n∑
i=1

rikxi,

Sk =
1

Nk

n∑
i=1

rik(xi − x̄k)(xi − x̄k)
⊤,

である. これらの式から分かるように, EMアルゴリズムの潜在変数の事後分布に

相当する rikに温度パラメータが関与しているため, 他のパラメータにもその影響

が伝搬する. rikを除けば各更新式はVB法と同様の形となっている. また, 各パラ

メータの事後分布の引数に温度パラメータを持つため, パラメータが同じであって

も温度によって異なる事後分布が得られる.

4.6 多方向探索変分ベイズ法

DAVB法は, 主に次の 2つの理由により良い解を得ることができると考えられ

る. まず 1つ目は, DAEMアルゴリズムと同様, 原始初期点 (primitive initial point:

PIP)を初期値としていることである. このアイディアの背景には, 高温状態 (β ≈ 0)

での解空間が, 元の (β = 1での)解空間の大域的構造を近似していると考えられて

いることがある. 2つ目は, ある温度における良解が, 温度を少しだけ変化させた状

態においても良い場所に位置していると考えられる, ということである. しかしな

がら, DAVB法では様々な温度のもとで最適化を行わなけらばならず, アニーリン

グによる計算コストが高くなる問題がある. そこで, VB法の局所最適性の問題に

対して, DAVB法の 1つ目の利点を生かした手法を提案する [44]. 我々の手法では,

PIP, すなわち, DAVB法における β ≈ 0での解, を初期値とする. 更に, PIPのHesse

行列の情報を用いた多方向探索アルゴリズムを導入する.

4.6.1 原始初期点

DAEMアルゴリズムの枠組みと同様, DAVB法の枠組みにおいても, 高温状態

(β = 0)での解を原始初期点 (primitive initial point: PIP)と定義する. DAVB法にお

ける PIP, θPIP = {αPIP, ηPIP,µPIP,W PIP,νPIP}, は前節の更新式において β = 0を代



4.6. 多方向探索変分ベイズ法 49

入することで,

αPIP = α0 +NPIP,

ηPIP = η0 +NPIP,

µPIP =
η0µ0 +NPIPx̄

ηPIP
,

(W PIP)−1 = W−1
0 +NPIPSPIP +

η0N
PIP

ηPIP
(x− µ0)(x− µ0)

⊤,

νPIP = ν0 +NPIP,

と求められる. ただし,

NPIP =
n

K
,

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi,

SPIP =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)⊤,

である. ここで, PIPにおいては全ての混合要素が同一の分布となるため, 添字 kを

省略した. PIPを初期値として用いることは, 我々の手法をより有効なものにする

ことが可能となる. 後で見るように, 負の自由エネルギーのHesse行列 (付録C)は,

β = 1のとき, PIPにおいて正負両方の固有値を持つ, すなわち目的関数はPIPにお

いて鞍点となっている. 負の自由エネルギーの増加方向に探索を行うためには, 慎

重に探索方向を決定する必要がある. 我々の手法では, PIPのHesse行列を解析す

ることで, PIPから正の固有値に対応する固有ベクトル方向に多方向探索を行う.

4.6.2 PIPの性質

ここでは, 10個の実データ (表 3.1)を用いて, 混合正規分布推定における PIPの

性質を実験的に考察する. 今後, 各データセットは, 表の通り#1, #2,. . . , #10と表

すこととする. また, 全ての実験において混合数はK = 5と設定する. 各々のデー

タセットは, 各変数を [−1, 1]の値を取るよう正規化した. まず, PIPが β = 1のとき,

実際に鞍点となっていることを確認する. 各データセットにおいて, PIPにおける

目的関数のHesse行列を計算し, その固有値を計算する. 結果を表 4.1に示す. 表中

の上付き文字 f は-重固有値を意味する: 例えば, 50f × 1はHesse行列が 1つの 50重

固有値を持つことを意味する. 表を見ると, 全てのデータセットにおいてHesse行

列が正負両方の固有値を持つことがわかる. 更に, 正の固有値の多重度を見ると全
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表 4.1: 固有値の個数と多重度

Data Negative Positive

#1 single× 1, 4f × 1, 5f × 113, 50f × 1 5f × 11

#2 single× 1, 4f × 1, 5f × 184, 65f × 1 5f × 15

#3 single× 1, 4f × 1, 5f × 93, 45f × 1 5f × 10

#4 single× 1, 4f × 1, 5f × 45, 30f × 1 5f × 7

#5 single× 1, 4f × 1, 5f × 113, 50f × 1 5f × 11

#6 single× 1, 4f × 1, 5f × 14, 15f × 1 5f × 5

#7 single× 1, 4f × 1, 5f × 23, 20f × 1 5f × 5

#8 single× 1, 4f × 1, 5f × 33, 25f × 1 5f × 6

#9 single× 1, 4f × 1, 5f × 32, 25f × 1 5f × 7

#10 single× 1, 4f × 1, 5f × 159, 60f × 1 5f × 13

て 5重の固有値となっている. これは, 混合数K, 本実験ではK = 5, に関連した値

となっている. この結果は, β = 1のとき, 自由エネルギー関数がPIPにおいて実際

に鞍点となっていることを示唆している. VB法の目的は負の自由エネルギー関数

の増加方向へ探索を行うことであるので, 正の固有値に対応する固有ベクトル方

向に探索を行う必要がある.

次に, 各データセットにおいて, PIPからある解までの負の自由エネルギー関数

の断面図, すなわち, PIPから解となるあるパラメータまでの直線上の関数値, を考

察する. 実験で用いる解は, 4.8節の計算機実験で得られた最良解を用いた. 図 4.4

に結果を示す. 10個のデータセット中, 8個で負の自由エネルギーが単調増加して

いることが見て取れる. これは, PIPから良解へ, 目的関数を単調に増加する経路

が存在することを意味する (必ずしもこの経路に沿った探索を行うということでは

ない).

これらの経験的な検証実験から, PIPは次のような性質を持つと考えられる:

(i) PIPから良解へ, 目的関数が単調増加する経路が存在する傾向にある,

(ii) β = 1において, PIPでの目的関数のHesse行列は正負両方の固有値を持つ, す

なわち, 鞍点となっている,

(iii) 全ての正の固有値は混合数Kに関連した多重度を持つ.

性質 (i)はアニーリングを行わずとも, PIPから良解へ探索を行えることを示唆し

ている. 図 4.4では, 2つのデータセットでは単調増加していないが, 他の経路を取
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図 4.4: PIPから極値までの直線上のパラメータの自由エネルギー関数値

ることで単調増加経路が存在する可能性もある. 図 4.4で主張したいことは, PIP

から良解への単調増加経路が存在する傾向にあるということであり, これによっ

て PIPが良い初期点になりうることを示したいということである. PIPが大域的

最適解への単調増加経路を持つかどうか, すなわち, PIPを初期点として用いる手

法が大域的最適性を持ちうるかどうかは今後更なる検証が必要である. 性質 (ii)

は鞍点では, 目的関数の増加方向を慎重に決定する必要があることを示唆してい

る. 我々の例では, 正の固有値に対応する固有ベクトル方向に探索を行うことで, そ

のような方向を解析的に求める. また, そのような方向を決定する際には, より大

きな固有値を優先的に選ぶのが好ましい. 性質 (iii)は, K重となっている固有値の

うち, 1つのみを用いればよいことを示唆している. 何故なら, この多重性は混合

分布のクラスラベルの割り振りの冗長性を反映したものであり, 全てのラベル割
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り振りの組み合わせの解を得る必要がないためである. このことを説明するため

に, 2重固有値を持つ 2混合正規分布のHesse行列を考え, 対応する固有ベクトルを

u1 = [Θ⊤
1 , Θ⊤

2 ], u2 = [Θ⊤
2 , Θ⊤

1 ]とする. ここで, Θ1, Θ2はパラメータベクトルであ

り, それぞれ混合正規分布の 1つ目と 2つ目の混合要素のパラメータとする. もし,

u1, u2の両方向に探索を行った場合, 結果として得られる解は, クラスラベルが入

れ替わったもの, [Θ∗⊤
1 , Θ∗⊤

2 ], [Θ∗⊤
2 , Θ∗⊤

1 ], である. このような冗長性を避け, 計算コ

ストを削減するため, 我々は多重の固有値に対しては, そのうちの 1つのみを選択

することとする. ただし, 多重となっている固有空間において探索を行った場合に,

必ずしもこのような冗長な解が得られるわけではないことに注意されたい.

4.6.3 多方向探索変分ベイズ法

前述した性質を利用し, PIPを初期点とする多方向探索変分ベイズ法を提案す

る. 我々のアプローチでは, まず初めに PIP, θPIP = {αPIP, ηPIP, µPIP, W PIP, νPIP}

を計算し, PIPにおけるHesse行列, ∂2L/∂Θ∂Θ⊤|
Θ=θPIP , およびその固有値, 固有ベ

クトルを求める. 次に, 累積寄与率が 80%となるような正の固有値を, 値の大きいも

のから順に選択する. このような選択方法は, できるだけ大きな固有値を選択する

ためのヒューリスティックとして導入した. その後, 選択した固有値に対応する固

有ベクトルを用いて, 探索方向, {∆θr}r∈N
2R+2R

を生成する. 探索方向 {∆θr}r∈N
2R+2R

の生成方法およびその理論的な解釈は EMアルゴリズムにおける多方向探索法と

同様である. 最後に, PIPから∆θr方向に微小な摂動を加えたパラメータをVB 法

の初期値として生成する: 例えば, θinit
r = θPIP + ∆θr, r ∈ N2R+2R . それら 2R+ 2R個

の初期値からVB法によるパラメータ推定を行う.

この手法をVB-PIP法と呼ぶこととする. VB-PIP法の流れは以下の通りである:

VB-PIP法

入力. 観測データX = {xi}i∈Nn , 事前分布のハイパーパラメータ, 累積寄与率.

Step 1. 事前分布のハイパーパラメータの初期化を行う.

Step 2. PIP, θPIP = {αPIP, ηPIP, µPIP, W PIP, νPIP}を計算する.

Step 3. PIPにおける負の自由エネルギー関数 (式 (4.26))のHesse行列を計算し,

固有値分解を行う.

Step 4. 累積寄与率 80%となる正の固有値を選択する.
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図 4.5: データのヒストグラム

Step 5. Step 4で選択した固有値に対応する固有ベクトルを用いて, 探索方向

{∆θr}r∈N
2R+2R

を生成する.

Step 6. 初期値 {θinit
r }r∈N2R+2R

= {θPIP + ∆θr}r∈N
2R+2R

を求める.

Step 7. Step 6で生成した初期値を用いてVB法によりパラメータを推定する.

出力. 目的関数が最大となるパラメータ θ∗.

4.7 変分ベイズ法の枠組みでの混合正規分布推定のシミュレーション

ここでは, 人工データを用いて, VB法, DAVB法, VB-PIP法のシミュレーション

を行う. 実験に用いるデータは, 1次元 2混合正規分布によって生成される人工デー

タ 500 個である:

p(X|θ) = 0.3N (−2, 1) + 0.7N (4, 1).

混合比 πk, 平均ベクトルmkおよび精度行列Λkの事前分布,

p(π) = Dir(π|α0) = C(α0)
K∏

k=1

πα0−1
k ,

p(m,Λ) =
K∏

k=1

N (mk|m0, (η0Λk)
−1)W(Λk|W0, ν0),
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図 4.6: 最良解での予測分布

のハイパーパラメータは,

α0 = 0.01,

η0 = 1,

µ0 =
1

N

n∑
i=1

xn,

W0 = 20I,

ν0 = 50.

と設定した. 次に, 各アルゴリズムで得られた最良解での予測分布を見てみる (図

4.6). データ x̂に対する予測分布は以下の式により与えられる:

p(x̂|X) =
1

α̂

K∑
k=1

αkSt(x̂|mk,Lk, νk + 1− p),

Lk =
(νk + 1− p)ηk

1 + ηk

W k.

ここで, Stは多変量 Student t-分布で以下で与えられる:
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図 4.7: W 0 = 0.05 × I での結果: 尤度はそれぞれ, VB(kmeans) 1086, DAVB 1051,

VB(PIP) 1059.

St(x|µ,Λ, ν) =
Γ(ν+p

2
)

Γ(ν
2
)

|Λ| 12
(νπ)

p
2

[
1 +

∆2

ν

]− ν+p
2

,

∆2 = (x− µ)TΛ(x− µ).

図を見ると, VB(kmeans)およびDAVBは局所最適解へ収束しているように思わ

れる. これらの局所最適性の問題が起こる仕組みは, EMアルゴリズムにおける解

空間での探索点の挙動と同様である考えられる. しかし, VB法の枠組みでは, 事

前分布の設定を変更することで, すなわち問題空間に変更を加えることで解決可

能な場合もある. この例では, 事前分布付近に存在するデータに, 分布がオーバー

フィットしたために, 図のようなピークが現れる. 従って, このような場合は事前分

布を変更することで対処可能である. 次に, Wishart分布のハイパーパラメータで

あるW 0を変更してみる.

今までの設定ではW 0 = 20 × I としていた. 分散共分散行列としては, これの

逆行列を考えるのでこのような設定のもとでは分散は極めて小さくなる. これが
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ピークの原因の一つと考えられる. まず, W 0 = 0.05× Iと設定した結果を図 4.7に

示す. 図から分かるように先ほど見られたようなピークはなくなり, 全て同じ予測

分布が得られている. これらの例では事前分布を変更することでVB(kmeans)法や

DAVB法で見られる局所解を避けることができた. しかしながら, 今回の 2通りの

設定で同じ解が得られたVB-PIP法は, 他の 2手法よりも局所最適解に陥りにくい

ことを示しており, VB-PIP法の有効性を示唆している.

4.8 計算機実験

ここでは, 表 3.1のデータセットを用いて, VB-PIP法の性能を評価する. 比較対

象は, k-means法により初期値を生成する方法 (VB(k-means)), DAVB 法である.

本実験では, 3通りの設定で性能を比較する: 実験 Iでは初期値の数を統一し, 実

験 IIでは計算時間を, DAVB法により 1度推定する計算時間に統一したものである.

事前分布のハイパーパラメータは {α0, η0, µ0, W 0, ν0} = {1, 1, x̄, 10 × I, 50}と設

定した. なお x̄はデータXの標本平均である. DAVB法における温度スケジューリ

ングは β(0) = 0.1, β(t+1) = 1.2× β(t)とした.

4.8.1 実験 I

まず, 初期値の数を統一して実験を行う. 初期値数は VB-PIP法で生成される

個数とした. すなわち, もしVB-PIP法により I 個の初期値が生成された場合, VB

法, DAVB法の初期値も I 個とする. 結果を表 4.2に示す. 解の良さは負の自由エ

ネルギーの関数値で評価する. すなわち, 大きい値ほど良い. また, 表中において,

“Init.”は初期値生成に要した計算時間, “Est.”はパラメータの推定に要した時間,

“Total(=“Init.”+“Est.”)” は総計算時間を表す. さらに, “Initial Points”は初期値の

数を表す.

VB-PIP法は 10個のデータセット中 5個で最良の解を, 3個のデータセットで他

手法と同様の解を得ている. また, 計算コストについては, k-means法により初期

値を生成する, 標準的なVB法と同等である. 何故なら, VB-PIP法は初期値生成後

は通常のVB法によりパラメータ推定を行うためである. また, DAVB法と比較す

ると, VB-PIP法の計算コストは非常に小さくなっている. これは, DAVB法ではア

ニーリングにより, 様々な温度の下で最適化を行わなければならないためである.

VB-PIP法では, 探索方向を生成するために余分な計算時間がかかる. これは主に

Hesse行列の計算がボトルネックになっているためであるが, 付録にあるように混
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合正規分布推定では, PIPにおける目的関数のHesse行列がスパースとなっている

ため, それほど大きなコストが必要なわけではないことに注意されたい.

4.8.2 実験 II

DAVB法は, アニーリングプロセスにおいてしばしば鞍点, 特に PIP, にトラッ

プされる. 鞍点から抜け出すためには, パラメータにランダムな摂動を加える必要

がある. 表 4.2の結果は, DAVB法の解の良さはランダムな摂動に依存しているこ

とを示唆している. アニーリングプロセスにおいて, 探索点が鞍点にトラップされ

た場合, ランダムな摂動によって, 他手法と同程度の解のばらつきが見られる: #1,

#2, #3, #5, #6, #10. 一方で, 鞍点にトラップされなかった場合は, DAVB法が得

られる解にほとんどばらつきが見られない, すなわち, 何度DAVB法により推定を

行っても同じような解が得られている. そのような場合は, DAVB法は 1度推定を

行えば十分であると考えられる. このことを考慮し, ここでは, DAVB法により 1度

推定を行うために要した計算時間に時間を統一し, 3手法の性能を比較する. 結果

を 4.3に示す.

この設定においても, ほとんどのデータセットにおいてVB-PIP法が最も良い性

能を示していることがわかる. 一方で, DAVB法は他手法と比較して解が悪い. 経

験的に, 鞍点におけるDAVBのランダムな挙動は解の質に大きな影響を及ぼすこ

とがわかっている.

これらの結果から, VB-PIP法は解の質, 計算コストともに他手法と同等かそれ

以上であり, 更に, k-means法などと異なり確定的に初期値を生成できることから,

混合正規分布推定において有効であると考えられる.

4.9 まとめ

本章では, 変分ベイズ法による混合正規分布推定を取り扱った. まず, ベイズ推

定による正規分布推定を概略し, 分布のパラメータに対し事前分布を与え, 尤度関

数との積を考えることにより事後分布を導出することをみた. 次に変分ベイズ法

および確定的アニーリング変分ベイズ法について説明し, 混合正規分布推定にお

ける局所最適性について考察を行った. このような問題を改善するために, 前章で

導入した, 原始初期点とそこでの目的関数のHesse行列を利用した多方向探索アル

ゴリズムを提案した. 実データを用いた計算機実験により, 本手法が k-means法に

よる変分ベイズ法およびDAVB法と同等あるいはそれ以上の性能を示すことが確
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認された.

多方向探索アルゴリズムにおける今後の課題として, 原始初期点の性質の更な

る検証と, その有効性の理論的裏付けなどが挙げられる.
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表 4.2: 性能比較 I: 初期値の個数を統一した場合

Data Method Best Average Computational Time Initial

± S.E. Init. Est. Total Points

VB(kmeans) -4840 -6912 ± 83.58 0.71 174.94 175.65 142

#1 DAVB -3961 -6094 ± 59.64 0.72 5238.84 5239.55 142

VB-PIP -4049 -5695 ± 69.71 12.42 415.34 427.76 142

VB(kmeans) 143 -184 ± 18.04 0.30 185.94 186.24 142

#2 DAVB -65 -119 ± 10.33 0.30 3373.44 3373.74 142

VB-PIP 148 -235 ± 29.42 24.68 226.84 251.52 142

VB(kmeans) 2342 1909 ± 53.06 0.21 94.90 95.11 42

#3 DAVB 1903 1755 ± 6.10 0.21 3578.75 3578.96 42

VB-PIP 2289 1863 ± 224.88 4.97 100.27 105.24 42

VB(kmeans) 834 377 ± 20.87 0.35 313.50 313.85 76

#4 DAVB 834 834 ± 0.00 0.35 9467.25 9467.60 76

VB-PIP 834 730 ± 20.64 2.49 319.70 322.19 76

VB(kmeans) -575 -1741 ± 89.44 0.12 49.04 49.16 76

#5 DAVB -537 -1242 ± 59.96 0.12 748.41 748.53 76

VB-PIP -447 -730 ± 33.83 6.36 70.46 76.82 76

VB(kmeans) 313 290 ± 5.92 0.02 7.56 7.58 14

#6 DAVB 301 287 ± 13.97 0.02 135.11 135.13 14

VB-PIP 319 274 ± 19.06 0.06 6.59 6.65 14

VB(kmeans) 1088 1085 ± 2.49 0.05 45.26 45.31 24

#7 DAVB 1039 1039 ± 0.00 0.05 1354.63 1354.68 24

VB-PIP 1092 1062 ± 8.62 0.39 64.19 64.58 24

VB(kmeans) 42 -219 ± 32.88 0.05 26.22 26.27 24

#8 DAVB 42 42 ± 0.00 0.06 631.93 631.99 24

VB-PIP 54 -27 ± 31.07 0.42 32.49 32.91 24

VB(kmeans) -28032 -28111 ± 16.36 0.22 304.03 304.25 14

#9 DAVB -28139 -28140 ± 0.08 0.24 1164.27 1164.51 14

VB-PIP -28032 -28099 ± 16.22 1.96 239.24 241.20 14

VB(kmeans) 288 52 ± 10.45 0.30 162.15 162.45 272

#10 DAVB 252 -12 ± 9.81 0.30 1323.17 1323.47 272

VB-PIP 288 -13 ± 10.06 17.66 159.19 176.85 272
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表 4.3: 性能比較 II: DAVB1回の推定にかかる計算時間に統一

Data Method Best Average Computational Time Initial

± S.E. Init. Est. Total Points

VB(kmeans) -5304 -7192 ± 170.47 0.17 42.42 42.58 33

#1 DAVB -6916 -6916 ± 0.00 0.01 42.78 42.79 1

VB-PIP -4935 -5821 ± 262.96 12.42 28.30 40.72 8

VB(kmeans) 107 -166 ± 48.56 0.04 27.25 27.29 21

#2 DAVB -93 -93 ± 0.00 0.00 27.37 27.37 1

VB-PIP 66 30 ± 36.26 24.68 1.93 26.61 2

VB(kmeans) 2333 1901 ± 61.45 0.16 78.07 78.23 33

#3 DAVB 1744 1744 ± 0.00 0.01 78.90 78.91 1

VB-PIP 2289 1794 ± 314.96 4.97 70.13 75.10 30

VB(kmeans) 834 377 ± 34.85 0.13 125.86 125.99 29

#4 DAVB 834 834 ± 0.00 0.01 128.30 128.31 1

VB-PIP 834 798 ± 16.67 2.49 125.77 128.26 32

VB(kmeans) -1005 -1861 ± 190.70 0.01 5.99 6.00 9

#5 DAVB -537 -537 ± 0.00 0.00 7.68 7.68 1

VB-PIP -447 -447 ± 0.00 6.36 0.82 7.18 1

VB(kmeans) 313 290 ± 5.92 0.02 7.56 7.58 14

#6 DAVB 301 301 ± 0.00 0.00 8.97 8.97 1

VB-PIP 319 274 ± 19.06 0.06 6.59 6.65 14

VB(kmeans) 1088 1085 ± 2.49 0.05 45.26 45.31 24

#7 DAVB 1039 1039 ± 0.00 0.00 55.45 55.45 1

VB-PIP 1092 1057 ± 9.49 0.39 55.01 55.40 21

VB(kmeans) 42 -219 ± 32.88 0.05 26.22 26.27 24

#8 DAVB 42 42 ± 0.00 0.00 26.43 26.43 1

VB-PIP 54 -46 ± 38.33 0.42 25.69 26.11 19

VB(kmeans) -28147 -28153 ± 5.21 0.05 76.81 76.86 3

#9 DAVB -28139 -28139 ± 0.00 0.03 82.10 82.13 1

VB-PIP -28032 -28126 ± 31.71 1.96 74.16 76.12 4

VB(kmeans) 273 5 ± 42.90 0.01 5.00 5.01 11

#10 DAVB -111 -111 ± 0.00 0.00 5.07 5.07 1

VB-PIP -91 -91 ± 0.00 17.66 0.46 18.12∗ 1
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マイクロアレイデータ解析

近年, マイクロアレイ技術の発達により, 膨大な量の遺伝子データが得られるよ

うになった. マイクロアレイデータは, データ数 nが比較的小さく, 次元数 (遺伝子

数)p が非常に大きいという特徴を持っている. そのようなデータから, 目的に応じ

た有用な知見を得るために様々な解析手法が研究, 提案されている. 本章では, マ

イクロアレイの背景となる分子生物学およびマイクロアレイデータについて触れ

たあと, 2種類のタスク, 遺伝子群解析とゲノム異常領域同定について説明を行う.

また, これらのタスクを行う上で重要となる統計的検定について述べる.

5.1 DNAとセントラルドグマ

ヒトや動物, 植物に関して深く理解するためには, その構成要素を理解すること

が重要である. これらの生物は細胞と呼ばれる基本単位により構成されており, 各

細胞には個体の青写真であるデオキシリボ核酸 (deoxyribose nucleic acid: DNA)が

含まれている. DNA分子は, 染色体と呼ばれる構造の中に存在している. DNA分

子は 4つの異なるヌクレオチド, アデニン (adenine: A), チミン (thymine: T), グアニ

ン (guanine: G), シトシン (cytosine: C)から成る. これらの 4つの塩基は, AはTと,

Gは Cと結合しペアを作る. このA, T, G, Cの配列が生物の遺伝情報を担ってい

る. A, T, G, Cの配列は, 染色体において 2重螺旋構造を取っており, A-T, G-Cのペ

アを構成するよう互いに相補的な配列となっている [48]. 生命の最も基本的な構成

要素と考えられている遺伝子 (gene)は, このDNAの一部分にコード化されている.

各遺伝子は, 生成するタンパク質の量を決定するためのプロモータを含んでおり,

遺伝子のコード領域は, どのタンパク質を合成するかを決める. 染色体もしくは遺

伝子全体をゲノム (genome1 )と呼ぶ. 3つの塩基 (コドン)からなるコードは, アミ

1接尾語-omeは “全体”あるいは “群”を意味する単語であり, この場合 gene-ome, すなわち遺伝子
全体を意味している. 生物学では,類似の単語としてタンパク質全体を指す proteome(=proteine-ome),



62 第 5 章 マイクロアレイデータ解析

図 5.1: 分子生物学におけるセントラルドグマ

ノ酸の種類およびコード領域の始点, 終点を定義する. DNAからタンパク質が合

成される過程で, DNAは一度, リボ核酸 (rebo nucleic acid: RNA)へ転写される. こ

の際, チミン (T)はウラシル (uracil: U)に置き換えられる. DNAからRNA, RNAか

らタンパク質へと遺伝情報の形が変化していくプロセスをセントラルドグマと呼

ぶ (図 5.1).

セントラルドグマにおいては, 主として 3つ (多くの場合, これにRNAからDNA

への逆転写, reverse transcriptionを含める)の過程からなる:

複製 (Replication): 細胞分裂の際などにDNAのコピーを作るプロセス,

転写 (Transcription): DNAコードをメッセンジャーRNA(messenger RNA: mRNA)

へ転写するプロセス,

翻訳 (Translation): DNA情報がタンパク質へ翻訳されるプロセス (mRNAを介す).

生物は, このようにDNAからRNA, タンパク質へと遺伝情報を発現することで,

生きていく上で必要な物質, 機能を維持している. 従って, これらのDNAやRNA,

タンパク質の量を解析することで, 生命 (あるいは逆に病気など)に関する重要な

知見を得ることができる.

本章で取り扱う 2種のデータ, 遺伝子発現量データと array CGHデータは, 前者

がmRNA量を測定するのに対し, 後者はDNAコピー数を測定する点で異なる.
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図 5.2: マイクロアレイ技術: 例えば, 健常者のRNA を緑の蛍光色素で着色, 癌患者

のRNAを赤の蛍光色素で着色しハイブリダイズする. 得られた画像データ (右)を

蛍光スキャナで数値化することでマイクロアレイデータが作成される.

5.2 マイクロアレイ技術とマイクロアレイデータ

本節では, DNAコピー数やmRNA量を定量化する技術である, マイクロアレイ

技術 [17]について説明する. マイクロアレイ技術は, DNA(あるいは RNA)のハイ

ブリダイゼーション (hybridization)を基本原理としている. ハイブリダイゼーショ

ンとは, 1本のDNAが 2本, あるいは 1本のDNAと 1本の RNAが互いに相補的な

塩基同士で結合し 2本の鎖を作ることである. 例えば, mRNAが含まれる試料の中

に, 蛍光標識をしたDNAの小さな断片 (オリゴヌクレオチド)を添加すれば, オリ

ゴヌクレオチドと相補的な配列を持つ特定のmRNAがハイブリダイズする. する

と, ハイブリダイズしたmRNAのみが色付けされ蛍光スキャナで検出することが

できる. 逆に, 調べたいいくつかのオリゴヌクレオチドのプローブ (検出子)を平面

上に固定し, そこに試料を流し込めば, 試料に各々のプローブが存在するかどうか

およびその量 (発現量)を検出することができる (図 5.2).

• 遺伝子発現量データ

遺伝子発現量データは, 前述したような方法でmRNAの濃度 (発現量)を定量

化したデータである. mRNAはDNAの遺伝子情報が転写された物質であり,

mRNA量を調べることで, 各mRNAに対応する遺伝子発現を解析することが

できる. 例えば, 実験群を緑色で, 対照群を赤色で蛍光標識した場合, 実験群

mRNA総体を指す transcriptome(=transcript-ome)などがある.
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図 5.3: 遺伝子発現量データ 50症例 (上)と array CGHデータ 3症例 (下): 遺伝子発

現量データは空間的な相関はない. 一方, array CGHは隣り合うプローブは相関を

持ち, 連続して値が大きく, あるいは小さくなる.

に対して, 対照群のmRNA発現量が大きければ, そのスポットは赤色を示し,

逆に小さければ緑色を示す. また, 両者の発現量に差がない場合は黄色 (場合

によっては黒色)を示す. 遺伝子発現量データ解析により, 特定の機能に必要

な遺伝子の特定や, 病気の原因となる遺伝子の特定などを行うことができ, 疾

患の予防や治療などに役立つと考えられている.

• array CGHデータ

array CGHとは, 全ゲノムの DNAコピー数を網羅的に測定するための技

術である [49]. array CGHマイクロアレイを作成する際, Bacterial artificial

chromosome(BAC)クローンや相補的DNA(complementary DNA: cDNA,オリゴ

ヌクレオチドなどをDNAマイクロアレイへハイブリダイズする方法がある

2 . array CGHデータは各プローブにおける実験群のDNAコピー数と対照群

のコピー数の log2 -ratioとして定量化される. 遺伝子発現量データとは異なり,

DNAコピー数異常に起因する疾患の解析などに用いられ, 解析方法も異なる.

図 5.3にこれらのデータの例を示す. 図上が遺伝子発現量データの例であり, 下が

array CGHデータ [50, 51, 52]の例である.

2本章で用いる array CGHデータは BAC array CGHデータである
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図 5.4: 遺伝子群解析の概要

5.3 遺伝子発現量データと遺伝子群解析

マイクロアレイデータ解析の基本的なタスクは表現型 (例えば, 薬剤効果の有

無など)によって発現量の異なる遺伝子を同定することである. 一方で, 多くの遺

伝子は他の遺伝子と影響を及ぼしあうため, 関連のある遺伝子をまとめて解析す

ることが有用であると考えられている. このような, 関連のある遺伝子をグループ

化したものを遺伝子群 (gene set)と呼び, 発現差のある遺伝子群を同定する問題は

遺伝子群解析 (gene set analysis)と呼ばれる. 遺伝子群とは, 生物学的に関連性のあ

る遺伝子をまとめたものであり, 例えば, 特定の疾患に関連する遺伝子の集合, 特

定の薬剤に反応する遺伝子の集合などである. また, マイクロアレイデータを遺伝

子群に基づいて解析することで, 医学生物学的な解釈が容易となる. 図 5.4に遺伝

子群解析の概念図を示す. 図のヒートマップでは, 横軸方向に n症例, 縦軸方向に p

遺伝子が並んでおり, 遺伝子発現量の大きいセルが赤色, 小さいものが緑色で表現

されている. また, ヒートマップ中の点線の左側が陰性クラスC−, 右側が陽性クラ

スC+の症例となっている. G·は遺伝子群を表しており, いくつかの遺伝子群の中

で, 2クラスの発現パターンの違いを定量化することが遺伝子群解析の目的となる.

遺伝子群解析の研究として有名なものにGene Set Enrichment Analysis (GSEA) [28]

と呼ばれるものがある. GSEAデータベースには, 医学生物学的な知見から得られ

た遺伝子群が多数定義されている.

同一の遺伝子群に含まれる遺伝子の発現量は相互相関を持つことが多いため,

遺伝子群の発現パターンを多変量データと解釈して解析することが有効である.
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この解釈のもと, 遺伝子群解析は多重多変量 2標本検定問題として定式化される.

遺伝子群解析のための検定統計量は遺伝子の相互相関を適切に説明できるもので

あることが望ましい. GSEAでは Enrichmentスコアと呼ばれる統計量が用いられ

る. Enrichmentスコアは個々の遺伝子に関する単変量統計量を組み合わせたもの

であるため, 遺伝子発現量の相互相関を表現することができない. 変数間の相関関

係を記述できる多変量 2標本検定として, Hotelling T 2検定 [53]と呼ばれるものが

ある. 2標本が分散共分散行列の等しい多変量正規分布に従うときには, Hotelling

T 2検定は最強力検定となることが知られている. しかしながら, 遺伝子群の発現パ

ターンの分布は未知であるため, ノンパラメトリックな多変量 2標本検定を導入す

る必要がある. ノンパラメトリックなものとしては, runs test [54], nearest-neighbor

test [55, 56]などが提案されている. また, 複数の遺伝子群から統計的に有意なもの

を同定するタスクでは, 検定の多重性を考慮する必要がある. このように, 遺伝子

群解析は多重多変量 2標本検定として定式化される.

5.4 array CGHデータとゲノム異常領域同定

Array Comparative Genomic Hybridization (array CGH)はゲノムスケールでの

DNAコピー数の測定に有効な技術である. 癌細胞における array CGH解析では, 多

数のBAC, cDNA, オリゴヌクレオチドなどのゲノムクローンのマイクロアレイに,

癌細胞から得たDNAと正常細胞 (あるいは参照細胞)から得たDNAをコハイブリ

ダイズすることによって array CGHデータを作成する. array CGHは多数のプロー

ブの各々について, ゲノム上のプローブに対応する領域での癌細胞のDNAコピー

数と正常 (参照)細胞のDNAコピー数の log2 -ratioを与える. log2 -ratioが正の大き

な値を取る場合, 癌細胞はプローブに対応する領域においてDNAコピー数の増幅

を表し, 負で絶対値の大きな値を取る場合は欠損を表す. 図 5.3 下はリンパ腫に疾

患した 3症例から得た array CGHデータの例である. 図において, 横軸は染色体番

号, 1, . . . , 22, を表し, 縦軸は各々の領域のプローブの log2 -ratioを表す. 図の array

CGHデータでは, ゲノム全体を 2,035のBACプローブで表している.

array CGHデータ解析の, 最初の基本的なタスクは, 1つのアレイ (1人の患者)

に見られるゲノム異常領域を探すことである. このタスクに対しては, 多くの計算

アルゴリズムが提案されている [33, 36, 37, 57]. 次のタスクは, あるグループ, 例え

ば同じ癌に疾患した数人の患者など, において共通して見られる異常領域を同定

する問題である. 最初のタスクと比べ, このタスクに対する研究はそれほど多くは
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なされていない [33]. しかしながら, 生物学的な観点からはそのような共通異常領

域を検出することが, より重要である. 現状では, このような共通異常領域の同定

問題に対しては, 形式的な方法が確立されていない. そのようなアプローチの 1つ

は, 各々のプローブにおいて, グループの log2 -ratioを平均化し, 最初のタスクの (1

つのアレイに対する)アルゴリズムを, その平均化された log2 -ratioに対して適用す

るというものである. 次いで, 3つ目のタスクは 2グループ, あるいはそれ以上のグ

ループにおいて, あるグループでは共通して異常が見られるが, 他のグループでは

異常が見られない, もしくは異なる異常パターンを示すような領域を同定する問

題である. このような特徴の異なる異常領域を同定する問題は, 生物学的な研究を

進める上で重要であると考えられるが, 我々の知る限り, このようなタスクに対処

する方法は今のところない. 現在では, 第 2, 第 3のタスクに対する, 体系化された

解析方法が必要とされている.

array CGH解析における計算アルゴリズムを確立する際には, プローブ間の空

間的な相関を考慮することが重要である. 遺伝子発現量データとは異なり, CGHマ

イクロアレイのプローブはDNAのある断片を表しており, 各染色体において, 隣

り合うプローブは系列的につながりを持っている. 例えば, 図 5.3では, まとまった

増幅, 欠損が見られる. このような理由から, 1つ目のタスクに対する手法は系列

データのセグメント化, ブレークポイントを検出するようなアルゴリズムとなって

いる. 一方で, 2, 3のタスクでは, array CGHデータを症例数を次元数とみなした多

変量シーケンシャルデータとして取り扱わなければならず, 空間的な相関を考慮す

ることが難しくなる.

グループ間で特徴の異なる異常領域を同定する 3つ目のタスクでは, 特徴の違

いを定量化し, その統計的検定を行うことが望ましい. 発現量データ解析では, こ

のような統計的信頼性と多重検定に関する研究が進められている [58, 59]. もし,

空間的な相関関係を無視すれば, 発現量データにおいて研究されている方法論を

array CGHデータ解析へ適用することができる. しかしながら, 相関関係を考慮し,

連続する複数プローブからなる領域に関心がある場合, そのような方法ではいく

つかの問題がある.

まず初めに, 複数プローブからなる領域に対して統計的検定を行う際には, 単

変量検定ではなく, 多変量検定を採用すべきである. 2つ目の問題は, 染色体 22本

の各々について, 全ての可能な部分領域を調べる必要があり, その数は非常に大き

くなることである. 例えば, 図 5.3 下は, 2,035プローブからなるBAC arrayであり,

全ての可能な (異常領域の)候補領域は, 141,452領域となる. これは, 多重検定補正
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図 5.5: array CGHの異常領域同定問題における候補領域の例

において, 非常に多くの高度に相関を持った検定統計量を取り扱う必要があること

を意味する. 最後に, 3つ目のタスクにおいては, 次元数に依存しない多変量検定統

計量を用いる必要がある. 例えば, 1プローブのみからなる領域と, 1染色体全体か

らなるような領域を同じ基準で比較しなければならないためである. array CGH

データのグループ間で特徴の異なるゲノム領域を同定するタスクも, 遺伝子群解

析と同様, 多重多変量 2標本検定として定式化される. 図 5.5は 1番染色体における

array CGHの log2 -ratio系列の例である. ここでは, 1番染色体には 173BACプロー

ブが含まれている (ℓ1 = 173). 図では, 異常領域の候補となる部分領域の例が示さ

れている. ゲノム異常領域同定問題では, 例えば, これら 173個のプローブの全て

の部分領域, 図の例では 1
2
× 173× 174 = 15, 051通り, を調べる必要がある.

5.5 多変量2標本検定と多重検定

前述した通り, 遺伝子群解析, array CGHデータ解析は, ともに多重多変量 2標

本検定として定式化される. 本節では, 多変量 2標本検定および多重検定について

説明する.

5.5.1 多変量2標本検定と統計的機械学習

D = {(xi, yi)}Nn を n個の観測データ, xi ∈ Rpを p 次元の入力ベクトル, yi ∈

{−1,+1}を出力ラベルとする. また, 2クラスをそれぞれC−, C+とし, 各々のクラス

に属するデータ数をそれぞれ n−, n+とする: n = n− + n+. 更に, クラスC−に属す
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るデータは多変量分布 P−から, クラスC+に属するデータは多変量分布 P+から生

成されたものとする. 多変量 2標本検定問題は, データDを用いて, 2つの多変量分

布 P−, P+が同一の分布であるか, あるいは異なる分布であるかを評価する.

多変量 2標本検定は主に統計学において研究が行われてきた. もし, 多変量分布

P−, P+が分散共分散行列が等しい多変量正規分布であれば, Hotelling T 2検定 [53]

が検出力の最も高い検定となることが知られている. しかし, 分布 P−, P+に対する

事前知識がない場合には, ノンパラメトリックな多変量検定を用いる必要がある.

多くのノンパラメトリック多変量検定の検定統計量は, データ点のペアの距離に基

づいて定義される. 例えば, 最近傍検定 (nearest-neighbor test) [55, 56]は, 最近傍法

の分類精度を検定統計量として用いている.

多変量 2標本検定の重要なあるクラスは, 統計的機械学習における 2クラス分

類器に基づいて構築できる. f : X ∈ Rp → {−1,+1}を観測データDを用いて作成

された 2クラス分類器とする. 分類器 f の任意の分類性能の指標が検定統計量とな

りうる. 例えば, 訓練誤差, 汎化誤差, あるいはサポートベクトルマシン (SVM)のヒ

ンジ損失などの損失値などを用いることができる. 良い分類性能は分布 P−, P+が

異なることを示唆しており, また分類性能の悪さは 2つの分布に差異がないことを

示唆する. ここでは, 検定統計量を s(f,D)と表す. 分類器が強力であればあるほど,

すなわち, 帰無分布と検定統計量の分布 (対立仮説のもとでの分布)が大きく異な

るほど, Type II errorを小さくすることができる.

統計的検定においては, P−, P+の違いの統計的信頼性を定量化する必要がある.

典型的な例としては, 統計的信頼性は p-値により量られる. 例えば, 分類誤差を検

定統計量として用い, 訓練誤差が 20%であったとする. このとき, p-値は, P−, P+が

同一のとき, 訓練誤差が 20%未満である確率と定義される.

5.5.2 ラベル並べ替えによる帰無分布推定

前述した通り, 検定統計量の帰無分布は p-値など, 統計的信頼性を評価する際に

必要になる. 帰無分布を推定するための, 簡単かつ単純な方法の 1つはラベル並べ

替えを用いることである [58]. yを, i番目の要素が yiであるような n次元ベクトル

とし, πを n個の要素の並べ替え演算子とする. ラベル並べ替えは y′ = π(y)と表さ

れ, 対応するデータセットは, D′ ≡ {(xi, y
′
i)}i∈Nnと表される. B回の並べ替えを考え

ることとし, 各々の並べ替えを上付き添字 b ∈ NB とインデックス表記する. 並べ替

え演算は π(b)のようにインデックス化し, 並べ替えられたラベルは y(b) = π(b)(y)と

表す. また, 対応するデータセットはD(b) = {(xi, y
(b)
i )}i∈Nn と表し, D(b)を用いて学
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習された分類器を f (b)と表す. これらを用いると, B回のラベル並べ替えによって

得られる p-値は,

p =

∑B
b=1 I(s(f (b), D(b)) ≤ s(f,D))

B
, (5.1)

となる. ただし, I(·)はインデックス関数である. ここで, 検定統計量が小さいもの

がより有意であるとした.

5.5.3 多重検定

複数の統計的検定を同時に行うと, 本来は棄却されるべきではない仮説が棄却

される可能性が増加する (例えば P−と P+が同一のものであるにも関わらず, 異な

ると判断されるなど). 例えば, 有意水準 5%で, 100個の検定を行った場合, そのうち

5個は仮説が誤って棄却されることを意味する. 検定対象が複数ある場合には全体

としての誤検出の割合が有意水準を越えてしまう問題が生ずる. これを多重検定

の問題と呼ぶ. このような場合, 多重検定補正を行わなければならない.

検定統計量が独立である多重検定の場合, 様々な補正法を適用できる. 一方, 遺

伝子群解析, array CGHデータの異常領域同定を含む多くのマイクロアレイデー

タ解析などのような, 検定統計量が複雑な相関を持つ場合や検定対象が非常に多

いような場合には, それらを考慮した多重検定補正が必要になる. マイクロアレイ

データ解析における多重検定については文献 [60] が詳しい. 前節で述べたラベル

並べ替え検定は, このような状況においても有効な検定法である. というのは, ラ

ベル並べ替え演算により, 複数の検定統計量の (同時)確率分布をノンパラメトリッ

クに推定することが可能であるからである.

しかしながら, p-値 (しばしば, nominal p-valueと呼ばれる)は多重検定において

は適切な指標ではない. 多重検定において用いられるいくつかの統計的有意性の

指標の中で, family-wise error rate(FWER) [61]と false discovery rate(FDR) [62]が広

く用いられている. 検定統計量が複雑な相関を持つような状況において, ラベル並

べ替え検定は FWER, FDRを計算する際に重要な役割を果たす.

いま, M個の検定対象があり, 各々の対象についてB回のラベル並べ替え演算に

より帰無分布を推定するとする. このとき, m個目の検定統計量は s(fm, Dm)とし,

m個目の検定対象における並べ替え演算のうち b番目の統計量を s(f
(b)
m , D

(b)
m )と表

す. FWERは “M 回の検定のうち, 1度でもType I errorが起こる確率”と定義され,

FWERm =

∑B
b=1 I(minm′s(f

(b)
m′ , D

(b)
m′) ≤ s(fm, Dm))

B
,
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と計算される. 一方, FDRは “棄却された仮説の中の帰無仮説の割合=(# of false

positive)/(# of positive)”と定義される. 統計量の小さな順に k個の検定統計量を選

択した場合の FDRは次のように計算される. M 個の統計量を有意な順 (ここでは

小さいほど有意としている)に, インデックスを j = 1, . . . ,M とソートしたとき,

FDRm = min

{
1.0,

1
B

∑B
b=1

∑M
m′=1 I(s(f

(b)
m′ , D

(b)
m′) ≤ s(fm, Dm))∑M

m′=1 I(s(fm′ , Dm′) ≤ s(fm, Dm))

}

= min

{
1.0,

1
B

∑B
b=1

∑M
m′=1 I(s(f

(b)
m′ , D

(b)
m′) ≤ s(fm, Dm))

k

}
(5.2)

と計算される. 式 (5.2)の分母は, “M 回の検定において Type I errorを起こす回数

を平均”を表している. この部分を, “M 回の検定においてType I errorを起こす回

数のメジアン”とすることも可能である. その場合, FDRは,

FDRm = min

{
1.0,

medb=1,...,B

{∑M
m′=1 I(s(f

(b)
m′ , D

(b)
m′) ≤ s(fm, Dm))

}
∑M

m′=1 I(s(fm′ , Dm′) ≤ s(fm, Dm))

}

= min

{
1.0,

medb=1,...,B

{∑M
m′=1 I(s(f

(b)
m′ , D

(b)
m′) ≤ s(fm, Dm))

}
k

}
(5.3)

と計算される. また, ある統計量とそれよりも小さな (有意な)統計量を選択したと

きの FDRの最小値を q-値と呼び,

q-value = min
k|k≥order(m),k∈NM

FDR(k),

で与えられる. ここで, {FDR(k)}k∈NM
は検定統計量 {s(fm, Dm)}m∈NM

によってあら

かじめ昇順にソートされた {FDRm}m∈NM
のリストとし, order(m)はm番目の検定

の順序とする. これらの測度は, p-値とは異なり, M 回全ての検定における各々の

統計量の有用性を評価しているため, 多重性を考慮したものとなっている. また, 統

計量の相関を考慮できる, すなわち, 統計量が同じような値を取る場合に, それら

を用いた検定はともに棄却あるいは採択される傾向を示す. なお, 本稿では, FDR

については平均を用いた前者の定義を用い, q-値を求める際は, 統計量でソートす

る代わりに p-値によりソートを行った.
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第 6 章

サポートベクトルマシンを用いた遺伝子群解析

本章では, 生物学的に関連の深い複数の遺伝子からなるグループ (遺伝子群) のう

ち, 2標本の発現パターンの違いを定量化し, その統計的信頼性を評価する問題を

考察する. このような問題は遺伝子群解析 (gene set analysis)と呼ばれ, 多重多変量

2標本検定として定式化される. 遺伝子群解析を行うことで, 解析に用いた遺伝子

発現量データがどのような遺伝子群と関連が深いかを知ることができ, 解析の結

果から有益な知見を得ることができると期待される. ここでは, この問題のために

サポートベクトルマシン (SVM)に基づく多重多変量 2標本検定を導入する. この

アプローチにおいては, 統計量の帰無分布をラベル並べ替え演算により推定しな

ければならないため, SVMの学習 (最適化)を多数回行わなくてはならない. 本稿

では, SVMのラベル並べ替え解を効率的に計算するため, 最小全域木 (MST) とパ

ス追跡を用いるアプローチを提案する [63].

6.1 SVMを用いた多重多変量2標本検定

本節では, 遺伝子群解析および SVMの leave-one-out cross validation (LOOCV) 誤

差を検定統計量とした多変量 2標本検定について説明をする.

6.1.1 遺伝子群解析の定式化

遺伝子群解析では遺伝子群と呼ばれる単位でマイクロアレイデータを解析する.

典型的な遺伝子群解析の問題は以下のように定式化される. 2つのクラス (例えば,

健常者と癌患者など)をそれぞれC−, C+とし, 各々のデータ数を n−, n+, 全データ数

を n(= n− + n+)とする. また, 全遺伝子数を pとする. 症例 i ∈ Nn, 遺伝子 j ∈ Npの

発現量を xjiと表し, 症例 i ∈ Nnのラベルを yi ∈ {−1,+1}とする. クラスC−, C+に
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所属するデータは行列を用いて,

X− =

 x11 . . . x1n1

...
. . .

...

xp1 . . . xpn1

 , X+ =

 x11 . . . x1n2

...
. . .

...

xp1 . . . xpn2

 ,
と表され, 全データは,

X = [X− X+]

=

 x11 · · · x1n1 x1,n1+1 · · · x1n

...
. . .

...
...

. . .
...

xp1 · · · xpn1 xp,n1+1 · · · xpn

 ,
と表現できる. 遺伝子群は遺伝子の集まりであるので, 行番号の集合として定義さ

れる. 遺伝子群の数をM とし, 遺伝子群を {Gm}m∈NM
と表すと, ある遺伝子群 Gmの

発現量は {xji}j∈Gm,i∈Nnと表される. 本研究の目的は, いくつかの遺伝子群 {Gm}m∈NM

の各々に対して, C−とC+の発現パターンの違いを定量化し, その統計的信頼性を

評価することである. この問題は, 多重多変量 2標本検定として定式化される. 遺

伝子群解析では遺伝子群 {Gm}m∈NM
に対して, 各々の遺伝子群に含まれる遺伝子,

すなわち, 行の部分集合, を抽出してそれぞれを多変量 2標本データとみなした統

計的検定を行う.

6.1.2 多変量2標本検定

本節では, 多変量 2標本検定について説明する. 遺伝子群解析のタスクは遺伝子

群に含まれるすべての遺伝子の発現量の (多変量)分布が 2標本で異なっているか

を統計的に検証することであり, 多変量 2標本検定として定式化される.

多変量 2標本検定では, 2標本X−, X+(前節参照)を用いて, それらを生成した多

変量分布に違いがあるかどうかを評価する. 2標本が分散共分散行列の等しい多変

量正規分布に従うとわかっている場合, Hotelling T 2検定が最も検出力の高い検定

であり, マイクロアレイデータ解析においても応用されている [59]. 一方, 2標本の

従う分布が未知の場合は, ノンパラメトリック検定を採用する必要がある. ノンパ

ラメトリック検定の例として, runs test [54], nearest-neighbor test [55, 56]などがあ

る. 本研究では SVMの分類誤差を検定統計量とした多変量 2標本検定により遺伝

子群解析を行う.
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6.1.3 遺伝子群解析における多重検定

本節では遺伝子群解析におけるラベル並べ替え検定について説明する. 5.5.2節

で述べたように, 検定対象が複数ある場合は多重検定補正を行う必要がある. 遺伝

子群解析では, 複数の遺伝子群に対して同時に検定を行う必要がある. 従って, ラベ

ル並べ替えによる多重検定補正を行う. また, SVM分類誤差検定統計量はその帰無

分布が未知であるため, ラベル並べ替えにより帰無分布の推定を行う. すなわち,

並べ替えられたラベルのそれぞれに対する SVMを学習し, 帰無分布の推定を行う.

6.1.4 サポートベクトルマシン

サポートベクトルマシン (Support Vector Machine: SVM) [31]とは, 2クラス分類

問題に対して高い識別性能を持つパターン認識の手法の一つである. 学習データ

を {(xi, yi)}i∈Nn , xi ∈ Rp, yi ∈ {−1,+1}, とすると, SVMの学習は以下のような 2次

計画問題として定式化される:

min
b,w

1

2
||w||2 + C

n∑
i=1

max(0, 1− yi(w
⊤xi + b)). (6.1)

ここで, C ∈ [0,∞)は正則化パラメータである. ラグランジュ未定乗数として {αi}i∈Nn

を導入すると, 式 (6.1)の双対問題は

max
{αi}i∈Nn

−1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjK(xi,xj) +
n∑

i=1

αi,

s.t.
n∑

i=1

αiyi = 0, 0 ≤ αi ≤ C, i ∈ Nn (6.2)

と表される. ただし, K(xi,xj) はカーネル関数を表わしている. 主形式および双対

形式における分類境界は, それぞれ,

f(x) = w⊤x + b = 0,

および

f(x) =
n∑

i=1

αiyiK(x,xi) + b = 0.

と与えられる. また, 最適性条件 (KKT条件)は

αi = 0 ⇔ yif(xi) ≥ 1,

0 ≤ αi ≤ C ⇔ yif(xi) = 1,

αi = C ⇔ yif(xi) ≤ 1,

と整理される.
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6.1.5 SVM分類誤差統計量を用いた多重多変量2標本検定

本節で説明した SVM分類誤差を検定統計量としたラベル並べ替え検定を用い

た多重多変量 2標本検定のアルゴリズムは以下の通りである.

SVMとラベル並べ替えによる多変量 2標本検定

入力 マイクロアレイデータ {xji}j∈Np,i∈Nn , ラベル {y∗i }i∈Nn , 遺伝子群 {Gm}m∈NM
, ラ

ベル並べ替え回数B, シャッフルされたラベル群 {{y(b)
i }i∈Nn}b∈NB

, 有意水準 θ,

m← 1.

Step 1 データ {xji}j∈Gm,i∈Nn およびラベル {y∗i }i∈Nnを用いて SVMによる分類器を

作成し, 検証用データあるいはLOOCVなどにより分類誤差 s∗mを計算, b← 1.

Step 2 {xji}j∈Gm,i∈Nn とシャッフルされたラベル {y
(b)
i }i∈N を用いて分類器を作成

し, LOOCVなどにより SVM分類誤差 s
(b)
m を計算. b < Bならば b ← b + 1と

し Step 2を繰り返す. b = B でm < M であればm← m+ 1として Step 1へ.

b = Bかつm = M であれば Step 3へ.

Step 3 遺伝子群 {Gm}m∈NM
の各々の Gmに対する,

p-valuem =

∑B
b=1 I(s

(b)
m ≤ s∗m)

B
(6.3a)

FWERm =

∑B
b=1 I{minm′ s

(b)
m′ ≤ s∗m}

B
, (6.3b)

FDRm =

∑B
b=1

∑M
m′=1 I{s

(b)
m′ ≤ s∗m}

B
∑M

m′=1 I{s∗m′ ≤ s∗m}
, (6.3c)

q-valuem = min
k∈{k|k≥order(m),k∈NM}

FDR(k), (6.3d)

を計算する.ここで, {FDR(k)}k∈NM
は {p-value}m∈NM

の大小によってあらかじ

め昇順にソートされた {FDRm}m∈NM
のリストとする. また, order(m)は遺伝

子群mの順序とする.

出力 基準, 式 (6.3a)∼式 (6.3d)などが閾値 θ以下の遺伝子群.

6.2 SVMラベル並べ替え解計算の効率化

前述のように, 多重検定補正に必要なラベル並べ替え回数は通常, 1000∼10000

と多い. 従って, これらのラベル群それぞれに対して SVMの学習を行うと計算コ

ストが膨大になる. 本稿では以下の 2つのアプローチにより SVMの学習の効率化

を図る:
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(i) パス追跡による並べ替えラベル群の最適解の追跡,

(ii) 最小全域木 (MST)による効率的なパス追跡スケジューリング.

(i)のパス追跡とは, 学習データ点の追加, 削除や正則化係数の変化などが起こった

場合, 最初から学習をしなおすのではなく, 最適解の感度分析に基づいて変更後の

最適解を効率的に計算する方法である. 本研究では, 並べ替えられたラベル変化を

連続的に追跡する必要があり, 離散的なラベル {yi}i∈Nn ∈ {−1,+1}nを実数値も許

すように {yi}i∈Nn ∈ [−1,+1]nと緩和した SVMを考える必要がある. 6.2.1節にて (i)

を説明する.

パス追跡では変更前後で最適解が大きく異なる場合, 追跡が非効率となるため,

並べ替えられたラベル群のパス追跡の順序を上手くスケジューリングする必要性

が生ずる. この問題に対して, (ii)の方法により対処する. ラベル群をグラフのノー

ド, ラベル間の距離をエッジの重みと考え, ラベル群のMSTを構築し, ラベル間の

総距離が全体として最小となるようスケジューリングを行う. 6.2.2節にて (ii)を説

明する.

6.2.1 SVMパス追跡によるラベル並べ替え解追跡

本節では, ラベル変化に対する SVMの最適解のパス追跡を説明する.

あるクラスのパラメータにより特徴づけられた凸計画問題では, パラメータが

微小変化した際の最適解の変化のパスを厳密に求めることができる. この手法は

パラメトリック計画法 (parametric programming), あるいは, パス追跡と呼ばれる.

機械学習の文脈におけるパス追跡アルゴリズムは, パスの区分線形性を利用する

ものが多い. もし, 最適解がパラメータに関して区分線形で表されるなら, 区分線

形パス追跡アルゴリズムによって最適解を効率的に計算することができる. 本研

究では, 並べ替えられたラベルの SVMの学習にパス追跡を適用する. 以降, ラベル

{yi}i∈Nn をベクトル y = [y1, . . . , yn]⊤と表記する.

並べ替えられたラベル y(b1) ∈ [−1,+1]nに対する SVMの最適解が得られている

とき, 別のラベル y(b2) ∈ [−1,+1]nに対する SVMの最適解を計算したいとする. 通

常の SVMの (双対)最適化問題, 式 (6.2)において, ラベル {yi}i∈Nn が実数値 [−1,+1]

を取り得るように緩和すると, yを変化させたときの最適解のパスは区分線形とな
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らない. そこで, 式 (6.2)を以下のような凸計画問題として緩和する:

max
{αi}i∈Nn

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjsgn(yi)sgn(yj)K(xi,xj) +
n∑

i=1

αi,

s.t.
n∑

i=1

αisgn(yi) = 0,

0 ≤ αi ≤ yiC, for i ∈ {i|yi > 0},
0 ≤ αi ≤ −yiC, for i ∈ {i|yi < 0}.

(6.4)

ここで,

sgn(z) =


+1 if z > 0,

0 if z = 0,

−1 if z < 0.

である. 式 (6.4)は, y ∈ {−1,+1}nのとき, 元の SVMの最適化問題, 式 (6.2)と一致す

る. さらに, 式 (6.4)の最適解はラベル y ∈ [−1,+1]nの区分線形関数として表され

る. 式 (6.4)の最適性条件は以下のようにまとめられる:

sgn(yi)g(xi) ≥ 1, if αi = 0,

sgn(yi)g(xi) = 1, if 0 < αi < C|yi|, (6.5)

sgn(yi)g(xi) ≤ 1, if αi = C|yi|,
n∑

i=1

sgn(yi)αi = 0. (6.6)

ただし,

g(x) =
n∑

i=1

αisgn(yi)K(x,xi) + b

である.

ここで, 以下のような 3つの集合を定義する:

O = {i|αi = 0},

M = {i|0 < αi < C|yi|},

I = {i|αi = C|yi|}.

また, 各集合の要素数を |O|, |M|, |I|と表記する. 今後, ベクトル v ∈ Rnに対して

vI のように表記する場合, 集合 Iに含まれるインデックスの要素を取り出した部

分ベクトルを表すものとする. 同様に, 行列M ∈ Rn×nに対してMM,Oとした場合,
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行列M の集合Mに含まれるインデックスの行および集合Oに含まれるインデッ

クスの列を取り出した部分行列を表すものとする. また, MM,Mのような部分行列

はMMと略記する.

今, (i, j)要素がQij = sgn(yi)sgn(yj)K(xi,xj)で与えられる行列をQ ∈ Rn×nとす

る. また, α = [α1, . . . , αn]⊤とする. このとき, KKT条件, 式 (6.5)は次のように書き

表せる:

QMαM +QM,IC|yI |+ sgn(yM)b = 1|M|. (6.7)

ただし, sgn(y)は yの各要素の符号を表すベクトルであり, 1|M|は全ての要素が 1

となる |M|次元ベクトルである. また, |y|は yの各要素の絶対値をとったベクトル

を表す. 同様に, KKT条件, 式 (6.6)は次のように表される:

sgn(yM)⊤αM + sgn(yI)
⊤C|yI | = 0. (6.8)

次に, 以下のような行列を定義する:

A =

[
0 sgn(yM)⊤

sgn(yM) QM

]
.

この行列Aおよび式 (6.7), 式 (6.8)を用いて |M|+ 1元連立方程式を構成し, それを

解くと, [
b

αM

]
= −A−1

[
sgn(yI)

⊤

QM,I

]
C|yI |+ A−1

[
0

1|M|

]
, (6.9)

が得られる. ここで, 行列Aが逆行列を持つと仮定した. bおよびαMが yI に関す

るアフィン関数であるため, ラベル yが変化したときのパラメータ b,αMを求める

ことができる. 集合O, Iの定義から, 残りのパラメータは以下のように表される:

αO = 0|O| and αI = C|yI |. (6.10)

もし, 集合O,M, Iおよびラベル yの各要素の符号に変化がなければ, 式 (6.4)の解

は式 (6.9)および式 (6.10)により, yのアフィン関数として計算可能である. 一方, い

ずれかの集合あるいはラベルのある要素の符号に変化がある場合, 式 (6.9)および

式 (6.10)を更新しなければならない. ラベル y(b1)から y(b2)へのパスを考えるため,

η ∈ [0, 1]を導入する. ある η ∈ [0, 1]により, ラベルが∆y = η
(
y(b2) − y(b1)

)
だけ更新

され, y = y(b1) + ∆yと表されているとする. また, 現在の最適解をα, bとする. 以
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下の条件が保たれるとき, 式 (6.9)および式 (6.10)が満たされる:

sgn(yi)g(xi) + sgn(yi)∆g(xi) ≥ 1, i ∈ O, (6.11a)

αi + ∆αi > 0, i ∈M, (6.11b)

αi + ∆αi − C(|yi + ∆yi|) < 0, i ∈M, (6.11c)

sgn(yi)g(xi) + sgn(yi)g(xi) ≤ 1, i ∈ I, (6.11d)

sgn(yi)(yi + ∆yi) > 0, i ∈ Nn. (6.11e)

ここで, 演算子∆は各変数の変化量を表す. もし, ηを増加させたとき, 式 (6.11a)∼

式 (6.11e)のいずれかの条件が破られる (パス追跡の文脈ではイベントと呼ばれる)

ようであれば, 式 (6.9)と式 (6.10)を更新しなければならない. 上記の条件を監視す

ることにより, このようなイベントが起こる ηを厳密に求めることが可能である.

ここで, スカラー ϕを,

ϕ = −A−1

[
sgn(yI)

⊤

QM,I

]
C(y

(b2)
I − y

(b1)
I )

と定義すると, 式 (6.9)より, αMおよび bの変化量は,[
∆b

∆αM

]
= ηϕ (6.12)

と表される. さらに, sgn(yi)∆g(xi)は,

sgn(yi)∆g(xi) = ηψi, (6.13)

ψi =
[
sgn(yi) Qi,M

]
ϕ+Qi,IC(y

(b2)
I − y

(b1)
I ),

と表される. yi + ∆yiの符号は,

η = − yi

y
(b2)
i − y(b1)

i

, (6.14)

と変化する. インデックス集合M内の要素を {m1, . . . ,mM}と表すとする. 式 (6.12),

式 (6.13)および式 (6.14)より, 次のイベントが起こる ηは,

η = min+

i∈N|M|,
j∈O∪I,
k∈Nn

{
− αmi

ϕi+1

,
C|ymi

| − αmi

ϕi+1 − C(y
(b2)
i − y(b1)

i )

1− sgn(yi)g(xi)

ψi

,− yk

y
(b2)
k − y(b1)

k

}
(6.15)

と計算される. ここで, min+
i {zi}はmini{zi|zi ≥ 0}の簡略表記である. 式 (6.15)に

よって得られる ηによりパラメータを更新後, イベントの種類に応じて集合の更新
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図 6.1: MSTの例

を行う. 以上によって得られる ηを順次計算していき, y = y(b2)となったとき, すな

わち, ηが 1となった時点でパスが終了し, y(b2) での SVMの最適解が得られる.

以上のパス追跡アルゴリズムは, ラベル y の符号に関するイベントを除き,

Ci = C|yi|と定義される個別の正則化係数を持つような重み付き SVM [64]のパス

追跡 [65]と解釈することができる.

6.2.2 最小全域木

最小全域木 (mininum spanning tree: MST)とは, 与えられた重み付き無向グラフ

において, エッジの総コストが最小となるループのない木のことを指す [66]. その

ような木を作成する問題をMinimum Spanning Tree Problem (MSTP)と呼び, 動的

計画法を用いることにより効率的に解くことができる. MSTPの標準的な解法と

して Primのアルゴリズム [67]がある. 詳細は割愛するが, 本研究ではこの Primの

アルゴリズムによりラベル群のMSTを構築する. 図 6.1にMSTの例を示す.

6.2.3 MSTの拡張

本研究では, パス追跡の効率化のためにMSTに対して以下のような改良を加

える.

与えられたデータの (正しい)ラベルを y∗ = [y∗1, . . . , y
∗
n]⊤,　 yi ∈ {−1, 1}, とす

る. また, ラベル並べ替え回数をB, シャッフルされたラベル集合をYB = {y(b)}b∈NB
,

Y = {y∗} ∪ YBとする.
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エッジの重みとして以下で与えられるラベル間の距離を用いる:

D(y,y′) = min(||y − y′||, ||y − ỹ′||), y,y′ ∈ Y . (6.16)

ここで, ỹは, ỹ = −yと定義され, 全てのラベルの符号を反転させたラベルを表す.

このような距離を考える理由は次の通りである. 現在の目的は, 最適解の近さ, すな

わち, 分類境界の変化の少なさをラベル変化量を見ることで測るのであった. 従っ

て, 単純に 2つのラベルの変化量D(y,y′) = ||y − y′||を用いれば良いように思われ

るが, ある分類境界を導くラベルが完全に反転した状態での分類境界は, 反転前の

ものと一致している. 従って, あるラベルを基準として, 他方のラベルが元の状態

および反転した状態で距離を計算し, より小さい方をその 2つのラベル間の距離と

すれば, より最適解の近いラベルを選択し, パス追跡の効率を高めることができる

と考えられる. パス追跡を行なう際にも, ラベルの反転の有無の情報を用いて最適

化を行なう.

以上のように, 各ラベル間の距離を計算しMSTを構成する. 次に, MSTの総コ

ストをより小さくするため, 仮想ラベルの概念を導入する. 仮想ラベルとは, 実際

のラベル群には含まれていないが, 仮想ラベルを経由することでMSTのコストを

より小さくできるような仮想のラベルを指す. これは Steiner Tree [68]と呼ばれる

ものの概念を用いたものであるが, 今回は次のようなヒューリスティックな方法に

より仮想ラベルを作成する. なお, ラベル群YからなるMSTのコストC(Y)は, ラベ

ル間の距離の総和と定義する. すなわち, ラベル yi, yj が連結しているとき, (i, j)

と表記し, 連結関係の集合を E = {(i, j)|i, j ∈ N|Y|}としたとき,

C(Y) =
∑

(i,j)∈E

D(yi,yj),

と定義する.

まず, 先に作成したMSTの中からあるラベルをランダムに選択する. 次に, そ

のラベルから辿ることのできるK − 1個のラベルをランダムに辿りながら選択す

る. 得られたK個のラベルを YK = {y1, . . . ,yK}, また, YK に対して張られたMST

のコストを C(YK)とする. 次に YK 内のラベルの重心を計算する. この際, 重心か

ら YK に属する各ラベルへの距離の総和が最小となる重心を求めたい. そこで, K

個のラベルに対する全ての反転のパターンを考慮した 2K個の重心を計算する. 便

宜上, 次のようなベクトルを定義する. 先に述べたように, あるラベル yを反転さ

せたラベル ỹは ỹ = −yにより与えられる. そこで, rc = [r1, . . . , rK ]⊤, rk ∈ {−1,+1}

なるベクトルを考え, あるラベル yk ∈ YK に対して, 反転させる場合は rk = −1,
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図 6.2: 仮想ラベル作成の例 (K = 4): 枠内のコストは 9であるが, 仮想ラベルを経

由し 4つのラベルを接続した場合, コストが 6.5となる. このような場合は仮想ラ

ベルを追加する.

反転させない場合は rk = +1とする. {−1,+1}からなるK 次元ベクトルの全て

のパターンを列挙し, {rc}c∈N
2K
, rc ∈ {−1,+1}K , と表す. 例えば, K = 2のとき,

{rc}c∈22 = {[−1,−1]⊤, [−1,+1]⊤, [+1,−1]⊤, [+1,+1]⊤} である. これらのラベル反転

情報を用いて, 2K 通りの重心,

gc =
1

K

K∑
k=1

rkyk, c ∈ N2K , rk ∈ rc, yk ∈ YK , (6.17)

が計算される. 式 (6.17)中で, rk = −1に対しては rkyk = −yk = ỹkと反転されたラ

ベルで計算されることになる. 従って, 全ての rcに対して式 (6.17)を計算すること

で, 全ての反転パターンの重心が得られる. これらの重心 G = {gc}c∈N2K
のうち, 重

心から YK 内の各ラベルへエッジを作成した場合の最小コスト,

min
gc∈G

C(Yk ∪ {gc}) = min
gc∈G

K∑
k=1

D(yk, gc),

が元のコストC(YK)よりも小さければ, その最小コストとなる重心を仮想ラベル

として Yへ追加する:

Y ← Y ∪ arg min
gc∈G

Dgc
if min

gc∈G
Dgc

< C(Yk). (6.18)

ただし,

Dgc
≡

K∑
k=1

D(yk, gc)
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とした. 仮想ラベルが追加される場合, YK で張られているMSTを, 仮想ラベルを

中心とした star型木で置き換える. これによりMSTの一部を見たときに, その部

分のコストが仮想ラベル追加前よりも小さくなる. 以上の操作を, 仮想ラベルが T

個追加されるまで繰り返す. その後, 仮想ラベルを加えた Y に関して再度MSTを

構築する. 仮想ラベルをGreedyに加えることで, 仮想ラベルを加える前の状態よ

りも総コストが減少し, パス追跡を効率的に行なうことが可能となる. 以下に仮想

ラベル追加の流れを示す:

仮想ラベルを用いたMST構築

入力 オリジナルラベル y∗, 並べ替えラベル群YB = {y(b)}b∈NB
, ランダムに選ぶラ

ベル数K, 繰り返し回数 T .

Step 1 Y = {y∗} ∪ YBに対してMSTを構築する. t← 1.

Step 2 仮想ラベルを追加する.

Step 2-1 Yからラベルをランダムに選択する.

Step 2-2 Step 2-1で選択したラベルから辿ることのできるK − 1個のラベ

ルを選択し, これらK個のラベルを YK , YK に対して張られたMSTの

コストをC(YK)とする.

Step 2-3 K個のラベル反転の有無を表すベクトル群{rc}c∈N
2K
, rc ∈ {−1,+1}n

を用いて, 2K 個の重心,

gc =
1

K

K∑
k=1

rkyk, c ∈ N2K , rk ∈ rc, yk ∈ YK ,

を計算する.

Step 2-4 以下の式により, ラベル群 Yを更新する:

Y ← Y ∪ arg min
gc∈G

Dgc
if min

gc∈G
Dgc

< C(Yk).

ただし,

Dgc
≡

K∑
k=1

D(yk, gc)

である.

Step 2-5 Step 2-4で仮想ラベルが追加される場合は, YK に対して張られた

MSTを, 重心を中心とする star型木で置き換える.
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図 6.3: MSTに基づく SVMパス追跡を用いた多重多変量 2標本検定の概念図: Step 2

では生成されたオリジナルラベルおよび並べ替えラベル群に対して, 仮想ラベルを

加えたMSTを構築する. Step 3では遺伝子群 {Gm}m∈NM
に対して統計量 {s∗m}m∈NM

および帰無統計量 {s(b)
m }m∈NM ,b∈NB

を計算する. Step 4では推定された帰無分布を用

いて, 各々の遺伝子群の統計的信頼性を評価する.

Step 3 t = T であれば Step 4へ. t < T かつ Step 2で仮想ノードが追加された場

合は t← t+ 1として Step 2へ. t ̸= T で仮想ラベルが追加されなければ tを

更新せずに Step 2へ.

Step 4 Yに対してMSTを再構築する.

出力 仮想ラベルを含むラベル群 Yに対して構築されたMST.

図 6.2に仮想ラベル作成の例を示す.

ただし, 仮想ラベルは {−1,+1}とは限らず, 一般に実数ラベル持つ. 3.1節のパス

追跡では 実数ラベルを取り扱うことができるため, このような拡張が可能である.

6.2.4 MSTとパス追跡を用いた多重多変量2標本検定

ここでは, MSTおよびパス追跡により効率化した多重多変量 2標本検定につい

てまとめる. MSTに基づく SVMパス追跡を用いた多重多変量 2標本検定による遺

伝子群解析の流れは以下の通りである:

MSTおよびパス追跡を用いた遺伝子群解析
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入力 マイクロアレイデータ {xji}j∈Np,i∈Nn , (オリジナル)ラベル y∗ ∈ {−1,+1}n, 遺

伝子群 {Gm}m∈NM
, ラベル並べ替え回数B, MSTの重心計算に用いるラベル

数K, 追加する仮想ラベル数 T , 有意水準 θ. m← 1.

Step 1 シャッフルされたラベル群 YB = {y(b)}b∈NB
を生成する.

Step 2 MSTを構築する:

Step 2-1 Y = {y∗} ∪ YBおよび距離関数式 (6.16)を用いてMSTを構築する.

Step 2-2 T 個の仮想ラベルが追加されるまで式 (6.18)を繰り返し計算する.

Step 2-3 再度ラベル群 Yを用いてMSTを再構築する.

Step 3 遺伝子群 Gmの分類誤差統計量を計算する:

Step 3-1 MSTを順に辿りながら, ラベル y ∈ Yとデータ {xji}j∈Gm,i∈Nn を用

いて以下のステップを実行する. ただし, MST作成時に yが反転されて

いる場合は, y ← −yを用いる:

Step 3-1(a) 親ラベルからのパス追跡により yでの最適解を計算, 記憶する.

Step 3-1(b) もし yが仮想ラベルでなければ, LOOCVにより分類誤差統計

量を計算したものを, y = y∗ならば s∗m, y ∈ YBならば s
(·)
m とする.

Step 3-2 m = M ならば Step 4へ. そうでなければm← m+ 1として Step 3

を繰り返す.

Step 4 式 (6.3a)∼ 式 (6.3d)などにより遺伝子群 {Gm}m∈NM
の統計的信頼性を評価

する.

出力 基準, 式 (6.3a)∼式 (6.3d)などが閾値 θに関して有意な遺伝子群.

ここで, Step 3-1(b)においてもパス追跡を用いることにより,効率的にLOOCV Error

を求められることに注意されたい.

図 6.3に上記アルゴリズムの概略を示す.

6.3 遺伝子群解析への応用

ここでは, 実際のマイクロアレイデータと遺伝子群を用いた計算機実験を行う.

実験の主旨は以下の 2点である:

1. MSTとパス追跡を用いた効率化の検証,

2. 既存の遺伝子群解析手法との比較.
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実験に用いるデータはGSEAデータベース1 [28, 69]から取得可能なC2.Diabetes(n =

34,M = 331), C2.p53(n = 50,M = 291)を用いる. なお, 遺伝子群は, 各々の遺伝子

群に含まれる遺伝子数 |Gm|が 15個以上 500個以下となるもののみを用いることと

した.

6.3.1 MSTとパス追跡を用いた効率化の検証

まず, 計算時間の比較を行う. 比較対象には, SVMの代表的な学習法である

SMOアルゴリズムを用いる. SMOアルゴリズムは LIBSVM [70]のプログラムに

若干の改良を加えたものを用いた. また, SMOの初期値を全てのラベルでα = 0

として設定するもの (SMO), LOOCVにおいて全データを用いた学習結果を初期

値として用いるもの (SMO hot)の二通りで実験を行った. SMOアルゴリズムの終

了条件は 10−6とし, 正則化係数は C ∈ {10, 100, 1000}とした. また, カーネルには

ガウシアンカーネルK(xi,xj) = exp(−γ||xi − xj||2)を用い, ハイパーパラメータ γ

は γ = 10/(データの次元数)とした. ラベル並べ替え回数はB ∈ {1000, 10000}とし,

MSTのパラメータは {K,T} = {3, 100}と設定した. 結果を表 6.1および 6.2に示す.

なお, パス追跡ではMSTを構築するために必要な時間が余分にかかることに注意

されたい.

並べ替えられた全てのラベルにおいてその都度 SVMを学習する SMOと比較し

て, MSTスケジューリングを用いて SVM最適解のパス追跡を行うことで計算時間

が大幅に削減されている. MSTスケジューリングを行う場合, MSTを構築するプ

ロセスが必要となるため, その分計算時間が増加する. しかし, SVMの学習と比較

して, MSTの構築に必要な計算時間はそれほど大きくない. ただし, MSTを構築

する際のラベル間距離の計算オーダは, 症例数 n, ラベル並べ替え回数Bに対して

O(nB2), MST構築の計算オーダはO(B2)と, nやBが大きい場合には何らかの対処

が必要になると思われる.

これらの結果から, MSTスケジューリングに基づくパス追跡による最適解の追

跡は, SVM分類誤差を検定統計量とした多変量検定を効率的に行う上で効果的で

あることがわかる.

1http://www.broadinstitute.org/gsea/index.jsp
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表 6.1: 計算時間の比較 (sec.): C2.Diabetes

B MST C = 10 C = 100 C = 1000

MST Path 1000 0.69589 794.32 771.77 771.77

SMO - 2,115.6 2,206.6 2,210.5

SMO hot - 1,647.1 1,702.7 1,703.8

MST Path 10000 61.225 7,427.8 7,119.3 7,113.2

SMO - 31,430 22,017 22,120

SMO hot - 16,305 16,904 17,056

表 6.2: 計算時間の比較 (sec.): C2.p53

B MST C = 10 C = 100 C = 1000

MST Path 1000 0.89386 1,942.2 1,976.8 1,957.7

SMO - 5,343.7 11,334 12,142

SMO hot - 3,538.2 6,986.5 7,709.1

MST Path 10000 72.482 19,129 19,303 19,110

SMO - 53,067 112,999 116,744

SMO hot - 35,615 69,883 73,776

6.3.2 遺伝子群解析結果の考察

次に,いくつかの手法により遺伝子群解析を行った結果を考察する. 比較に用いる

手法は, GSEA2 [28], t-値の平均を用いた手法 (Ave. T ) [71], 最近傍検定 (NN) [55, 56],

Hotelling T 2検定 (Hot. T ) [53], SVM分類誤差統計量を用いた検定 (SVM)の 5つで

ある. GSEAの統計量は t-値を用いたものとした. t-値の平均を用いた手法の統計

量は,

sm =
1√
|Gm|

(
1

|Gm|
∑
j∈Gm

tj

)
,

を用いる. ここで, {tj}j∈G·は遺伝子 jにおける t-値であり, 係数 1√
|G·|
は遺伝子群の

サイズによる統計量の補正である. Hotelling T 2検定の統計量はデータの次元数に

依存するため, 各々のラベルを用いて理論的に計算される p-値を用いた. 最近傍検

定, SVM分類誤差による検定では LOOCVによる分類誤差を統計量として用いた.

2GSEAの結果は GSEAのWebサイトからダウンロード可能なソフトウェアを利用した. Web
サイトおよび [28]の情報だけでは, 解析結果の FWER, FDR, q-値の計算方法が明確でないため,
我々が用いたこれらの値と基準が異なる可能性があることに注意されたい.
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また, SVMのハイパーパラメータ Cは前節の C = 10のものを用いることとした.

全ての手法においてラベル並べ替え回数はB = 10000とした.

これらの手法は単変量アプローチか多変量アプローチかにより以下のように

分類される:

単変量アプローチ: GSEA, Ave. T

多変量アプローチ: NN, Hot. T 2, SVM

単変量アプローチの 2手法は, 片側検定が可能である. 従って, クラス 1, クラス 2の

各々で, 各遺伝子群の FDRなどの検証を行うことが可能である. 一方で, 多変量ア

プローチの 3手法は統計量として, NN, SVMは判別率, Hot. T 2は p-値を用いてい

るため, 片側検定を行うことができない. 従って, 各遺伝子群が 2クラスの判別に

有用かどうかという判断のみに留まる. すなわち, 今回用いる 5つの検定手法は,
単変量アプローチ : GSEA, Ave. T : 片側検定可

多変量アプローチ : NN, Hot. T 2, SVM : 片側検定不可

とまとめられる.

t-値の平均を用いた手法とGSEAは, 統計量の計算方法が似ているため, これら

の手法は比較的似た結果が得られると予想される. なお, 遺伝子群解析では, 遺伝

子群の全ての遺伝子を多変量的に解析することが好ましいが, 今回の比較はどの

手法が良いかを検証するためではなく, 解析結果にどのような特徴がみられるか

を考察するためであることに注意されたい.

表 6.3にC2.p53に対して各検定法により q-value < 0.25 に関して有意と検出され

た遺伝子群において, 他の検定法においても検出された遺伝子群の個数を示す. な

お, C2.DiabetesではGSEA以外の検定法では q-value < 0.25に関して遺伝子群が検

出されなかったため, 省略する. 表中で, 各セルの分子は左側の検定法において検

出された遺伝子群のうち, 上側の検定法においても検出されていた個数を表す. ま

た, 分母は左側の検定法で検出された遺伝子群の個数を表している. 例えば, 検定

法Xで検出された遺伝子群の集合を S(X), そのサイズを |S(X)|としたとき, 表中

の 1行 2列目は,

|S(G) ∩ S(A)|
|S(G)|

,

を表す. 一番右の列には各手法で検出された遺伝子群に対する, 他の手法で検出さ

れた全ての遺伝子群との一致率を表す. 例えば, 1行 6列目は,

|
(
S(A) ∪ S(H) ∪ S(N) ∪ S(S)

)
∩ S(G)|

|S(G)|
,
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表 6.3: 各検定法において検出された遺伝子群の一致率: C2.p53

GSEA Ave. T Hot. T 2 NN SVM 全手法との

一致率

GSEA - 5/5 3/5 4/5 4/5 5/5

Ave. T 5/66 - 8/66 8/66 20/66 27/66

Hot. T 2 3/36 8/36 - 8/36 19/36 22/ 36

NN 4/19 8/19 8/19 - 13/19 16/19

SVM 4/75 20/75 19/75 13/75 - 37/75

などとなる. ここで, GSEA, Ave. T , Hot. T 2, NN, SVMをそれぞれ, G, A, H, N, Sと

略記した.

GSEAで検出された 5つの遺伝子群は全て, 同じ単変量アプローチであるAve.

T でも検出されている. しかし, 多変量アプローチであるHot. T 2, NN, SVMでは

検出されなかった遺伝子群が存在する. 各検定法で検出された遺伝子群の多くは

SVMによる検定においても検出されている (4/5, 20/66, 19/36, 13/19など). すなわ

ち, SVMは単変量, 多変量の両アプローチの遺伝子群を検出していると考えられ

る. 特に, 多変量アプローチであるHot. T 2, NNにおける一致率 (19/36, 13/19) は単

変量アプローチであるAve. T (20/66)よりも高いことがわかる. 逆に, SVMでは多

くの遺伝子が検出されている (75遺伝子群)が, それらのうち, 約半数 (37遺伝子群)

が他の手法でも検出されており, SVMによる遺伝子群解析の有用性を示唆してい

る. SVMで検出された遺伝子群が医学的に意味のあるものであるかは, 医学生物

学的な知見での検証が必要であるが, 本研究の主目的は, SVMによる遺伝子群解析

およびその効率化である. 従って, ここでは他手法との比較に関する考察に留める.

次に各手法で q-値が最小となった遺伝子群の p-値, FWER, q-値を表 6.4, 6.5に示

す. q-値が同位のものがあった場合は, FWERが小さいものを掲載した.

いずれのデータセットにおいても, GSEAとAve. T で最も q-値が最小となる遺

伝子群が一致していることがわかる. しかしながら, その値は大きく異なっている.

両手法とも t-値を基準とした統計量を用いているため, 似た結果が予想されたが,

注釈で述べたように FWERなどの計算方法が異なる可能性があるため, それらの

基準を統一して比較する必要がある. また, C2.Diabetesでは, GSEA以外の検定法

では q-値の値が大きくなっており, q-value < 0.05に関して有意な遺伝子群が検出さ

れないという結果になった. この結果についても, FWER, FDRなどの定義を統一

して比較しなければならない. 一方, C2.p53では, Hot. T 2を除く 4つの検定法にお
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表 6.4: q-値最小の遺伝子群: C2.Diabetes

Test Gene Set ID p-value FWER q-value

GSEA 298 0.0008 0.0543 0.04441

Ave. T 298 0.0074 0.3122 0.7751

Hot. T 2 315 0.0065 0.744 0.7072

NN 76 0.0161 0.9177 0.9086

SVM 165 0.0017 0.2089 0.3541

表 6.5: q-値最小の遺伝子群: C2.p53

Test Gene Set ID p-value FWER q-value

GSEA 163 0 0.0203 0.0227

Ave. T 164 0 0.0078 0.0105

Hot. T 2 164 0 0.905 0.1203

NN 163 0.0005 0.0355 0.0405

SVM 75 0.0001 0.0029 0.0031

いて gene set ID 163 が検出されており, その q-値も比較的小さい (SVMでは 0.03376

であった). また, C2.p53においては, SVMの q-値が他の検定法と比較して小さく

なっており, 検出力が高いことを示している.

6.4 まとめ

本章では, SVM分類誤差を検定統計量とした多重多変量 2標本検定による遺伝

子群解析を行った. 関連のある遺伝子をグループ化した遺伝子群の解析において

は, 遺伝子群に含まれる遺伝子の発現パターンを多次元的に捉える必要があるた

め, 多変量検定を行う必要があることを述べ, SVMの分類後差を用いることで多変

量検定を行えることを見た. また, 複数の遺伝子群の同時検定による多重検定の問

題に対してはラベル並べ替え検定により対処した. しかしながら, 全てのラベルに

対してナイーブに SVM学習を行うと, 計算コストが膨大になる. そこで, MSTによ

りスケジューリングされたパス追跡により SVMを学習する枠組みを提案した. 実

際の遺伝子群データを用いた計算機実験により, 提案手法により効率的に検定を

行うことができることを示した. また, いくつかの検定法を用いた遺伝子群解析の

結果について考察を行った.
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今後の課題として, より洗練された仮想ラベルの追加方法の考案, FWER, FDR

などの基準を統一した解析結果の比較, SVMを用いた遺伝子群解析結果の医学生

物学的知見からの考察などが挙げられる.
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第 7 章

最近傍法を用いたarray CGHデータ解析

近年, ゲノムのコピー数異常を網羅的に検出するための技術として array CGHと

呼ばれる技術が開発され注目されている. array CGHにより検出されたコピー数

データを用いることで, 疾患の原因となっている異常を領域的に同定することが可

能になる. しかし, 異常領域を同定するには次元の異なるデータの統計量を比較す

る必要があり, 更にそれらを全ての可能なゲノム領域について行なわなければな

らない. 従って, 検定の多重性やそれらの相関, 更に適切な統計量を用いるなどの

対処が不可欠となる. 本章では, 最近傍多変量検定を用いることで, これらの問題

に対処する [75]. また, 最近傍多変量検定により計算コストも低く抑えることがで

きることを示す.

7.1 array CGHデータ解析

本節では, まず, 2標本の array CGHのゲノム異常領域同定問題を定式化する.

問題設定を簡単にするために, 定式化においては 2標本問題に限定するが, ここで

の話題は, 多標本の問題へ直接的に拡張することができることに注意されたい. 定

式化を行った後に, ゲノム異常領域同定問題を困難にしている 3つの話題について

述べる.

7.1.1 array CGHのゲノム異常領域同定問題の定式化

いま, n症例の array CGHデータがあり, それらは異なる 2つのグループ (例え

ば, 健常者と癌患者, ある疾患の 2種のサブタイプなど), C1, C2から得られたもの

であるとする. n1, n2をそれぞれC1, C2の症例数とする: n1 + n2 = n. さらに, c番

染色体のプローブ数を ℓc, c = 1, . . . , 22とし, 各々のプローブは染色体内で 1, . . . , ℓc

とインデックス化されているものとする. 症例 iの c番染色体の j番目のプローブ

の log2 -ratioを xicj, i ∈ Nn, c ∈ N22, j ∈ Nℓc と表記する. また, 症例 iの所属するグ



7.1. ARRAY CGHデータ解析 93

ループを yiで表し, C1に対しては yi = 1, C2に対しては yi = 2と表すこととする.

議論を簡単化するため, しばらくは症例 iの c番染色体に関する異常領域同定

のタスクを考えることとする: 症例 iの c番染色体に含まれるプローブの log2 -ratio

は xic1, xic2, . . . , xicℓc で与えられる. 第 5章で述べたように, 各プローブはゲノムの

物理的なある領域から得られたものであるため, array CGHデータは空間的な相

関を持つ. 異常領域同定のタスクでは, xic1, xic2, . . . , xicℓc の全ての可能な部分領域

を調べなければならない. これらの部分領域の総数は
∑ℓc

h=1 h = 1
2
ℓc(ℓc + 1)で与え

られる. 何故なら, 領域幅 ℓcの領域は 1通り, ℓc − 1の領域は 2通り, . . . , 領域幅 1の

領域は ℓc通り存在するためである. 今後は, 全ての染色体の全ての部分領域の総数

をM ≡
∑22

c=1

∑ℓc

h=1 h = 1
2

∑22
c=1 ℓc(ℓc + 1) と表し, 各々の領域はm = 1, . . . ,M とイン

デックス化されているものとする. また, Rmを, 領域mを構成する遺伝子番号 cと

プローブ番号 jのインデックスのペア (c, j)の集合として用い, そのサイズを |Rm|

で表す.

7.1.2 ゲノム異常領域同定問題における多変量2標本検定

5.4節で触れたように, array CGHのゲノム異常領域同定問題は多重多変量 2標

本検定として定式化される. 本節では, 本問題における多変量 2標本検定について

詳しく述べる.

検出された異常領域の統計的信頼性 (例えば, p-値など)を評価するためには,

統計的検定を行う必要がある. {Rm}m∈NM
の各々の領域に関して, その領域での 2

標本 C1, C2の違いを定量化したい. この問題は, 2標本, {xicj}i∈{1,...,n1|yi=1},(c,j)∈Rm ,

{xicj}i∈{1,...,n2|yi=2},(c,j)∈Rm , を用いた |Rm|-次元の多変量 2標本検定として定式化さ

れる. ここでの多変量 2標本検定の帰無仮説は, “n症例全ての |Rm|次元ベクトル

{xicj}i∈Nn,(c,j)∈Rmは共通の |Rm|-次元多変量分布から独立に生成されたものである,

すなわち, 独立同分布 (independently and identically distributed: i.i.d.)である”, であ

り, 対立仮説は “2標本 {xicj}i∈{1,...,n1|yi=1},(c,j)∈Rm , {xicj}i∈{1,...,n2|yi=2},(c,j)∈Rm はそれぞ

れ異なる 2つの |Rm|-次元多変量分布から独立に生成されたものである”, となる1 .

統計学の文脈では, パラメトリックな多変量検定とノンパラメトリックな多変

量検定が研究されている. もし, 得られたデータが分散共分散行列の等しい多変量

正規分布から生成されたものであれば, Hotelling T 2検定 [53]が最も検出力の高い

1通常の統計的検定では, 例えば帰無仮説として, 2分布の平均が等しい (µ1 = µ2), 対立仮説と
して, 2分布の平均が異なる (µ1 ̸= µ2)などのように数学的に表されるが, ここではノンパラメト
リック検定を行うことを想定し, 若干抽象的な仮説を立てることとする.
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検定であることが知られている. しかしながら, array CGHデータの log2 -ratioシグ

ナルが多変量正規分布に従うとは限らないため, 本問題においてHotelling T 2検定

を用いることは適切でない. 一方で, ノンパラメトリック検定の多くは 2つのデー

タ間の距離を用いて検定統計量を定義する. 例えば, 文献 [54]では, 2つのデータ

間の距離に基づいて最小全域木 (minimum spanning tree: MST)を構築することで,

あるクラスのノンパラメトリックな単変量検定を多変量検定に拡張した. また, 最

近傍検定 [55, 56]では, より単純な方法によりノンパラメトリックな多変量検定を

行っている. これらのタイプの多変量検定を多変量アプローチと呼ぶことにする.

しかしながら, 実際の応用において, これらの多変量アプローチが用いられるこ

とは少なく, より単純なアプローチが用いられる (そのようなアプローチを, 多変量

アプローチと比較して単変量アプローチと呼ぶことにする). |Rm|-次元の 2標本の

違いを定量化するためには, 例えば |Rm|個の単変量の検定統計量の平均を用いるこ

とができる. 通常の t-検定をこのような目的で用いる場合, TRm = 1
|Rm|

∑
(c,j)∈Rm

tcj

を多変量統計量とすることが最も単純な方法である. ここで, tcjは単変量の 2標本,

{xicj}i∈{1,...,n1|yi=1}, {xicj}i∈{1,...,n2|yi=2}, の t-値である. この他にも多くの単変量アプ

ローチが可能である. 例えば, 文献 [74]では, t-値の平均の代わりに, t-値の最大値

を用いる方法が提案されている: 領域Rmに対する統計量を, TRm = max(c,j)∈Rm tcj

と定義する.

単変量アプローチの利点は, 解釈のしやすさと計算の容易さである. もし, 本章

で扱うタスクにこのような方法を用いるのであれば, まず初めに各プローブの t-値

を計算し, 次に各々の領域Rm, m ∈ NM に含まれるプローブの t-値の平均を計算

し, その領域の多変量統計量として用いればよい. 一方で, もし変数間, すなわちプ

ローブ間に相関がある場合, このような単変量アプローチは多変量アプローチと

比較して検出力が劣る. というのも, このような方法は各々のプローブで独立に計

算された統計量を平均化, あるいはその最大値を取っているため, プローブ間の相

関を考慮していないためである. しかしながら, 通常多変量アプローチの計算量

は, 単変量アプローチの計算量と比較して大きくなる. 加えて, 本章で扱うタスク

では, 多くの候補領域に対して並べ替え検定を行わなければならない. 多変量アプ

ローチのこのような計算量的な問題が, 異常領域同定問題を考える際に大きな制

限となっている.
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7.1.3 ゲノム異常領域同定における多重検定

2標本で特徴の異なる異常領域同定問題では, 多数の統計的検定を同時に行う

ため, 多重検定の問題に対処する必要がある. 5.5.3節で触れた通り, 多重検定補正

を行う際には検定統計量の相関を考慮しなければならない.

本章で取り扱う問題では, 多重性が大きく (M ≈ 105個の検定), 多くの領域が重

なり合っているため, 検定統計量が相関を持っている. 従って, 本章においてもラベ

ル並べ替えにより多重検定補正および検定統計量の帰無分布推定を行う.

7.1.4 異なる領域幅の検定統計量の比較

ゲノム異常領域同定問題では, 様々な幅のゲノム領域の統計的検定を行わなけ

ればならない. 極端な例では, 1つのプローブからなるゲノム領域の検定統計量と

染色体全体からなる領域の検定統計量とを比較する必要がある. 従って, ここで用

いる検定統計量は異なる領域幅で比較可能なものでなければならない. 言い換え

れば, 次元数 |Rm|に依存しないような検定統計量を用いる必要がある. 多くの多変

量統計量はその次元数に依存したものである. 例えば, t-値の平均を用いた統計量

TRm = 1
|Rm|

∑
(c,j)∈Rm

tcjの帰無分布は次元数 |Rm|により異なる: 帰無分布の分散は

領域幅が大きいほど小さくなる. 異なる次元数のデータから得られたスケールの

異なる統計量の正規化や標準化は, 各変数が i.i.d.であるか, 変数間の相関が既知の

場合にのみ可能であることに注意されたい.

7.2 最近傍多変量検定

本節では, 特徴の異なるゲノム領域を同定する問題に対して最近傍多変量検定

を導入する. 前述の通り, この問題を考える際には次のような要件を満たす検定統

計量を用いる必要がある:

1. プローブ間の相関を考慮できる検定法であること, すなわち, 連続する複数の

プローブ多次元的なパターンを反映した検定統計量を用いること,

2. 領域幅 |Rm|に依存しない統計量であること,

3. ラベル並べ替え演算をある程度低い計算コストで実行可能であること.

本節では, 最近傍多変量検定を用いることでこれらの要請を満たすことができる

ことを見る.
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図 7.1: k-NNの例: (k = 3): この場合, テストデータに最も近い 3つのデータ点のう

ち, 2点がクラスC2に属するため, テストデータはクラスC2に分類される.

7.2.1 k-最近傍法

本節では k-最近傍法 (k nearest neighbor法: k-NN) [73]について説明する. k-NN

法では, 特徴空間においてテストデータに最も近い k個のデータ点のうち, 多数派

のクラスにテストデータを分類するという単純な分類アルゴリズムである. 図 7.1

に k-NN法の例を示す.

k-NN法は単純でありながら良い性能を示すため, パターン認識を始め, 多くの

アプリケーションで利用されている. ここでは, 検定統計量として k-NN法の分類

誤差を用いることで, 多変量検定を実現する.

7.2.2 最近傍多変量検定

各領域 {Rm}m∈NM
において, {xicj}i∈Nn,(c,j)∈Rmを用いて k-NNの 1つ抜き交差検証

誤差 (leave-one-out cross-validation error: LOOCV error)を計算する. もし, LOOCV

errorが小さければ, それは領域RmにおいてC1とC2 に違いが見られることを示唆

しており, 一方, LOOCV errorが大きければそれほど違いがないということを示唆

する. 異常領域をランク付けしたいだけであれば, M 個の領域を LOOCV errorに

基づいてを昇順にソートすればよい. しかしながら, 我々は各領域の検定統計量の

統計的信頼性も評価したい. 故に, LOOCV errorの帰無分布を計算する必要がある.

前節で述べたように, 帰無分布はラベル並べ替えにより推定される. その際, k-NN

の LOOCV errorを多数回計算しなければならず, もしナイーブにこれを行うと計

算コストが膨大になる. しかし, ラベル並べ替え k-NNの LOOCV errorを求める際
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に, 簡単なトリックを用いることで, 効率的な計算が可能である:

最近傍多変量検定

入力: log2 -ratio {xicj}i∈Nn,c∈N22,j∈Nℓc
, ラベル {yi}i∈Nn , ラベル並べ替え回数B, 並べ

替えられたラベル群 {{y(b)
i }i∈Nn}n∈NB

, 近傍点数 k, 距離関数 d, 有意性の基準

θ, 最大異常領域数 γ.

Step 1-1: 各染色体 c = 1, . . . , 22に対して, 全ての部分領域をRm, m = 1 . . . ,M と

順序づける.

Step 1-2: 領域 {Rm}m∈NM
に対して, ラベル {yi}i∈Nn を用いて k-NN LOOCV error

{s∗m}m∈NM
を計算する.

Step 2: m← 1として以下を繰り返す:

Step 2-1: b← 1とする.

Step 2-2: ラベル {y(b)
i }i∈Nnを用いて, 領域Rmの k-NN LOOCV error s

(b)
m を計

算する.

Step 2-3: もし b < Bならば b← b+ 1として Step 2-2へ. b = Bかつm < M

であれば, m ← m + 1として Step 2-1へ. b = Bかつm = M であれば

Step 3へ.

Step 3: 各領域 {Rm}m∈NM
に対して,

p-valuem =

∑B
b=1 I(s

(b)
m ≤ s∗m)

B
,

FWERm =

∑B
b=1 I{minm′ s

(b)
m′ ≤ s∗m}

B
,

FDRm =

∑B
b=1

∑M
m′=1 I{s

(b)
m′ ≤ s∗m}

B
∑M

m′=1 I{s∗m′ ≤ s∗m}
,

q-valuem = min
k∈{k|k≥order(m),k∈NM}

FDR(k),

を計算する.ここで, {FDR(k)}k∈NMは {p-value}m∈NMの大小によってあらかじ

め昇順にソートされた {FDRm}m∈NMのリストとする. また, order(m)は遺伝

子群mの順序とする.

Step 4: Step 3で計算された基準が閾値 θよりも小さい遺伝子領域を選択する. も

し, 領域が重複したものがある場合, 基準の小さいものを選択する. また, も

し γより多くの領域がある場合, 上位 γ個を選ぶ.

出力: 有意水準 θに関して有意な, 異常領域群.
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k-NNによる分類において, 近傍数 kを事前に決定する必要があり, この値は分

類性能に大きく影響する. 一方で, k-NNを統計的検定に用いる場合, いくつかの k,

例えば k = 1, 3, 5 の, k-NN LOOCV errorの平均などを用いることができる.

7.2.3 最近傍多変量検定の利点

最近傍法は単純な分類アルゴリズムであるが, 現実の応用においてしばしば良

い性能を示す. 例えば, マイクロアレイ発現量データを用いた癌の分類問題におい

て, 決定木, SVMなどの他の分類アルゴリズムの中で, 最近傍法が最も良い性能を

示したと報告されている [72]. このことは, k-NN LOOCV errorは, 各候補領域の分

類性能を量る上で有効な指標であり, 更に, 最近傍多変量検定は異常領域同定にお

いて高い検出力を持ち得ることを示唆している. 従って, 本アプローチは前節で述

べた (1)の要請を満たしていると考えられる.

加えて, (2)の要請も満たす. 何故なら, k-NN LOOCV error自体は領域幅 |Rm|に

依存しないためである. 一方で, LOOCV errorの不利な点として, 離散的な値しか

取り得ない点がある: データ数が nのとき, LOOCV errorの取り得る値は高々n通

りしかない. このことは, 領域の分類性能の微妙な違いを表現するには粒度が粗す

ぎ, LOOCV errorの等しい領域が多数現れるということが起こり得ることを意味し

ている. このような場合, 例えば, より領域幅が小さいものを選択する等のヒュー

リスティックを用いる必要がある.

最後に, 最近傍多変量検定が要請 (3)を満たすことを強調しておく. 一般に, 多

変量アプローチは単変量アプローチと比較して, 計算コストが高くなる. 従って,

本章の問題のように, 候補領域が多く, 多数のラベル並べ替え演算が必要なケース

では適切でない. しかしながら, 我々の方法では, 単純なトリックを用いることによ

り, 計算コストを大幅に削減可能である. 最近傍法を用いた異常領域同定問題では,

M 個の領域全てに対して n症例の k-最近傍点を求める必要があり, この計算コス

トが非常に高い. これを並べ替えられたB通りのラベルに対して繰り返さなけれ

ばならず, 毎回 k-最近傍点を, 距離の再計算により求めると, 計算コストが膨大に

なる: 症例数 n, 近傍数 k, 並べ替え回数B, 領域数M に対して, オーダO(kn3BM).

この問題を解決するために, 我々は Step 1を Step 1-1, Step 1-2と分けた. Step 1-1

においてあらかじめ各々の症例に対する k-近傍表 {Tm}m∈NM
を求め, 記憶しておけ

ば, Step 1-2では LOOCV error s∗mをオーダO(kn)で計算可能である. Step 2の並

べ替えラベル群 {{y(b)
i }i∈Nn}b∈NB

に基づく統計量 {s(b)
m }m∈NM ,b∈NB

に対して, Step 1-1,

1-2と同様の手順を踏む必要はない, すなわち, {Tm}m∈NM
を再度計算する必要はな
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図 7.2: 最近傍多変量検定の概念図: Step 1-1 では, k-近傍表を作成する. この表はラ

ベル並べ替えに対して不変であるため, Step 2ではこれを再計算する必要がない.

Step 3では推定された帰無分布に基づいて統計的信頼性を評価する.

い. 言い換えれば, Step 1-1において計算された k-近傍表 {Tm}m∈NM
は, ラベル並

べ替えに対して不変である. この事実を用いれば, 各並べ替えプロセスにおいて,

LOOCV errorを計算する際に Step 1-2のみを行えば良く, ここでの計算オーダは

O(kn)となる. 従って, その都度 {Tm}m∈NM
を計算する場合のオーダO(kn3BM)に

対して, O(n2) +O(knBM)と計算量が削減される. その代わり, 我々のアルゴリズ

ムではサイズMnkの整数型の記憶領域を必要とする. しかしながら, k-近傍表の

記憶や計算に対してビット演算を用いることで, 計算量, 記憶領域の両面での改善

が可能である.

図 7.2に最近傍多変量検定の概念図を示す.

7.3 array CGHデータ解析への応用

本節では, 先に紹介した array CGHデータに対して最近傍多変量検定によるゲ

ノム異常領域同定を行う. 次に, 検出された異常領域を用いた未知データの癌のサ

ブタイプ分類を行う.

7.3.1 データセットと前処理

本節の実験では, リンパ腫患者から得られた 75症例のBAC array CGHに対して,

最近傍多変量検定を適用する. これらのサンプルは愛知県がんセンターにおいて収
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図 7.3: 検定統計量および帰無統計量のヒストグラム: 帰無分布は 0.5付近が最も出

現頻度が高いが検定統計量はそれよりもやや上方に偏っていることがわかる.

集, 調査されたものである [50, 51, 52]. 75症例のうち, 46症例は (病理学者によって)

びまん性大細胞リンパ腫 (diffuse large B-cell lymphoma: DLBCL)と診断された症例

であり, 29症例はマントル細胞リンパ腫 (mantle cell lymphoma: MCL)と診断され

た症例である. また, DLBCLの 46症例は, 活性化B細胞型 (activated B-cell: ABC)18

症例, 胚細胞B細胞型 (germinal center B-cell: GCB)28症例に分けられる. ここでは,

2つのタスクについて実験を行う. 1つ目のタスクはDLBCL46症例とMCL29症例

の間で特徴の異なるゲノム異常領域を同定するもの, 2つ目のタスクはABC18症

例とGCB28症例の間で特徴の異なるゲノム異常領域を同定するものである. 各ア

レイは 2,035 BACプローブからなる.

各アレイの log2 -ratioはメジアンが 0となるように標準化した. この標準化処理

により, 多くの増幅を含むアレイは減少方向に, 多くの欠損を含むアレイは増加方

向に, 若干の偏りが生じる. gainと lossのそれぞれに対する異常領域を個別に同定

するために, 元の log2 -ratioシーケンスを gain log2 -ratioシーケンスと loss log2 -ratio

シーケンスに分割して解析を行った. gain log2 -ratioシーケンスにおいては, 値が 0.1

より小さいものを [0.0, 0.1]のランダムな値で置き換えた. また, loss log2 -ratioシー

ケンスでは, 値が−0.1より大きいものを [−0.1, 0.0]のランダムな値で置き換えた.



7.3. ARRAY CGHデータ解析への応用 101

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 2122
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
x 10

−4

Chromosome

F
a

ls
e

 D
is

co
v

e
ry

 R
a

te

(a)DLBCL vs. MCL
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(b)ABC vs. GCB

図 7.4: 検出された異常領域: 横軸は染色体を, 縦軸は FDRの値を表している. ま

た, 赤線は gain異常領域であり, 青線は loss異常領域を表している. loss異常領域の

FDRは, -FDRと負の値としてることに注意されたい.

7.3.2 2標本間で特徴の異なる領域の同定

本節の実験では有意性の基準にFDRを用い, その閾値を, DLBCL vs. MCLタス

クでは 0.0005に, ABC vs. GCBタスクでは 0.005と設定した. ラベル並べ替え回数

はB = 1, 000とした.

ゲノム異常領域同定では, まず Step 1-1において k-近傍表 {Tm}m∈NM
を作成す

る. 次に Step 1-1において (正しい)ラベルでの検定統計量 {s∗m}m∈NM
, Step 2におい

て並べ替えられたラベルでの検定統計量 {s(b)
m }m∈NM ,b∈NB

を計算する. 図 7.3に検定

統計量 {s∗m}m∈NM
, 帰無統計量 {s(b)

m }m∈NM ,b∈NB
のヒストグラムを示す. なお, ここで

は検定統計量は分類誤差ではなく, 分類精度とした. すなわち, 大きいほど分類性

能が高い (有意である). また, 帰無統計量はM × B個存在するため, 図の見やすさ

のためランダムに選択したM 個を掲載した.

次に, 推定された帰無分布を用いて, M 個の領域それぞれの p-値, FWER, FDR,

q-値等を計算し, それらの基準が閾値 θよりも小さいものを異常領域として出力す
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図 7.5: 検出された異常領域の例 (8番染色体): DLBCL vs. MCLタスクにおいて, 最

もFDRが小さかった異常領域を黄色の長方形で示す. 横軸はプローブを表し, 縦軸

は症例を表す. また, 白色の点線より上側がDLBCL症例, 下側がMCL症例である.

log2 -ratioの値が大きいプローブを赤色で, 小さいプローブを緑色で表現してある.

る. 図 7.4(a)にDLBCL vs. MCLタスクにおいて検出された異常領域を, (b)にABC

vs. GCBタスクにおいて検出された異常領域を示す.

これらの結果から, 我々の手法は数個のプローブからなる小さな領域, 染色体の

大部分からなるような大きな領域ともに検出していることがわかる. 図 7.5に検出

された異常領域の log2 -ratioのヒートマップを示す. 異常領域 (図中の黄色実線の長

方形で囲まれた領域)において, MCL症例と比較してDLBCL症例はより gainの傾

向 (より赤に近い色)を示していることが見て取れる. このような結果は, 我々のア

プローチが異種の癌の違いを表すような重要なゲノム異常領域を検出する能力を

有していることを示唆している.

7.3.3 異常領域を用いた癌の分類

本節では, 検出された異常領域を用いた癌の分類タスクの実験を行う. 分類性

能の評価には LOOCVを用いた. まず, あるアレイを検証用に抜いておき, 残ったア

レイで異常領域を同定する. 次に, 検証用に抜いたアレイが分類される癌タイプ

(DLBCLとMCLあるいはABCとGCB)の事後確率を投票を用いて推定する. 検出

された各々の異常領域は 1票持っており, 各領域に含まれるプローブの log2 -ratioを

用いた距離に基づいて k-NN分類を行うことで分類すべき癌タイプを決定し 1票を
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k=1: AUC = 0.97789

k=3: AUC = 0.98388
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k=1: AUC = 0.97676
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k=1: AUC = 0.94265

k=3: AUC = 0.9449
k=5: AUC = 0.92241

図 7.6: DLBCL vs. MCLタスクにおけるROC曲線 (k = 1, 3, 5): 左から順に最近傍

多変量検定, ADM, CLAC
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k=1: AUC = 0.7004
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k=1: AUC = 0.62897

k=3: AUC = 0.72123
k=5: AUC = 0.73909

図 7.7: ABC vs. GCBタスクにおけるROC曲線 (k = 1, 3, 5): 左から順に最近傍多

変量検定, ADM, CLAC

入れる. それを検出された全ての異常領域について行い, 票の多い癌タイプに検証

用アレイを分類する. 例えば, もし 10個の異常領域が検出され, 3領域でDLBCL, 7

領域でMCLと分類されたとすると, そのアレイがDLBCLである確率は 0.3, MCL

である確率は 0.7と計算される.

我々は, 最近傍多変量検定により検出された異常領域の分類性能を, ADM [57]お

よびCLAC [33]と比較する. ADMは array CGHデータ解析に用いられる標準的な

手法であるが, この手法は 1つのアレイの異常領域を同定するために提案された手

法である. 従って, ここでは, 初めに各々のプローブにおいて 2標本の t-値を計算し,

それらの t-値をADMへの入力として与えることで本章の問題に適用した. また,

CLACもADMと同様に 1つのアレイの異常領域を同定する目的で提案されたもの

である. そこで, ADMと同様, CLACへの入力も各々のプローブの t-値とした. なお,

ADM, CLACは単変量アプローチであることに注意されたい. ここでの癌タイプ分

類タスクでは, FDRの閾値 θはDLBCL vs. MCLタスクでは 0.00125, ABC vs. GCB
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タスクでは 0.0125と設定した. ADMは FDRを計算する枠組みが与えられていな

いため, ADMの有意水準はBonferroni補正を用いた p-値とした. すなわち, 本問題

においては, 候補領域の総数が 118,328であるため, ADMの有意水準は, DLBCL vs.

MCLタスクでは 0.00125 / 118328, ABC vs. GCBタスクでは 0.0125 / 118328とした.

分類精度はROC曲線およびAUCにより評価する. ROC(receiver operating char-

acteristic)曲線は 2クラス分類器において, 閾値を変化させたときの sensitivity vs.

specificityを表したものである. DLBCL vs. MCLタスクではDLBCLを陽性, MCL

を陰性とし, ABC vs. GCBタスクではABCを陽性, GCBを陰性とした. 図 7.6, 7.7

において, 横軸は偽陽性 (false positive), 縦軸は真陽性 (true positive)を表している.

AUC(area under curve)はROC曲線の下側の面積を表しており, 様々なコスト (偽陽

性と偽陰性の相対コスト)での分類精度を評価するために用いられる. ROC平面に

おいて, 点 (0, 1)が完全な分類器 (false positive, false negativeがない)を与える. 従っ

て, AUCの最大値は 1となる. 結果を図 7.6, 7.7に示す. なお, 前述した分類過程に

おける k-NNの近傍数 kは k = 1, 3, 5の 3通りで行った.

DLBCL vs. MCLタスクでは, 最近傍多変量検定, ADM, CLAC全てがかなり良

い性能を示している. 一方で, ABC vs. GCBタスクでは, DLBCL vs. MCLタスクと

比べ全ての手法で分類性能が下がっている. これはABC, GCBというサブタイプ

の差異が医学生物学的に見ても曖昧であることに関連する. しかしながら, どちら

のタスクにおいても我々の手法が, 他の手法と比較して良い性能を示していること

がわかる. 特に, ABC vs. GCBタスクでの分類性能の違いは顕著である. これらの

結果から, 最近傍多変量によるアプローチは, 2種, あるいはより多くのサブタイプ

間で特徴の異なる領域を同定できる可能性を持っていることがわかる.

7.4 まとめ

本章では, 最近傍多変量検定を用いた array CGHデータのゲノム異常領域同定

を行った. ゲノムコピー数を定量化したデータである array CGHデータ解析におい

ては, 1 疾患 1症例に特異的な異常領域を同定するタスク, 1疾患複数症例に共通の

異常領域を同定するタスク, 2(あるいは複数)疾患で特徴の異なる異常領域を同定

するタスクがある. 本章では, 重要であるがあまり研究がなされていな 3つ目のタ

スクに取り組んだ. このタスクにおいては, 多変量検定の必要性, 多重検定への対

処, 次元の異なるデータから得られた統計量の比較, という 3つの問題があるが, こ

れらの問題に対して, 最近傍法の分類誤差を検定統計量とし, ラベル並べ替え検定
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を行うことにより対処した. array CGHデータ解析では, 全ての可能な部分領域に

対して統計量を計算する必要があり, 計算コストが心配されるが, ラベル並べ替え

に対して最近傍表が不変であることを利用することで, 効率的な統計量の計算が

可能となる. 実際の array CGHデータを用いた計算機実験により, 提案手法が疾患

分類に有用な異常領域を同定できることが確認された.

今後の課題として, さらに多くの実データを用いた実験による, 提案手法の有用

性の評価, ビット演算などによるアルゴリズムの更なる効率化などが挙げられる.
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第 8 章

おわりに

本研究では, 統計的機械学習の 1分野である密度推定問題, 特にEMアルゴリズ

ム,変分ベイズ法による混合正規分布推定の局所最適性の問題に取り組んだ. また,

統計的機械学習の応用例としてマイクロアレイデータ解析を行った. 特に, 遺伝子

群解析, ゲノム異常領域同定問題に対し, サポートベクトルマシンおよび最近傍分

類器の分類誤差を用いたノンパラメトリック検定により各々の問題を取り扱った.

第 1章では, 本研究の背景及び目的について述べた. また, 本稿の構成について

説明をした.

第 2章では, 第 3章, 第 4章で必要となる正規分布及び混合正規分布の定式化を

行った. 正規分布は, 確率密度分布の中でも基本的かつ重要な分布であり, 様々な現

実データの分布に適用されている. また, 正規分布の重み付け和として表される混

合正規分布は, 複雑な形状の分布を表現することができ, パターン認識などの多く

の現実問題に適用されている. この章では, これらの分布を可視化することで, 分

布の形状の具体例を示した.

第 3章では, EMアルゴリズムを用いた混合正規分布推定の局所最適性について

考察し, 効果的な初期値生成法を提案した. まず, 最尤法による正規分布推定, EM

アルゴリズムによる混合正規分布推定について説明を行い, 定式化した. EMアル

ゴリズムは混合正規分布推定問題における代表的な解法であるが, その目的関数

が多峰であるが故に, 推定されるパラメータが初期値に依存するという局所最適

性の問題を有する. そこで, この問題に対する対処法の 1つであるDAEMアルゴリ

ズムを紹介し, その挙動及び特徴について述べた. DAEMアルゴリズムは, 統計力

学のアナロジーを用いて, 目的関数を単純な形状から元の形状へ変化させつつ推

定を行うことで, 局所最適性の問題に対処している. しかし, 探索点が鞍点へトラッ

プされた場合の対処が問題となる. そこで, DAEMアルゴリズムの枠組みより得ら

れる原始初期点に着目し, 原始初期点における (元の)目的関数のHesse行列を調べ
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ることで, 解析的かつ効率的な初期値生成法提案した.

第 4章では, 第 3章で定式化した多方向探索アルゴリズムを変分ベイズ法を用

いた混合正規分布推定へも適用した. ベイズ推定及び変分ベイズ法は, 最尤法, EM

アルゴリズムとは異なるアプローチの混合正規分布の推定法であり, 近年EMアル

ゴリズムと並んで多くのアプリケーション分野で用いられている. 変分ベイズ法

を用いた混合正規分布推定においても, EMアルゴリズムと同様, 局所最適性の問

題を有しており, この問題への対処法の 1つとしてDAEMアルゴリズムのアイディ

アを用いたDAVB法が提案されている. そこで, 本研究ではEMアルゴリズムにお

いて提案した多方向探索アルゴリズムの変分ベイズ法への適用を試みた. 計算機

実験により, 本手法は変分ベイズ法においても良い性能を示すことが確認された.

第 5章では, 第 6章, 第 7章における統計的機械学習を用いたマイクロアレイデー

タ解析の基礎となるマイクロアレイデータ, 多変量 2標本検定, 多重検定とラベル

並べ替え検定について説明を行った. 本研究で取り扱う遺伝子群解析とゲノム異

常領域同定問題は, ともに多重多変量 2標本検定として定式化される. ここでは一

般的な 2クラス分類器の分類誤差を検定統計量として用いた多変量 2 標本検定の

定式化を行った. また, 複数の検定を同時に行う際に生じる多重検定の問題につい

て言及し, その対処法であるラベル並べ替え検定の説明を行った. さらに, 検定の

多重性を考慮した有意性の基準である FDR, FWER, q-値を紹介した.

第 6章では, サポートベクトルマシンの分類誤差を検定統計量として用いた遺伝

子群解析について考察した. 遺伝子群解析においては, 個々の遺伝子の発現パター

ンではなく, 遺伝子群に含まれる複数の遺伝子の発現パターンを多次元データと

して解析することが望ましい. 本研究では, サポートベクトルマシンの分類誤差を

検定統計量として用いることで, 多変量 2標本検定を行った. しかしながら, 分類誤

差の帰無分布推定及び多重検定への対処としてラベル並べ替え検定を用いること

で, SVM学習の計算コストが高くなる問題が生じる. この問題に対しては, 最小全

域木 (MST)によりスケジューリングされたパス追跡を用いることで対処した. 並

べ替えラベル群のパス追跡を実現するため, 実数ラベルを許容するよう最適化問

題を緩和し, パス追跡を再定式化した. パス追跡を行う場合, 最適解が大きく異な

ると非効率となる. そこで, 最適解の距離をラベル間の距離で測り, 並べ替えラベ

ル群のMSTを構築することで, パス追跡を行うラベル順序を最適化した. この際,

仮想ラベルを導入することで, 並べ替えラベル群の総距離をより小さくなるよう

MSTを拡張した. 計算機実験により, 並べ替えラベルに対してナイーブに SVMを

学習するよりも計算コストが小さくなることが確認された. また, いくつかの遺伝
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子群解析手法を比較することで, SVMによる遺伝子群解析結果の特徴を検証した.

第 7章では, 最近傍多変量 2標本検定による array CGHデータ解析を行った. こ

こでは, 異なる 2標本, 例えば, 健常者と癌患者, ある疾患の 2種のサブタイプ, ある

薬剤に対する反応の有無など, でゲノムコピー数の特徴の異なる領域を同定する

問題を考えた. この問題においては, 領域内のプローブを多次元データとして取り

扱うこと, 領域幅の異なる領域の比較, 多数の候補領域を同時に検定することによ

る多重検定の問題に対処する必要があった. 本研究では, 最近傍法の分類誤差を検

定統計量として用いることで第 1, 第 2の問題に対処した. 第 3の問題については

ラベル並べ替え検定により対処した. ラベル並べ替え検定では, 多数の並べ替えラ

ベルに対する統計量を計算しなければならず, 通常計算コストが高くなるが, 最近

傍多変量検定においては, ラベル変化に対して最近傍表が不変であることを利用

することで, 計算コストを削減することができた. また, 実際の array CGHデータ

を用いた計算機実験により, 様々な領域幅の異常領域の検出が可能であること, ま

た, 検出された異常領域を用いたサブタイプ分類において, よい分類性能を示すこ

とが確認された.

最後に本研究の今後の課題について触れる. まず, 本研究では, EMアルゴリズ

ム, 変分ベイズ法による混合正規分布推定を取り扱った. ここでは, 原始初期点を

用いた多方向探索法を提案したが, 原始初期点が大域的最適解への経路を持つか

どうか, すなわち, 多方向探索法が大域的最適性を持ちうるかどうかはまだ未検証

である. この問題に対する理論的な検証を行うことが重要な課題であると考えら

れる. しかしながら, 多方向探索アルゴリズムは, 他のモデルへも適用可能である.

他の混合モデルや回帰モデル, あるいはニューラルネットワークなどの別の枠組み

への応用も考えられる. また, 現実のアプリケーションへの応用も課題の一つであ

る. EMアルゴリズム, 変分ベイズ法は音声認識などの信号処理, 画像処理, ネット

ワークのクラスタリング, バイオインフォマティクスなど様々な場面で用いられる.

本研究で提案した, 多方向探索アプローチをこれらのアプリケーション分野に応用

し, その有用性や問題点を検証することも重要な課題と考えられる. 一方, マイク

ロアレイデータ解析においては, より多くの現実データへの適用および考察が考

えられる. 本研究では, サポートベクトルマシンや最近傍法によるマイクロアレイ

データ解析タスクの枠組みを導入し, その有効性を少数のデータセットにおいて検

証するに留まった. 今後は, さらに多くの現実データを用いて解析を行い, 解析結

果を医学, 生物学的見地から考察を行うことが必要であると考えられる. また, こ

れらの手法を様々な場面で利用してもらえるよう, ソフトウェアとして公開するこ
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とも今後の課題である.
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A 確率分布

本節では, 本稿で必要となる確率密度関数についてまとめる. それらは, 多変量正規分

布, Gamma分布, Dirichlet分布, Wishart分布, Gaussian-Wishart分布である.

A.1 正規分布

平均 µ ∈ (−∞,∞), 分散 σ2 > 0の (単変量)正規分布は, 以下で与えられる:

N (x|µ, σ2) =
1√

2πσ2
exp
{
− 1

2σ2
(x− µ)2

}
.

確率変数X が, 上記の正規分布に従う場合, X の期待値, mode, 分散は,

E[X] = µ,

var[X] = σ2,

mode[X] = µ, (A.1)

で与えられる.

平均ベクトルm, 分散共分散行列Σの p変量正規分布, N (x|m,Σ) は以下で与えられる:

N (x|m,Σ) =
1√

(2π)p|Σ|
exp
[
−1

2
(x − m)⊤Σ−1(x − m)

]
.

確率変数X が, 平均ベクトルm, 分散共分散行列Σの多変量正規分布に従うとき, X の期

待値, 共分散およびmodeは,

E[X] = m,

cov[X] = Σ,

mode[X] = m,

で与えられる.
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図 A.1: Gamma分布の例: 左から (a, b) = (10, 1), (1, 1), (4, 6)

A.2 Gamma分布

Gamma分布はパラメータ a, bで特徴づけられる, 正の確率変数 xに対して定義される

確率密度関数で, 以下で与えられる:

Gam(x|a, b) =
1

Γ(a)
baxa−1 exp(−bx) (A.2)

ここで, Γ(a)はGamma関数で以下で与えられる.

Γ(x) =
∫ ∞

0
ux−1e−udu (A.3)

確率変数X がGamma分布に従うとき, X の期待値および分散は次のようになる:

E[X] =
a

b
,

var[X] =
a

b2
.

図 A.1にいくつかの a, bにおけるGamma分布の形状を示す. なお, Gamma関数の対数を

微分したものは, digamma関数と呼ばれ,

ψ(a) ≡ d

da
ln Γ(a) =

Γ′(a)
Γ(a)

,

で与えられる.

A.3 Gaussian-Gamma分布

Gaussian-Gamma分布は, 正規分布のベイズ推定において, 平均, 分散ともに未知の場

合に, それらの共役事前分布として用いられる分布である. Gaussian-Gamma分布は, 正規

分布とGamma分布の積として与えられ, 以下の形をとる:

p(µ, λ|µ0, η0, a0, b0) = N (µ|µ0, (η0λ)−1)Gam(λ|a0, b0).

ここで, µ0, η0, a0, b0はハイパーパラメータである.
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図 A.2: Dirichlet分布 (K = 3)の例 (左から α = [0.2, 0.2, 0.2], [10, 10, 10], [10, 3, 3]):

Dirichlet分布を混合比の事前分布として用いる場合, 三角形の各頂点が混合要素

を, そして, 三角形の内部の位置によりどの混合要素に重点がおかれるかが決定さ

れる. 図の場合, 三角形の各頂点 (1, 0), (0, 1), (0, 0)が, それぞれ k = 1, 2, 3に対応

する. 図左の例では, 1つもしくは 2つの混合要素の混合比が大きくなり, 残りはほ

ぼ 0となる確率が高いことを意味している. 一方で, 真中の図では, 全ての混合要

素が等しく現れうることを意味している. 右ではいずれの混合要素も現れうるが,

やや k = 1が現れる確率が高いことを意味する.

A.4 Dirichlet分布

Dirichlet分布はK 個の 0 ≤ µk ≤ 1, k ∈ NK なる確率変数 (µ = [µ1, . . . , µK ]⊤と表記す

る)の多次元分布であり,

Dir(µ|α) = C(α)
K∏

k=1

µαk−1
k ,

C(α) =
Γ(α̂)

Γ(α1) · · ·Γ(αK)
,

α̂ =
K∑

k=1

αk,

で与えられる. ただし, α = [α1, . . . , αK ]⊤はハイパーパラメータであり, 確率変数 {µk}k∈NK

には以下の制約が課される:

0 ≤ µk ≤ 1,
K∑

k=1

µk = 1,

Dirichlet分布の期待値, modeは以下で与えられる:

E[µk] =
αk

α̂
,

mode[µk] =
αk − 1
α̂−K

.

図A.2にK = 3のDirichlet分布の例を示す.
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A.5 Wishart分布

p次元Wishrt分布W(Λ|W 0, ν)は以下で与えられる:

W(Λ|W 0, ν) = B(W 0, ν)|Λ|(ν−p−1)/2 exp
(
−1

2
Tr(W−1

0 Λ)
)
,

B(W 0, ν) = |W 0|−ν/2

(
2νp/2πp(p−1)/4

p∏
i=1

Γ
(
ν + 1 − i

2

))−1

.

Wishart分布はGamma分布の多変量分布である. 平均, modeは以下で与えられる.

E[Λ] = νW 0,

mode[Λ] = (ν − p− 1)W 0 for ν ≥ p+ 1.

A.6 Gaussian-Wishart分布

Gaussian-Wishart分布は多変量正規分布の平均ベクトル, 分散共分散行列が共に未知

の場合に用いられる共役事前分布である. この分布は, 平均ベクトルmに対してGauss分

布を, 精度行列Λに対してWishart分布を割り当て積を取った以下のような分布である:

p(m,Λ|µ0, η0,W 0, ν0) = N (m|µ0, (η0Λ)−1)W(Λ|W 0, ν0).

ここで, µ0, η0, W 0, ν0はハイパーパラメータである.

B EMアルゴリズムにおけるQ関数の停留点でのHesse行列

混合正規分布推定での EMアルゴリズムの目的関数は PIPにおいて停留点を持つ. こ

こでは, EMアルゴリズムでの目的関数であるQ関数

Q(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

K∑
k=1

P (k|xi,θ
(t)
k ) ln p(xi, k|θk) − λ

[
K∑

k=1

πk − 1

]
, (B.4)

の停留点でのHesse行列を導出する. ここで,

p(xi, k|θk) = πkgk(xi|mk,Σk),

P (k|xi,θ
(t)
k ) =

πkgk(xi|m(t)
k ,Σ(t)

k )
K∑

k=1

πkgk(xi|m(t)
k ,Σ(t)

k )

,

gk(xi|mk,Σk) =
1√

(2π)K |Σk|
exp
{
−1

2
(xi − mk)⊤Σ−1

k (xi − mk)
}
,

である.
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まず, 式 (B.4)を整理し, 以下を得る:

Q(Θ(t),Θ) =
n∑

i=1

K∑
k=1

P (k|xi,θ
(t)
k )
{

lnπk − K

2
ln(2π) +

1
2

ln |Σ−1
k |

−
(xi − mk)⊤Σ−1

k (xi − mk)
2

}
− λ

(
K∑

k=1

πk − 1

)
.

混合正規分布推定におけるEMアルゴリズムの未知パラメータは{θk}k∈NK
= {πk,mk,Σk}k∈NK

であるから, これらのパラメータに関するQ(Θ(t),Θ)の 2階微分を考える. なお, 本稿にお

ける実験では, 分散共分散行列は対角要素のみを考えることとする. 従って, 分散共分散行

列による偏微分は,

Σk =

 vk1 O
. . .

O vkp


= diag(vk),

vk = [vk1, . . . , vkp]⊤

として, vkを用いる. 停留点であること, 即ち, ∂Q(Θ(t),Θ)/∂Θ = 0, と制約条件
∑K

k=1 πk = 1

を用いることで, 目的関数のHesse行列は以下のようになる:

∂2Q(Θ(t),Θ)
∂θk∂θ⊤

k′
=



∂2Q(Θ(t),Θ)
∂πk∂πk′

0⊤
p 0⊤

p

0p
∂2Q(Θ(t),Θ)
∂mk∂m⊤

k′

∂2Q(Θ(t),Θ)
∂mk∂v⊤

k′

0p

(
∂2Q(Θ(t),Θ)
∂mk∂v⊤

k′

)⊤
∂2Q(Θ(t),Θ)
∂vk∂v⊤

k′


.

(B.5)

式 (B.5)における各要素は以下で与えられる:

∂2Q(Θ(t),Θ)
∂πk∂πk′

=

{
− n

πk
for k′ = k,

0 for k′ ̸= k,

∂2Q(Θ(t),Θ)
∂mk∂m⊤

k′
=

 −
n∑

i=1

P (k|xi,θk)Σ−1
k for k′ = k,

Op×p for k′ ̸= k,

∂2Q(Θ(t),Θ)
∂vk∂v⊤

k′
=

 −1
2

n∑
i=1

P (k|xk,θk)
[
Σ−2

k − 2Σ−3
k

{
diag(xi − mk)

}2
]

for k′ = k,

Op×p for k′ ̸= k,

∂2Q(Θ(t),Θ)
∂mk∂v⊤

k′
=

 −
n∑

i=1

P (k|xi,θk)diag(xi − mk)Σ−2
k for k′ = k,

Op×p for k′ ̸= k,
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C 変分ベイズ法における負の自由エネルギーの停留点でのHesse

行列

ここでは, 負の自由エネルギー関数, 式 (4.26)の停留点におけるHesse行列を導出する.

まず, Hesse行列を計算するために用いる行列, ベクトル演算子および行列の偏微分に関す

る公式 [76]をまとめる. まず, 行列に対する 2つの演算子を定義する. あるM ×N 行列A,

A =

 a11 · · · a1N
...

. . .
...

aM1 · · · aMN

 ,
に対して,

vec(A) ≡ [a11, . . . , a1N , . . . , aM1, . . . , aMN ]⊤,

また, 任意の行列Bに対して

A⊗B ≡

 a11B · · · a1NB
...

. . .
...

aM1B · · · aMNB

 ,
と定義する. 次に, 行列, ベクトル関数に対する偏微分の以下の公式を導入する:

∂

∂vec(X)⊤
Tr(X) = vec(IM)⊤,

∂

∂vec(X)⊤
ln |X| = vec

[
(X−1)⊤

]⊤
,

∂

∂vec(X)⊤
vec(X−1) = −(X−1)⊤ ⊗X−1.

ただし, X はM ×M 実数行列である.

上記の演算子, 公式を用いて関数 Lの停留点における Hesse行列を導出する. まず, 式

(4.26)を再掲する:

L(q) =
∑
Z

∫ ∫ ∫
q(Z,π,m,Λ) ln

{
p(X,Z,π, µ,Λ)
q(Z,π,m,Λ)

}
dπdmdΛ

= E[ln p(X,Z,π,m,Λ)] − E[ln q(Z,π,m,Λ)]

= E[ln p(X|Z,m,Λ)] + E[ln p(Z|π)] + E[p(Z|π)] + E[ln p(m,Λ)]

−E[ln q(Z)] − E[ln q(π)] − E[ln q(m,Λ)].
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ここで, 上式中の各項は以下で与えられる:

E[ln p(X|Z,m,Λ)] =
1
2

K∑
k=1

Nk

{
ln Λ̃k − pη−1

k − νkTr(SkW k)

−νk(x̄k − µk)
⊤W k(x̄k − µk) − p ln(2π)

}
E[ln p(Z|π)] =

n∑
i=1

K∑
k=1

rik ln π̃k

E[ln p(π)] = lnC(α0) + (α0 − 1)
K∑

k=1

ln π̃k

E[ln p(m,Λ)] =
1
2

K∑
k=1

{
p ln

η0

2π
+ ln Λ̃k − pη0

ηk
− η0νk(µk − µ0)

⊤W k(µk − µ0)
}

+K lnB(W 0, ν0) +
ν0 − p− 1

2

K∑
k=1

ln Λ̃k − 1
2

K∑
k=1

νkTr(W−1
0 W k)

E[ln q(Z)] =
n∑

i=1

K∑
k=1

rik ln rik

E[ln q(π)] =
K∑

k=1

(αk − 1) ln π̃k + lnC(α)

E[ln q(m,Λ)] =
K∑

k=1

{1
2

ln Λ̃k +
p

2
ln
ηk

2π
− p

2
− H[Λk]

}

ただし,

rik =
ρik∑K
j=1 ρij

,

ln ρik = ln π̃k +
1
2
Λ̃k − p

2
ln(2π),

E[zik] = rik

EmkΛk
[(xi − mk)⊤Λk(xk − mk)] = pη−1

k + νk(xk − µk)
⊤W k(xk − µk)

ln Λ̃k ≡ E[ln |Λk|] =
p∑

i=1

ψ

(
νk + 1 − i

2

)
+ p ln 2 + ln |W k|

ln π̃k ≡ E[lnπk] = ψ(αk) − ψ(α̂)

H[Λk] = − lnB(W k, νk) −
νk − p− 1

2
ln Λ̃k +

νkp

2
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式 (4.26)を変形し, 整理することで以下を得る:

L =
1
2

K∑
k=1

[
2(α0 − αk){ψ(αk) − ψ(α̂)} − p

(
Nk + η0

ηk
+ ln ηk

)

+(ν0 +Nk − νk)
{ p∑

i=1

ψ

(
νk + 1 − i

2

)
+ p ln 2 + ln |W k|

}
−νk

{
Tr
[{

W−1
0 +NkSk +

η0Nk

η0 +Nk
(x̄k − µ0)(x̄k − µ0)

⊤

+(η0 +Nk)
(

µk − η0µ0 +Nkx̄k

η0 +Nk

)(
µk − η0µ0 +Nkx̄k

η0 +Nk

)⊤}
W k

]
− ln |W k| − p− p ln 2

}
+ 2

p∑
i=1

ln Γ
(
νk + 1 − i

2

)
+ 2 ln Γ(αk)

]

+
K∑

k=1

Nk{ψ(αk) − ψ(α̂)} − ln Γ(α̂). (C.6)

混合正規分布推定問題における変分ベイズ法の目的関数, 式 (4.26)はK 個の混合要素

それぞれに対して, 5種のハイパーパラメータ, {θk}k∈NK
= {αk, ηk,mk,W k, νk}k∈NK

によ

り特徴づけられている. 従って, Hesse行列を求めるために式 (C.6)をこれらのパラメータ

について 2階微分を考える. 停留点では, ∂L/∂Θ = 0, となるため, これを用いるとHesse行

列は以下の形を取る:

∂2L
∂θk∂θ⊤

k′
=


(C.8) 0 (0p×1)⊤ (0p2×1)⊤ 0

0 (C.9) (0p×1)⊤ (0p2×1)⊤ 0
0p×1 0p×1 (C.10) (Op2×p)⊤ (0p×1)⊤

0p2×1 0p2×1 Op2×p (C.11) (C.13)
0 0 0p×1 (C.13)⊤ (C.12)

 . (C.7)
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ここで, 式 (C.7)中に (C.8), ..., (C.13)で示された要素は次の通りである:

∂2L
∂αk∂αk′

=


−

∞∑
n=0

{
1

(αk + n)2
− 1

(α̂+ n)2

}
for k′ = k,

−
∞∑

n=0

2
(α̂+ n)3

for k′ ̸= k,

(C.8)

∂2L
∂ηk∂ηk′

=

 − p

2η2
k

for k′ = k,

0 for k′ ̸= k,
(C.9)

∂2L
∂mk∂m⊤

k′
=

{
ηkW k for k′ = k,
Op×p for k′ ̸= k,

(C.10)

∂2L
∂vec(W k)∂vec(W k′)⊤

=

{
−νk

2
(W−1

k )⊤ ⊗ W−1
k for k′ = k,

Op2×p2 for k′ ̸= k,
(C.11)

∂2L
∂νk∂νk′

=

 −
p∑

i=1

∞∑
n=0

1
(νk + 1 − i+ 2n)2

for k′ = k,

0 for k′ ̸= k,

(C.12)

∂2L
∂vec(W k)∂νk′

=

{
−1

2
vec(W k) for k′ = k,

0p2×1 for k′ ̸= k.
(C.13)




