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A ck n o w le d g m e nt s

F ir st o f al 1 , th e a u th o r w o u ld lik e t o e x p r e s s hi s g r a tit u d e
t o t h e E x a m l n l n g C o mm itt e e

m e rh b e r s , P r o fe s s o r Y ･ N a g a n
o
,
P r o fe s s o r T ･ T s uji a n d P r o fe s s o r O ･ K it o h fo r c a r e fu 11 y

r e vi e w l n g th e m a n u s c rip t a n d fo
r m a ki n g a p p r o p ri at e s u gg e sti o n s ･

T h e a u t h o r w i s h e s t o e x p r e s s h i s si n c e r e g r a tit u d e t o hi s s u p e r vi s o r ? P r
o fe s s o r Y ･ N a g a n o ,

fo r hi s e n c o u r a g e m e n t , g u id a n c e , a n d m a n y h elp fu 1 s u g g
e sti o n s i n th e p r o g r e s s o f t hi s i n

-

v e s tig a ti o n , a n d fo r s u g g e sti n g t h e s u bj e ct o f t hi s r e s e a r c h ･

D u ri n g t h e a u t h o r
,

s P h . D . p r o g r a m a t t h e N a g o y a I n s tit u t e of T e c h n ol o g y ( N I T) , h e

r e c ei v e d m u c h h elp f r o m t h e m e m b e r s of th e H e a t T r a n s fe r L
a b o r a t o r y i n t h e D e p a rt m e n t

o f M e c h a n i c al E n g l n e e r l n g ･ S p e ci al t h a n k s a r e d u e t o P r o fe s s o r T ･ T s uji , D r ･ 0 ･ Iid a
,
a n d

M r . H . H a tt o ri fo r t h ei r v al u a bl e di s c u s si o n s a n d h elp fu 1 c o m m e n t s ･ T h e a u t h o r w i sh e s

t o t h a n k D r ･ M ･ T a g a w a f o r hi s v al u a bl e s u g g e s ti o n s , a S
W ell a s t h e g r a d u a t e s t u d e n t s of

t h e H e a t T r a n s fe r L a b o r a t o r y fo r t h ei r g e n e r o u s a s si st a n c e a n d di s
c u s si o n s ･

T h a n k s a r e al s o d u e t o P r o fe s s o r A . Y b s hi z a w a o f t h e I n s tit u t e o f I n d u s t ri al S ci e n c e

a t t h e U n i v e r sit y o f T b k y o , a n d t o D r ･ R ･ R u bi n st ei n o f t h e I n s tit u t e f o r C o m p u t e r

A p pli c a ti o n s i n S ci e n c e a n d E n g l n e e ri n g a t N A S A L a n gl
e y R e s e a r c h C e n t e r fo r t h ei r

h elp f ul di s c u s si o n s a n d i n ci si v e c o m m e n t s ･

Fi n a11y , t h e a u t h o r w o u ld lik e t o e x p r e s s hi s g r a tit u d e
a n d a p p r e ci a ti o n t o hi s f a m il v

fo r t h ei r c o n ti n u o u s e n c o u r a g e m e n t a n d s u p p o rt
･
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A b st r a ct

I n t hi s st u d y , a r e n O r m ali z a ti o n g r o u p ( R N G) t h e o r y fo r t u rb u l e n c e w it h a p
a s si v e

s c al a r i s i n v e stig a t e d t o cl o s e
th e t u rb u l e n t m o m e n t hi e r a r ch v i n a t u r b u l e n t s h e a r fl o w

i n ｡ r d e r t o fo r m ul a t e r a ti o n al t u rb u l e n c e m o d el s .

R N G t h e o r y , a S a t O O l fo r r e s ol v i n g p h y si c al m a tt e r s , h a s
b e e n ch i e fl y d e v el o p ed i n t h e

a n al y si s o f p h a s e t r a n siti o n p h e n o m e n a ? a n d a p pli e d t o
t h e s t u d y of i s o t r o pi c t u rb ul e n c e

b y m e a n s o f th e N a v i e r
-S t o k e s e q u a ti o n w it h a r a n d o m e x t e r n a l fo r c e i n t h e i n e rti al

r a n g e a t a hi gh R e y n old s n u m b e r li m it ･ T h e R N G t h e o r y fo r i s o t r o pi c t u r b ul e n c e w a s

p rl m a rily i n t e n d e d fo r c al c u l a ti o n o f
s c ali n g l a w s f o r a s y m p t o ti c t u r b ul e n t e n e r g y s p e

ct r a

a n d r e d u c ti o n o f t h e n u m b e r o f d e g r e e s o f fr e e d o m o f t u rb u l e n c e ･

T h e n
,
t h e R N G t h e o r y h a s b e e n m o difi e d t o cl o s e t h e m o m e n t hi e r a r c h y fo r a n i n

-

h o m o g e n e o u s t u r b u l e n t s h e
a r A o w ･ I n p a rti c ul a r , t h e R N G t h e o ry w it h t h e

e - e X p a n Si o n

t e ch ni q u e p r o p o s e d b y Y a k h o t a n d O r s z a g (1 9 8 6) a n d l a t e r r e v i s e d b y Y a k h o t a n d S mi t h

(1 9 92) , a n d b eli e v e d t o b e t h e a p pli c a ti o n t o a n i n h o m o g
e n e o u s t u r b u l e n t fl o w b a s e d o n

t h a t f o r W il s o n
,

s e
- e X P a n Si o n t h e o r y , 1 S W e11

- k n o w n a s r e p r e s e n t a ti
v e ･ It yi eld s a

t w o -

e q u a ti o n t u r b u l e n c e m o d el f o r a hig
h R e y n o ld s n u m b e r fl o w , t h e S m a g o ri n sk y m o d el

fo r l a r g e e d d y
si m u l ati o n

,
t h e e d d y diff u si vit v f o r t h e r m al fi eld , a n d t h e e q u a ti o n f o r

t h e t u r b u l e n t P r a n d tl n u m b e r , e a C h o f w hi c h h a s b e e n u s e
d i n p r e di cti n g s o m e c a s e s o f

t u r b u l e n t A o w s . It h a s b e e n f r e q u e n tl v e m p h a si z e d
t h at t h e st r o n g p oi n t of t hi s ki n d of

t h e o r y l S it s a bility t o d e ri v e t u r b u l e
n c e m o d el s w it h th ei r m o d el c o n st a n t s i n F b u ri e r

s p a c e w it h t h e aid of t h e K o l m
o g o r o v

- 5/ 3 p o w e r l a w f o r t h e s p e ct r u m of t h e t u rb ul e n t

ki n e ti c e n e r g y .

H o w e v e r
,
S O m e r e S e a r C h e r s p oi n t e d o u t th a t th e R N G t h e o ry o f Y a k h o t 7 0 r s z a g

a n d

S m it h h a s s o m e al g e b r ai c e r r o r s a n d t h e o r eti c al p
r o b l e m s ･ T h e l a tt e r h a v e b e e n v e r y

c o n t r o v e r si al a n d n o w o p e n t o q u e sti o n ･

O n t h e o t h e r h a n d
,
t h e p r o c e d u r e t o eli m i n a t e t h e fl u ct u

L a ti n g c o m p o n e n t s i n s e q u e n c e

i n w a v e n u m b e r s p a c e i s si mi 1 a r t o t h e c o n c e p t o f l a r g e e d d y si m
u l ati o n s a n d c o n v e n i e n t

t o d e ri v e t u r b u l e n c e m o d els at a hi gh R e y n ol d s n u m b e r li m it ･ T h u s
,
t h e R N G b y a n

it e r a ti v e a v e r a g l n g m et h o d i s c o n sid e r e d t o b e m o r e s c
h e m a ti c a n d a p pli c a bl e t o c o n

-
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st r u c ti n g t u r b u l e n c e m o d el s fo r a t u r b u l e n t s h e a r fl o w r a t h e r th
a n b y t h e e

- e X P a n Si o n

t e ch n iq u e ･ I n th e p r e s e n t st u d y 7 b y u si n g t h e it e r a ti v e a v e r a g l n g R N G m et h o d fo r i n h o
-

m o g e n
e o u s t u r b ul e n c e

?
a n e d d y

- V i s c o sit y t y p e t u rb u le n c e m o d el , W hi ch c o r r e s p o n d s w ell

t ｡ th e B o u s si n e s q p o st u l a t e , i s o b t ai n e d w ith th e aid o f th e K ol m o g o r o v
- 5/3 p o w e r

l a w s p e ct r u m fo r t h e t u r b ul e n t e n e r g y ･ T h e m o d el c o n st a n t th u s o bt a i n e d b e c o m e s th e

fu n cti o n o f t h e K ol m o g o r o v c o n st a n t i n th e i n e rti al r a n g e ･

B y t h e s am e m a n n e r , a n e d d y diff u si vity f o r h e at an d t h e e q u a ti o n fo r
t h e t u rb ul e n t

P r a n d tl n u m b e r P r t a r e d e ri v e d ･ T h e e q u a ti o n s h o w s th a t t h e t u r b ul e n t P r a n d tl n u m b e r

P r t i s th e fu n cti o n of th e m ol e c u l a r P r a n d tl n u m b e r P r a n d t h e t u rb u l
e n t R e y n old s R e t

o r p e cl et n u m b e r P e t . T h e r e s u lt i s i n f ai rly g o o d a g r e e m e n t w it h t h e d a t a o f s o m e
e x p e r

-

i m e n t s a n d di r e ct n u m e ri c al si m u l a ti o n w it h t h e c h an g e Of t h e m ol e c u l a r P r a n d tl n u m b e r ･

T h e o b t ai n e d t u r b u l e n t P r a , n d tl n u m b e r a t a hi gh R e y n old s n u m b e r li m it c o n v e r g e s o n

P r t = 0 .7 9 w it h a n y m o l e c ul a r P r a n d tl n u m b e r ･
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K ol m o g o r o v c o n s t a n t i n i n e rti al r a n g e

t u rb ul e n c e m o d el c o n st a n t

a m plit u d e of s p e ct r u m f o r L

n u m b e r o f s p a ti al di m e n si o n

t h r e e - di m e n si o n a l t u r b u l e n t ki n e ti c e n e rg y s p e ct r u m

S p e C t r u m t e n S O r

G a u s si a n sti r ri n g fo r c e i n i
- di r e cti o n

G r e e n fu n cti o n f o r v el o cit y fi eld

G r e e n f u n cti o n f o r t h e r m al fi eld

H a m ilt o ni a n

i n st a n t a n e o u s t u r b u l e n t ki n eti c e n e r g y , u i u i/ 2

m e a n t u r b ul e n t ki n eti c e n e r g y , 両肩/ 2

a b s ｡1｣ t ｡ V al ｡ e ｡ f k
, lkl

W a V e V e Ct O r
, ( k l , k 2 , k 3)

K o l m o g o r o v di s si p a ti o n w a v e n u m b e r , ( 言/ u8)
1 / 4

w よⅤ｡ n ｡ m b ｡ r i n r a n g e ｡f e n ｡ r g y
- ｡ ｡ n t ai n i n g e d di e s 7 言/ ㌘

/2

w a v e n u m b e r i n i - di r e cti o n o r p o siti o n c o o r di n a t e i n k
-

S p a C e

S p a ti al 1 e n gt h s c al e

i n t e g e r

S t a ti c p r e s s u r e

t u rb u l e n t P e cl et n u m b e r
,
P r( u t/ L/0)

p r oj e cti o n o p e r a t o r , 6 ij
- k i kj/ k

2

C O m P O u n d p r oj e c ti o n o p e r at o r , k m 君n( k) + k n 君m (k)

V lll
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鞍 p r o d u c ti o n o f K ,
一

珂 ∂U i/ ∂x j

P r m ol e c u l a r P r a n dtl n u m b e r
,
U o/ α o

P r t t u rb u l e n t P r a n d tl n u m b e r
,
L/ t/ αt

p fl u ct u a ti o n of st a ti c p r e s s u r e

Q(k , 7
･

) s p e ct r al d e n sity , E (k , T)/( 4 7rk
2

)

Q ij( k , 7
･

) s p e ct r u m t e n s o r , R j(k)Q(k , T)

q a b s o l u t e v al u e of q , Jql

q w a v e v e c t o r
, (q l , q 2 , q 3)

R e t t u rb u l e n t R e y n old s n u m b e r , 万/(l / ｡ 言)

S st r ai n - r a t e p a r am et e r , (2 S ij S ij)
1/ 2

S d S u P e r fi ci al a r e a o f d
- di m e n si o n al u n it s p h e r e

Sij St r ai n - r a t e t e n S O r
, (∂抗/∂x j + ∂巧/∂x i)/ 2

T t e m p e r a t u r e o f fl u id , T + i

宇 m e a n t e m p e r a t u r e

t fl u ct u a ti n g t e m p e r a t u r e

抗 i n s t a n t a n e o u s v el o cit y i n i
- di r e c ti o n

,
U i + u i

U i m e a n V el o cit y i n i
- di r e cti o n

u i fl u ct u a ti n g v el o cit y i n i
- di r e cti o n

x i E u l e ri a n C a rt e si a n c o o r di n a t e i n i - di r e c ti o n

3: S P a ti al p o siti o n v e ct o r ,( x l , X 2 , X 3)

y s c ali n g p a r a m e t e r o f s p e ct r u m fo r L

z( A) i n v e r s e o f eff e cti v e P r a n d tl n u m b e r i n C h a p t e r 3 , α( A)/ u( A)

G r e e k ? y m b o I s

α 0

)

)

α

α

β

転

申

∈

■■し

(

m ol e c u l a r diff u si vit y i n t h e r m al fi eld

e d d y di庁u si vity i n th e r m al fi eld

i n v e r s e o f eff e cti v e P r a n d tl n u m b e r i n C h a p t e r 2 , X( r)/ L/( r)

t u rb ul e n c e m o d el c o n st a n t

K r o n e ck e r d elt a

D i r a c d elt a fu n c ti o n

e x p a n si o n p a r a m e t e r

1 Ⅹ
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ど

ど

り, りO

A

A ｡ , A et

入

入( r)

叉( r)

〝( r) , れ

〝t

β

T

X o

X( r)

n
,
U

S u b s c ri p t s
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i n s t a n t a n e o u s di s sip a ti o n r a t e o f t u r b ul e n t ki n eti c e n e r g y , L
/
0(∂u i/∂x j)

2

m e a n di s sip a ti o n r a t e o f t u rb ul e n t ki n eti c e n e rg y , l
/
0( ∂u i/∂x j)

2

n o n di m e n si o n al st r ai n - r a t e p a r a m et e r , S 万/言

c u t o ff w a v e n u m b e r i n r e n o r m ali z ati o n

l o w e st w a v e n u m b e r i n r e n o r m ali z a ti o n

b a n d w idt h p a r a m e t e r

c o u pli n g c o n st a n t i n r e n o r m ali z a ti o n

n o n di m e n si o n al c o u pli n g c o n st a n t i n r e n o r m ali z a ti o n

m ol e c u l a r ki n e m a ti c vi s c o sit y

r e n o r m ali z e d e茸e cti v e vi s c o sit y

e d d y v i s c o sit y

d e n sity o f fl u id

ti m e

m o l e c u l a r di圧u si vit y i n s c al a r fi eld

r e n o r m al i z e d e ff e c ti v e diff u si vity i n s c a l a r fi eld

fr e q u e n c y w it h r e s p e c t t o ti m e

O i niti a l v al u e i n r e n o r m ali z a ti o n

K v a ri a bl e s r el e v a n t t o K

n r e n o r m al i z e d v al u e a t n t h s t e p

e v a ri a bl e s r el e v a n t t o E

* r e n O r m al i z e d v al u e a t fi Ⅹe d p oi n t

S p e ci al s y m b oI s

C〉

*

〉

)

)

∧

i n iti al v al u e i n r e n o r m ali z a ti o n

r e st v al u e a t e a c h r e n o r m ali z a ti o n st e p

v al u e t o b e eli m i n a t e d a t e a c h r e n o r m ali z a ti o n st e p

C O n diti o n al - a V e r a g e d v al u e i n w a v e n u m b e r s p a c e

t o t a l - a V e r a g e d v al u e i n w a v e n u m b e r s p a c e

d + 1
- di m e n si o n al w a v e -f r e q u e n c y v e ct o r

r e n o r m ali z e d v al u e a t fi x e d p oi n t



h a p t e r l

I N T R O D U C T I O N

1 . 1 B a c k g r o u n d

R e n o r m al i z a ti o n g r o u p ( R N G) t h e o r y w a s p ri m a rily u s e d t o eli mi n a t e di v e r g e n c e s

i n fi eld t h e o r y , a n d l a t e r b e c a m e f a m o u s b e c a u s e of s u c c e s s fu l a p pli c a ti o n s t o c riti c al

P h e n o m e n a i n t h e 1 9 7 0 s ( W il s o n & K o g u t 19 74; M a & M a z e n k o 1 9 7 5) .

R N G t h e o ri e s fo r c riti c a l p h e n o m e n a

T h e s u bj e c t o f c riti c al p h e n o m e n a d e a l s w it h m a t t e r s i n t h e vi ci n it y o f a p h a s e t r a n -

Siti o n ･ S o m e e x a m pl e s a r e a liq u id g a s s y s t e m n e a r t h e c riti c al p o i n t o r a fe r r o m a g n e t

a t t h e C u ri e p o i n t ･ T h e a p pli c a ti o n o f R N G t h e o r y t o m a g n e ti s m i s oft e n i n t e r p r et e d a s

gi vi n g a q u a n tit a ti v e m e a n i n g t o th e c o n c e pt o f bl o c k s pi n s ･ K a d a n o ff (1 9 6 6) p r o p o s e d

a n R N G t h e o r y i n o r d e r t o
◆

e x pl ai n t h e o b s e r v e d s elf
- Si mi 1 a rity of c e rt a i n t h e r m o d y n a m i c

r el a ti o n s hip s u n d e r s c ali n g t r a n s fo r m ati o n s ･

T h e c o r r e s p o n di n g R N G t h e o ry t h a t w hi c h s t a r t s w it h an i n t e r a c ti o n H a mi 1t o n i a n

H o , W hi ch i s a s s o ci a t e d w it h t w o s pi n s a t a di st a n c e L o (i ･ e ･

,
t h e l a t ti c e s p a ci n g) . T h e n

O n e C al c ul a t e s a n e H e cti v e H a m ilt o n i a n H l , b a s ed o n a r e g l O n O f si z e 2 L o , W hi ch m e a n s

a v e r a g l n g O V e r t h e e ff e ct s o f s c al e s L o ･ N e x t
,
W e C al c ul a t e H 2 , b a s e d o n a r e g l O n O f si z e

4 L o , W it h t h e e 鮎 c t s of s c al e s l e s s t h a n o r e q u al t o 2 L o a v e r a g e d o u t ･ T h e r e a ft e r
,
th e

g e n e r al e x p r e s si o n c a n b e o b t ai n e d b y c al c ul ati o n o f t h e H a mi 1t o n i a n 仇 ,
a S S O Ci a t e d w it h

a r e g l O n O f si z e 2
n

L o , a n d t h e eli m i n a ti o n o f s c al e s l e s s t h a n o r e q u al t o 2
n

- 1
L o ･

1



2 仇 a p t e r ⊥･ 上ⅣT R O 上) U C T J O Ⅳ

T h e a b o v e p r o c e s s c a n b e e x p r e s s e d i n t e r m s o f a r e n o r m al
i z a ti o n o p e r at o r R , W hi c h

i s a p pli e d r e p e a t e dly :

月( 仇) = g l , 月( g l) = 筏 , 月( 筏) = 取 …

A t e a ch r e n o r m al i z a ti o n st a g e , th e l e n gt h s c al e s o f th e s y s t e m a r e ch a n g e d a
s

上0 → 2 上0 , 2 エ0 → 4 上0
…

,

(1 ･ 1)

(1 ･ 2)

a n d th e s p l n V a ri a bl e s a r e r e s c a l e d i n a n a p p r o p ri a t e f a s hi
o n s u c h th a t t h e H a mi 1t o n i a n

al w a y s s e e rr u n gly l o o k s th e s am e i n s c al e d c o o r di n at e s
･ It i s thi s r e s c ali n g w hi ch p r o d u c e s

r e n o r m ali z a ti o n a n d t h e t r a n s fo r m a ti o n s E q . (1 .1) d e fi n e a si m pl e g r o u p (i ･ e ･

,
r e n O r m al -

i z a ti o n g r o u p) . A n d it e r ati n g t h e t r a n sf o r m a ti o n l e a d s t o t h e f e s u lt :

仇 + 1
= 仇 , (1 ･3)

w h e r e 仇 . 1 = T( 仇) , t h e n 仇 = H N , i s c al 1 e d a fi x e d p o i n t w h i ch c o r r e s p o n d s t o t h e

c riti c al p oi n t o f t h e s y st e m ･ I n t u iti v ely 7 t hi s c a n b e u n d e r st o o d i n t e r m s o f t h e f a ct th a t

t h e fl u ct u a ti o n s of i n fi n it e w a v el e n gt h ( w hi ch o c c u r a t t h e c riti c al p o i n t) w ill b e i n v a ri a n t

u n d e r s c ali n g t r a n s fo r m a ti o n s ･ T h u s ,
t h e p r o c e d u r e o f R N G i s t o m o v e t h e s y s t e m al o n g a

t r aj e ct o r y , W it h t h e s e q u e n c e o f s c ali n g o p e r a ti o n s pl a y l n g
t h e p a rt o f ti m e ･ T h e r e s u lti n g

fi x e d p oi n t i s d et e r mi n e d b y t h e s o l u ti o n o f t h e f oll o w l n g e q u a ti o n ‥

月( g Ⅳ) = 且 , (1 ･4)

a n d i s a p r o p e rt y o f t h e o p e r a t o r R
r a t h e r t h a n t h e i niti al c o n diti o n H o ･ T hi s i s a s s o

-

ci a t e d w it h t h e id e a o f u n i v e r s alit y o f c riti c al b e h a vi o r . I n th e c a s e qf i u rb ule n c e , t h e

c o r r e 甲 州 d哀乃ダ p 叩
e 巾 び 仇gd ゐe £んα≠ 兢e r e 乃 O r m αJ吏z e d eガ壱c 抽 … 五βC O β軸 レ ぴん五cん び 肌Jd

乃 Of d e p e 几d 抑 彷e m og e c 祝J αr γi 5 C O 5 軸 〃0 ･

R N G t h e o r y b y e p sil o n
- e X p a n Si o n

C o n c e r n l n g t h e a b o v e di s c u s si o n w it h r e s p e c t t o
w a v e n u m b e r

,
t h e F b u ri e r t r a n s fo r m a -

ti o n of t h e s pi n v a ri a bl e s ( o r t h e s pi n fi eld) is i n di sp e n s a bl e , a n d th i s e x p r e s si o n e n a bl e u s

t o c o n sid e r t h e s p a c e di m e n si o n d a s a v a ri a bl e p a r a m et e r ･ T h e c al c ul ati o n o
f H l f r o m H o
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is ㌧d o n e b y i n t e g r a ti n g o v e r t h e b a n d k ≧ 2 7r/ L o , a n d t h e o th e r m o d e s a r e eli m i n a t e d b y

t u r p s i n t e r m s of th e b a n d s 7T/ L o ≦ k ≦ 2 7T/ L o , 打/2 L o ≦k ≦ 7r/ L ｡ , … i n o r d e r t o o b t ai n

t h e c o r r e s p o n di n g H a mi 1t o ni a n s , H 2 , H 3 , …

･ T h e n
,
th e p r o bl e m a t t h e fi Ⅹe d p o i n t c a n b e

s oI v ed fo r d = 4 b e c a u s e t h e c riti c al di m e n si o n of t h e I si n g m o d el of a fe r r o m a g n e t i s 4;

fu rt h e r m o r e , t h e s ol u ti o n s fo r d = 4 -

e
,
W h e r e e i s c o n sid e r e d t o b e a s m all p a r a m e t e r ,

a r e ob t ai n e d b y t h e e x p a n si o n fo r e ･ T h u s , e i s s et e q u al t o u n ity a n d th e s ol u ti o n fo r

d = 3 i s o bt ai n e d .

R N G t h e o r y f b r t u r b u l e n c e

T h e a p pli c ati o n of R N G t h e o ry t o t u rb u l e n c e i s cl a s sifi e d i n t o t h r e e : t r a n Siti o n f r o m

l am i n a r t o t u rb u l e n t 丑o w ; C al c ul ati o n of s c ali n g l a w s fo r a s y m p t o ti c t u r b u l e n t e n e r gy

S P e Ct r a i n a r a n d o m ly s ti r r e d fl uid ; a n d r e d u cti o n o f t h e n u m b e r of d e g r e e o f fr e e d o m o f

fu 11y d e v el o p e d t u r b u l e n t fl o w ･ T h e fi r s t of t h e s e t o pi c s , W hi c h i n v oI v e s a t r a n siti o n fr o m

q u a s l
-

p e ri o di c b e h a vi o r t o c h a o s u n d e r t h e i n fl u e n c e of e x t e r n al n oi s e l n p u t S , i s b e y o n d t h e

S u bj e c t o f t hi s st u d y ･ T h e s e c o n d m a t t e r h a s b e e n p rl m a ril y i n v e stig a t e d b y F b r s t e r e t al .

(1 9 7 7) , W h o s t u di e d t h e b e h a vi o r o f a r a n d o m l y sti r r e d 丑uid b y th e e - e X P a n Si o n t e c h n iq u e .

T h e t hi rd h a s b e e n m ai n ly i n v e stig a t e d b y M c C o m b (19 9 0) , t h e c o n c e pt o f w hi c h i s t h a t

a v e r a g l n g O V e r t h e s h o rt e s t p e ri o d s m o o t h s o u t t h e p a rt o f t h e fi eld w hi c h c o r r e s p o n d s t o

th e hi gh e s t f r e q u e n c v fl u ct u a ti o n s . T h e n t h e m e a n e 鮎 ct o f th e s e 負u c t u a ti o n s i s c al c u l a t e d

fr o m t h e a v e r a g e d - e q u a ti o n a n d eli m i n at e d fr o m t h e e q u ati o n fo r t h e r e st o f t h e v el o city

fi el d ･ T hi s p r o c e d u r e i s r e p e a t e d i n t e r m s o f a n a r r o w b a n d i n t h e w h ol e w a v e n u m b e r

r a n g e t o d e ri v e a n e G e cti v e vi s c o sit y ･

F bll o w i n g F b r s t e r e t al ･ (1 9 7 7) , % k h o t & O r s z a g (1 9 8 6) p r o p o s ed th e R N G t h e o ry fo r

t u r b u l e n c e w h i ch i s a p pli c a bl e t o a n i n h o m o g e n e o u s t u r b u l e n t fl o w a n d t h e R N G - b a s e d

t u rb u l e n c e m o d el s : 7E 一 言t w o -

e q u a ti o n m o d el; t h e S m a g o ri n s k y m o d el f o r l a r g e e d d y si m
-

ul a ti o n ; a n d t h e e q u a ti o n f o r t h e t u rb u l e n t P r a n d tl n u m b e r P r t . T h e s e m o d el s h a v e

b e e n u s e d f o r p r e di cti n g s o m e c a s e s o f t u r b u l e n t fl o w s ( Y a k h o t e t al . 1 9 8 7; P i o m elli

1 9 8 9; Y a k h o t et al ･ 1 9 9 2; O r s z a g e t al ･ 19 9 3) ･ R u bi n st ei n & B a rt o n (1 99 2) a p pli e d t h e

R N G t h e o r y b y Y a k h o t & O r s z a g (1 9 8 6) t o m o d eli n g o f t h e t r a n s p o rt e q u ati o n fo r th e

R e y n old s st r e s s 一

珂 ･ G il e s (1 9 9 4 a , 1 9 9 4b) a p pli e d t h e R N G th e o r y t o t h e p r o b a bilit y
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di st rib u ti o n o f t h e v el o cit v fi el d , a n d p r o p o s e d a K
一言t w o - e q u a ti o n m o d el w it h th e n u m e r

-

i c a l c o n st a n t s . H o w e v e r
,
t h e v alidity of th e R N G b y t h e e

- e X P a n Si o n fo r t u rb ul e n c e h a s

b e e n di s c u s s e d ( K r ai ch n a n 19 8 7; A v ell a n e d a & M aj d a 1 9 9 0; A v ell a n e d a & M aj d a 19 9 2;

C a r ati & C h ri a a 1 99 3; L e si e u r 19 9 3; E yi n k 1 9 9 4; F ri s ch 19 9 5; R u bi n st ei n 1 9 9 6) , a n d n o w

b e c o m e s a c o n t r o v e r si al p r o bl e m i n th e st u d y of t u rb u l e n c e ･

1 . 2 0 bj e c ti v e s

I n v i e w of t h e b a c k g r o u n d d e s c rib e d i n t h e p r e v i o u s s e cti o n , th e p r e s e n t st u d y h a s
t h e

fo 1l o w l n g m ai n o bj e cti v e s ‥

1 . T o a s s e s s t h e R N G t h e o r y p r o p o s e d b y Y a k h o t et al ･ ( Y a k h o t & O r s z a g 19 86;

Y a k h o t & S m it h 1 9 9 2) i n o rd e r t o r e v e al a11 t h e p r o bl e m s i n t h ei r d e ri v a ti o n o f

t u r b u l e n c e m o d el s;

2 ･ T b a p ply a n it e r a ti
v e a v e r a g l n g R N G m et h o d t o a n i n h o m o g e n e o u s t u r b ul e n t s h e a r

n o w w it h a p a s si v e s c a l a r i n o r d e r t o fo r m ul a t e a n e d d y vi s c o sit y , a n e d d y diff u si
v it y ?

a n d t h e e q u a ti o n fo r t h e t u r b u l e n t P r
a n d tl n u m b e r w it h o u t t h e p r o b l e m s o c c u r r e d

i n t h e e - e X P a n Si o n t e c h n iq u e ･

1 . 3 0 r g a n i z a ti o n o f D i s s e r t a ti o n

T h e s u bj e ct o f t hi s t h e si s c o n si st s o f t w o m ai n p a rt s , O n e C O n C e r n e d w ith a n a s
s e s s -

m e n t o f th e Y ak h o t - O r s z a g
-S m ith R N G t h e o ry ( Y a k h o t & O r s z a g 1 9 8 6; Y a k h o t & S mi th

1 9 9 2) , t h e o t h e r w it h r e fi n e m e n t of th e it e r a ti v e a v e r a gi n g R N G b a s e d o n M c C o m b
'

s

m e t h o d ( M c C o m b 1 9 90 ; M c C o m b & W a tt 1 9 9 0) s o a s t o d e ri v e t u r b ul e n c e m o d el s i n a n

i n h o m o g e n e o u s s h e a r fl o w w it h a p a s si v e s c al a r (It a z u & N a g a n o 1 9 9 7 a ; It a z u & N a g a n o

1 99 7 b ; It a z u & N a g a n o 1 9 9 7 c; N a g a n o & It a z u 1 9 9 7b ; It a z u & N a g a n o 1 9 9 8) ･ C h a p t e r 2

i s r el a t e d t o th e f o r m e r st u d y , a n d C h a p t e r 3 w it h t h e l a t t e r o n e ･

C h a p t e r 2 r ef e r s t o t h e R N G t h e o r y p r o p o s e d b y Y a k h o t & O r s z a g (1 9 86) a n d l a t e r

r e v i s e d b y Y a k h o t & S m it h (1 99 2) ･ I n t hi s ch a p t e r , t h e e sti m a ti o n of t h ei r R N G th e o r y
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i s c a r ri e d o u t t o cl e a r u p al 1 t h e p r o bl e m s i n t u rb u l e n c e m o d el s th e y d e ri v e d ( N a g a n o &

It a z u 1 9 9 5; It a z u & N a g a n o 1 99 6; N a g an 0 & It a z u 19 9 7 a) ･ F i r stly , t h e a p pli c a ti o n o f th e

R N G t o th e N a vi e r - S t o k e s e q u a ti o n w ith a sti r r l n g fo r c e i s di s c u s s e d w it h th e v alidity of

th e e - e X P a n Si o n a n d t h e o b t ai n e d n u m e ri c al c o n st a n t s i n th e i n e rti al r a n g e ･ T h e n
?
th e

m o d eli n g of th e 万
一 言 t w o -

e q u ati o n t u rb ul e n c e m o d el b y t h e R N G t h e o r y i s r e e x a m i n e d ･

T h e p r o bl e m s i n d e ri vi n g t hi s m o d el a r e p oi n t e d o u t i n o rd e r ･

C h a p t e r 3 r e fe r s t o th e d e v el o p m e n t of t h e it e r a ti v e a v e r a g l n g R N G t h e o r y t o a n aly z e

a n i n h o m o g e n e o u s t u rb ul e n t s h e a r fl o w w ith a p a s si v e s c al a r ･ T hi s m eth o d i s e x pl ai n e d

i n t hi s c h a p t e r ･ A n e d d y vi s c o sit y ty p e t u rb u l e n c e m o d el i s f o r m u l a t e d b y u s l n g t h e e x a c t

N a v i e r - S t o k e s e q u a ti o n w ith n o s ti r rl n g fo r c e a p a rt f r o m t h e p r o b l e m a p p e a rl n g i n t h e

e
-

e X P a n Si o n t e c h n iq u e ･ I n t h e s a m e m a n n e r
,
a n e d d v di ff u si vit y fo r h e a t a n d t h e e q u a ti o n

fo r t h e t u r b u l e n t P r a n d tl n u m b e r P r t a r e fo r m u l a t e d .

T h e c o n cl u si o n s a r e s u m m a ri z e d i n C h a p t e r 4 .

T h e d e t ail e d c al c u l a ti o n s t h r o u gh C h a p t e r s 2 a n d 3 a r e s h o w n i n A p p e n di c e s A a n d

B .



C h a p t e r 2

A S S E S S M E N T O F T H E

Y A K H O T - O R S Z A G - S M I T H

T H E O R Y

H e r e t h e a u t h o r g o e s i n t o d et ails o f t h e Y a k h o t & O r s z a g ( h e r ei n aft e r r e fe r r e d t o a s

Y O ) an d Y a k h o t & S mi th ( Y S) t h e o r y fo r f u rb u l e n c e a c c o rdi n g t o t h ei r p a p e r s ( Y a k h o t

& O r s z a g 1 9 86 ; Y a k h o t & S m it h 1 9 9 2) , Cl e a rly p o i n t s o u t all t h e p r o bl e m s i n t u r n s , a n d

c o m m e n t s o n t h e m .

2 . 1 B a si c E q u a ti o n s

I n t h e i n e r ti al r a n g e , O n e C an C O n Sid e r t h e f o 1l o w i n g fo r c e d N a v i e r
- S t o k e s e q u a ti o n a n d

i n c o m p r e s sibl e c o n ti n u it y e q u a ti o n :

喜 一

ニー
ー告
∂lJ

～

= ム ー 諾 恒 0 ㌫ , (2 ･1)

纂= 0 ､ (2 ･2)

W h e r e u i( 3: , 7
-

) i s th e 且u ct u a ti n g v el o cit y c o m p o n e n t , P i s th e d e n sit y , P i s th e p r e s s u r e ,

a n d L/ o i s t h e m ol e c u l a r ki n e m a ti c v i s c o sit y ･ T h e e q u ati o n o f m o ti o n fo r t h e fl u ct u a ti n g

6
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v el o cit y i s g e n e r ali z e d b y t h e a d diti o n o f a n e x t e r n al r a n d o m fo r c e ･ T h e r a n d o m fo r c e L

i s a s s u m e d t o b e G a u s si a n
,
W hit e n o i s e i n ti m e

,
i s o t r o pi c i n s p a c e , a n d h o m o g e n e o u s i n

ti m e ･ T h e (d + 1) - di m e n si o n al F b u ri e r t r a n s fo r m of it s t w o -

p O i n t c o r r el a ti o n i s d e fi n e d a s

〈 舶
′

)〉=〈
2 榊 )

机

;
j( 帖

′

)

;
A

三三芸ニsご
0

7 (2 ･ 3)

w h e r e

β(た) = β0た
~

y
,

榊 ) = ∂fゴ
ー 笠･

H e r e
,
k ≡ ( k , W) is t h e (d + 1) 一di m e n si o n a l w a v e - fr e q u e n c y v e c t o r , D ｡ i s a di m e n si o n al

c o e伍ci e n t
,
a n d t h e p a r a m e t e r y l S Ch o s e n t o d e s c rib e t h e K ol m o g o r o v fo r m of t h e e n e r gy

s p ｡ Ct r ｡ m i n t h r e e di m e n siムn s ( y = d = 3) . T h e p r oj e c ti o n o p e r a t o r R j(k) m a k e s t h e

f a n d o m fo r c e s t ati s ti c ally i s o t r o p I C a n d di v e r g e n c e fr e e ･ T h e i niti al c u t o ff w a v e n u m b e r

i n E q ･ (2 ･3) i s A ｡ = 0[( 言/ u8)
1/ 4

】, a n d A e = 0( 打/ L) ･

W e u s e t h e ( d + 1) - di m e n si o n al F b u ri e r t r a n s fo r m :

叫( 諾 っ 丁) =上< A ｡ノご加古(た, 〕) e x p( 沌
･ 正 一 呵

d 山d た

(2 ･ 6)

T h e s p a c e
- ti m e Fb u ri e r t r a n s fo r m e d N a vi e r - S t o k e s e q u a ti o n f o r E q ･ (2 ･1) a n d c o n ti n u it y

e q u a ti o n f o r E q ･ (2 ･2) a r e

叫(£) = 扉) 柚 一字融)書m れ( た)王< A ｡ ㍑ m (卓) u れ(£ 一 尋)

加古(た) = 0
7

G ｡( た) = ( 一 言山 十 〝｡た
2

)
~ 1

,

君m m( た) = たm 書几(た) + たれ 書 m(た) ,

¢ = (9 , n) = (9 1 , 9 2 , 曾3 , n) ,

萌 = 勾1 勾2 句3 d n ･

w h e r e

(2 打)
ル 1

つ

(2 ･ 9)

(2 ･ 1 0)

(2 ･1 1)

(2 ･1 2)
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I n E q . (2 ･ 7) , 入0( = 1) is a d d e d a s a b o o k k e e pi n g p a r a m et e r i n f r o n t o f t h e n o n li n e a r t e r m ,

a n d E q ･ (2 ･ 7) i s d e fi n e d o n th e d o m ai n O < k < A o , 0 < q < A o ,
-

∞ < LJ < + ∞ , a n d

- ∝ 〉 < n < + ∞ .

2 . 2 S c a l e R e m o v a l P r o c e d u r e

A s s h o w n i n F ig ･ 2 ･1
,
W e di v id e t h e v el o city u i( k) i n t o t w o c o m p o n e n t s a s f oll o w s :

叫(£) =〈:…;…;;:;ニ‡;::三, (2 ･1 3)

A( r) = A o e x p(
-

r) ･ (2 ･1 4)

T h e p a r a m e t e r r i s ch o s e n s o t h a t O < e x p(
-

r) < 1 ･ T h e n t h e c o r r e s p o n di n g d e c o m p o
-

Siti o n o f t h e N a v i e r - S t o k e s e q u a ti o n c a n b e o bt ai n e d b y s u b stit u ti n g E q ･ (2 ･1 3) i n t o E q ･

(2 ･7)‥

㍉(£)

uア(£)

G 紬 離) 一字G 締 ろ∑れ(た)上u m( 軌 £
一 卓)

G言(た) だ(た)

(2 打) 叶
1

- ㌢ 紬 監 (た) 揮(¢) u言(£
一 尋) + 2 舶 )浸(£ 一 尋)

中亮(ぜ)浸(£ 一 卓))
(2 打)

井 1

G 紬 ガ㈱ 一字離) 耽 れ(た)上祝 m( 軌 £
一

)々

G言(た) だ(た)

(2 打)
d 里

一字 離) ろ∑れ(た) 揮(針寝(£
-

い 嘲 )㍑言(£ 一 )々

中亮(¢) 浸(良 一 卓)〉( 2 打) 井 1

(2 ･ 1 5)

(2 ･1 6)

N o t e t h a t i n t h e e q u a ti o n o f m o ti o n f o r u
<
,
t h e hi gh e r w a v e n u m b e r m o d e s u

>
a r e
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A 何 へ た

F ig u r e 2 ･ 1 : Fi n e s c al e r e m o v al

i n cl u d e d i n t h e n o n li n e a r t e r m s .

I n o r d e r t o eli m i n a t e u
>
fr o m E q . (2 .1 5) , a Jll u

>
t e r m s s h o u ld b e r e m o v e d b y t h e

s u b stit u ti o n o f u ? gi v e n b y E q . (2 .1 6) i n t o all t h e m o d e s u
>
i n t h e u < e q u a ti o n [E q ･

舶 ) = G 紺 離 ) 一字雛 ) だαβ(q)上ト…(3 榊 - 3) + 2 浸(3 榊
- 3)

巾夏(3) u言(卓
- 3)〉

d3

(2 打)
叶 1

G 紺 だ(尋卜字G言( 鵬 β(q)上〈顧) 榊 - 3) + 2 郡 ) 離 ) 榊
- 3)

+ G吉(3) だ(3) G言(尋 - 3)ガ(尋
- 3)〉

+ 0(入呂)

戒(ん 一 尋) = C言(た
- 尋)だ(た

一 卓)

d3

(2 打)
鈷 1

(2 ･1 7)
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一等G言(£ 一

略 (た
-

q)ノ樟(ヂ)扉(£
一 尋 - ヂ)

+ 2 榊)扉(良
一 尋 - り + 榊)雇(£

- ぜ
- ヂ))

dヂ

(2 汀)
井 1

一等G言(£ 一

略 (た
-

9)J 恒( 礪 (£
一 卓 一 声)

+ 2 G吉( 礪 (ヂ)扉(£
- ¢ -

り + G 紺) 榊) G吉(良
一 尋 一 往庁(£ - 亭

一 声)〉

+ 0(人吉) .

dヂ

(2 打)
ル 1

( 2 ･ 18)

T h is p r o c e d u r e g e n e r a t e s a n i n fi n it e e x p a n si o n fo r u
<
i n p o w e r s of 入o i n w hi c h t h e m o d e s

u
>
d o n o t fo r m ally a p p e a r:

( - ん + 〝｡ た
2

) u 再) = だ(£) + 0(人吉ト 0(人言)
･ ‥

,

0( 人吉) =
一字ろ£乃(た帝王(¢) u≡(£

一 尋)

0(人吉)

w h e r e

4 β0(普)
2

ろ∑叫 G言( 納 言(&
一 尋)

× 監 β(た
-

9) だ α( 9)9
~

y

( 2 打)
在 1
u言(左)

+ 4 噂)
2

ろ∑れ( 棚吉( 瑚
2

銅 瑚 )

×だ α(た
-

9)lた -

9t
~

y

(2 打)
射1
u言(た)

(2 ･1 9)

(2 ･ 2 0)

(2 ･2 1)

T h e e q u a ti o n fo r u
<
i s a v e r a g e d o v e r t h e fi n e

- S C al e A o e x p( - r) < q < A o [ u s e E q ･ (2 ･3)

fo r f
>

] . I n t e g r a ti o n o f th e hi gh e r w a v e
- n u m b e r c o m p o n e n t s s u c h a s G言(4) a n d 監 n( q)

o v e r t h e hi gh e r w a v e
-f r e q u e n c y v e ct o r ¢ ≡ ( q , 0) i s c a r ri e d o u t o n t h e a s s u m p ti o n o f t h e
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di si a n t -i n t e r αCti o n li m it ( lkf ≪Iq[) ･ K e e pi n g t e r m s t o O( 入3) , W e O b t ai n

0 (Å呂) =

人言β o d
2

-

y
- 4 g d e X p( ∈r)

- 1

2 〝∂(2 打)
d
d(d + 2) 亡A昌

人吉βo d
2

- d -

∈∫d e X p( ∈r)

た
2

㍉(£)

1 1

2 〃∂(2 打)
d d(d + 2) ∈A昌

■

｢
J

<

丁

だ
<
･

l
u㍍

( 一 山 + 〝0 た
2

) u 再) = だ(£) + 0 (入｡ ト △ 〃( r)た
2

㍉(£)

〈→ 山 + ( 拘 + △〝) た
2

拉(£) = 魚わ+ 0 (入｡) ,

て2
e X p( ∈r) - 1

△ 〝( r) = A d 〝0 入岩

A d

1 ∫d d
2

- d 一

亡

2 (2 汀)
d d(d + 2)

7

∈ = 4 + y
- d

,

a n d

O r

w h e r e

(s e e A p p e n di x A) ･ E q u a ti o n (2 ･2 4) c a n b e r e w ritt e n a s

扉(た) = C
r( た) # (た)

一 字抽 軋 (吐 A ｡ e X ｡(
_

r,
舶 言(£ - ¢)

C γ(£) = 〈一 山 + 〝( r) ㍍｢
1

,

〝( r) = 〝0 + △ レ( r)

ポ
ん
U

-

α
A+l{0〃ニ

e x p( ∈r)
- 1

(2 打)
d + リ

(2 ･2 2)

(2 ･2 3)

(2 ･ 2 4)

(2 ･2 5)

(2 ･2 6)

(2 ･2 7)

(2 ･2 8)

( 2 ･ 2 9)

(2 ･3 0)

(2 ･ 3 1)
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I n E q . (2 .2 6) , S d i s th e a r e a of a d
- di m e n si o n al u nit s p h e r e (i ･ e ･

, S 3 = 4 7T) ･ E q u a ti o n (2 ･2 5)

d e n o t e s th e e 鮎 c t o f t h e eli m i n at e d m o d e u >
,
a n d i s a d d e d t o th e b a r e vi s c o sit y z/ 0 ･ N o t e

th a t t h e e x p a n si o n p a r a m et e r e i n E q ･ (2 ･ 2 7) is d et e r m i n e d n o t o nly b y th e n u m b e r o f

di m e n si o n s d b u t als o b y t h e d e c a y p a r a m e t e r y d e fi n e d b y E q ･ ( 2 ･ 4) ･ T h u s
,
th e e x p a n si o n

p a r a m e t e r e i n th e Y O t h e o r y i s n e v e r d et e r m i n e d b y o nly a di m e n si o n d ･ It al s o d e p e n d s

o n th e s c ali n g p a r a m et e r y th a t d e s c rib e s th e r a n d o m fo r c e s p e ct r u m ･ An d th e r e s c ali n g

p r o c e s s i s n o t d o n e . A ct u all y , t h e Y O t h e o ry

●

i s n o t W il s o n - ty P e ( e - e X p a n Si o n) R N G a t

all .

T h e e ff e c ti v e vi s c o sit y i s r e p r e s e n t e d a s

〝( r) = 小上
γ

響d∫, (2 ･3 2)

a n d th e e 鮎 c t of t h e n o n li n e a r t e r m s i s t r e a t e d a s a n i n c r e m e n t t o t h e v i s c o sity b y i n
-

C r e a Si n g r .

2 . 3 D i 鮎 r e n ti a l R e l a ti o n fo r E ff b c ti v e V i s c o sit y

H e r e w e cl a rify t h e m et h o d o l o g y o f h o w t o d e ri v e t h e diff e r e n ti al r el a ti o n f o r L/( r) ･

T b o b t ai n t h e d e ri v a ti v e o f l/( r) w it h r e s p e ct t o r , Y O a rg u e d t h a t it c a n b e o bt ai n e d b y

t a ki n g th e li m it r
→ O i n E q ･ 作･ 31) ･ H o w e v e r

,
t hi s a p p r o a ch d o e s n o t l e a d t o t h e c o r r e ct

r e n o r m al i z e d e q u a ti o n fo r d l/( r)/ d r . H e n c e
,
f r o m o u r p oi n t o f v i e w , t h e c o r r e c t p r o c e d u r e

sh o u ld b e a s fo 1l o w s .

F r o m E q ･ (2 ･2 5) , t h e e ff e c t o f eli m i n a t e d m o d e s i s r e p r e s e n t e d a s

△ レ( r) =

Jノ言〔

s o t h a t th e r e n o r m al i z e d vi s c o sit v b e c o m e s
■一
/

( A ｡ e X p( - r))
亡

〃( A - △A) = 〝( A) + △ 〝( A)

〝( A) +

(2 ･ 3 3)

(2 ･ 3 4)
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w b e r e

A = A o e x p( - r) .

A c c o r di n gly , th e diG e r e n ti al e q u a ti o n fo r L/( A) i s r e p r e s e n t e d a s

d 〃しl)

d A
1i n l
△A → 0

1i m
△A 一 → 0

レ( A - △ A) -

〝( A)

( A
- △A) - A

- △A

A d β0入3 ( A
- △ A) 丁

仁
一 A

~ ∈

△ A茄二= 0 〝
2

( A) e
- 1i m

A d β0 Å呂
〝
2
( A) 亡

A d β｡ 人言

d A
~ ∈

d A

〝
2
( A) A

叶 1
▼

T h e i n t e g r ati o n o f E q ･ ( 2 ･ 36) gi v e s

J; 〝
2
d 〝 =

-ぷA d 瑚 A
一

叫

w hi c h yi eld s

O r

+liOレニ
T
h

ん(レ

レ( r) = 〝0〈

3 A d β0 人吉

1 + 3 A d β｡ 人吉

巨 AJり〉
を

e x p( ∈r) - 1

∈A a

(2 ･3 5)

(2 ･3 6)

(2 ･3 7)

(2 ･3 8)

(2 ･3 9)

N o t e t h at t h e r e n o r m ali z e d vi s c o sit y i s o b t ai n e d w it h o u t a n v h elp of a n e
- e X p a n Si o n t h o u gh

Y S al 1 u d ed t o s o m e r el a ti o n s hip w it h t h e e
-

e X P a n Si o n ･

I n t h e li m it c a s e k ≪ A ｡ , Y O s u g g e s t e d t h at

レ( た) 巴( 竿)
を
た

一

書

A n d
,
t h e v m a d e u s e of t h e fo 1l o w l n g r el a ti o n :

■ ノ

2 上)｡ g d

(2 打)
d

= 1 . 59 吉
,

(2 ･ 40)

(2 ･4 1)



1 4 C ムa p f 訂 2 . A ざg E 5 ざM E Ⅳ T O ダ r 月苫 m ∬ガO r - O R 5 Z A G - 5 〃一丁打 r 且E O R y

a n d r el a t e d D o t o t h e t u rb ul e n t e n e r gy di s sip a ti o n r a t e E ･ [L a m (1 9 9 2) p o i n t e d o u t th a t

th e c o n st a n t l ･5 9 i s i n e r r o r
,
a n d l ･5 7 i s c o r r e c t ･】 T h e n t h e e 鮎 cti v e vi s c o sity h a s th e

S p e Ct r u m fo r m :

〝( た) =〈

{ニ

3 × 1 . 5 9

2 ∈

951×3

)4(×2

′

亡d㌔

)
T

d2+
2d(2

0 . 49 古書た
一

書

三

3

一

山
ル

l
■

3

1

1

こ

l
-

3

ヽ

ノゝ

出
3

L
r

ル

l
■

3

一

己

l
●

3

}
(2 ･4 2)

W 6 e m p h a si z e h e r e t h a t t h e n u m e ri c a l c o n st a n t i s i n v alid b e c a u s e t h e y e v al u a t e d it b y

p u tti n g e
= O a n d e = 4 (it d e s c rib e s t h e K o l m o g o r o v s p e ct r u m ) i n E q . (2 . 42) in a n

ill o gi c al m a n n e r ･ If w e s u b stit u t e e = 4 fo r E q ･ ( 2 ･ 42) , W e O b t ai n a v al u e of O ･3 4 i n st e a d

o f O .4 9 .

2 ･ 4 R e n o r m a li z e d E n e r g y S p e c t r u m

U si n g t h e fo 1l o w i n g z e r o t h
- O r d e r ( 入0 = 0) e q u a ti o n fo r uf(k) o n t h e c o n diti o n A e <

た ≪ A ｡ :

〈
一 山 + 〝(た)た

2

トチ(£) = だ(£) ,

W e O b t a i n t h e e n e r g y s p e ct r u m :

且(た) =

∫d β0 ,

_
1 _

イ

(2 ･ 4 3)

(2 ･4 4)

S u b stit u ti n g E q ･ ( 2 ･ 40) a n d E q ･ (2 ･4 1) i n t o E q ･ (2 ･4 4) , t h e r e n o r m ali z e d e n e r g y s p e c t r u m

i s r e p r e s e nt e d a s

且笹) = 危 言きた
トき∈

, (2 .4 5)

a n d t h e p a r a m e t e r e = 4 ( o r y = 3) is n e c e s s a r y t o d e s c rib e t h e K ol m o g o r o v
-

5/ 3

p o w e r
-1 a w s p e ct r u m ; b e sid e s , th e K ol m o g o r o v c o n st a n t i s d e t e r mi n e d a s

c 打 = (誓)
告

〈芸
d
2

- d -

∈

d(d + 2)
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( 群〈㌻缶×

1 .6 1 5

3 3
2

- 3 - (0)
3 ×(3 + 2)

(2 ･ 4 6)

b y u s l n g e = O a n d e = 4 at di 鮎 r e n t p o i n t s i n th e s a m e e q u a ti o n ･ If w e u s e a v al u e of

e = 4 c o n si st e n tly , t h e K ol m o g o r o v c o n st a n t b e c o m e s C k = 1 .1 1 3
,
W hi ch i s o u t o f r a n g e

o f th e m e a s u r e m e n t C K = 1 ･4 ～ 2 ･0 (S r e e n i v a s a n 1 9 95) ･

A ft e r th e eli mi n a ti o n o f t h e m o d e s i n t h e i n e rti al r a n g e , O n e C a n S e t th e w a v e n u m b e r

k t o A e i n E q . (2 . 40) . O n t h e o t h e r h a n d
,
t h e a v e r a g e d t u r b u l e n t ki n e ti c e n e r g y e v a l u a t e d

f r o m E q ･ (2 ･ 4 5) i s

万 = 上
∞

且 榊 た 巴 f c 打 言きた
~

き

…鞍 言告Aご
言

7

2

(2 ･4 7)

a n d f r o m t hi s r el a ti o n
,
t h e e ff e c ti v e v i s c o sit y gi v e n b y E q ･ (2 ･ 4 0) is r ef o r m u l a t e d a s

ニ)A e(〃
2 ∈ d

2
+ 2 d

･…ト
ニ

評

了

1 .5 9 × 3 3
2

- 3 -

(0)＼
3

2 ×(4) 3
2
+ 2 × 3

(…× 1 ･ 6 1 5)
2

言

0 . 08 5空
こ

(2 . 48)

F o r t h e n u m e ri c al c o n st a n t O .0 8 5
,
Y O e m p h a si z e d t h a t th i s r e s u lt i s i n g o o d a g r e e m e n t

w ith t h e e d4 y v i s c o sit v of t h e s t a n d a r d 万
一 言 m o d el ･ B u t t hi s w o u ld s e e m t o b e o n ly

s h e e r c oi n cid e n c e . T h e; e a r e t h e f oll o w i n g i n c o n si st e n ci e s i n t h e d e ri v a ti o n o f E q . (2 .4 8):

t h e u s e of t h e r e n o r m al i z e d s p e c t r u m [E q ･ (2 ･4 5)] , W hi ch i s d e ri v e d u n d e r t h e c o n diti o n

A
e < k ≪ A o , fo r E q ･ (2 ･4 7) , a n d t h e c o m p u t a ti o n o f th e n u m e ri c al c o n s t a n t s u si n g
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e = O a n d e = 4 i n t h e s a m e e q u ati o n . 【It c a n b e a r g u e d t h a t thi s n u m e ri c al c o n st a n t

m i gh t b e o b t a in e d w ith a l o w e st o r d e r a p p r o xi m a ti o n C k = A o/ e t o t h e i n e rti al T a n g e

c o n st a n t i n th e fo r m : C K = A( e)/ e = A o/ e + A l + A 2 e +
･ ･ ･

,
a S Sh o w n b y W o o d r u ff

(1 9 94); a n d e i s n e v e r s e t t o a n y v al u e o th e r th a n 4 , eit h e r i n e v al u a ti n g e x p o n e n t s

o r a m plit u d e s , alth o u gh t h e q u a n tit a ti v e a c c u r a c y o f thi s a p p r o x i m a ti o n i s n o t p r o v e n

m ath e m ati c ally . A n y i m p r o v e m e n t o n C K = A o/ e w o uld r e q u i r e e v al u a ti o n o f a hi gh e r

o r d e r a p p r o x i m ati o n , W hi ch w o uld b e t h ei r o bj e cti o n t o s e tti n g C K = A(4)/ 4 ( R u bi n st ei n

1 9 9 6) .] If o n e u s e a c o n si s t e n t v al u e o f e = 4
,
th e n u m e ri c al c o n st a n t i n E q ･ (2 ･4 8)

b e c ｡ m e S O .1 2 2 . T hi s v al u e di 鮎 r s fr o m t h e v al u e o f O . 0 9 u s e d i n t h e st a n d a rd 万 一言 m o d el .

2 . 5 M o d e li n g o f K
- E q u a ti o n

N e x t
,
W e e X a m i n e t h e d e ri v a ti o n of t h ei r R N G 万 一 e q u a ti o n . T h e p r o c e d u r e i s t h e

s a m e a s f o r t h e N a vi e r - S t o k e s e q u a ti o n s : A ll t h e m o d e s i n t h e i n t e r v al A e < k < A o a r e

r e m o v e d
,
a n d r e p r e s e n t e d a s a n i n c r e m e n t o f a diff u si o n t e r m ･

T h e t r a n s p o rt fo r t h e t u r b u l e n t ki n e ti c e n e r g y K i s

有
+ 叫
扁:

= ~ £ + 〝0
拓

~ ~

∂ヱf
+ 町ん (2 ･ 4 9)

w h e r e K = 1/ 2 u i u i a n d e = Z /0(∂u i/∂x j)
2

･ W 占 u s e t h e d e fi n iti o n of t h e F b u ri e r t r a n s fo r m :

鞠 丁) =上< A ｡Jご鞠 〕) e x p( 揃い 芳
一 叫

∬(あ, 〕) ≡ ∬(た) =

1

言上< A ｡ 咄甘廟(£
- 尋)

a n d o b t ai n t h e t r a n s p o rt e q u a ti o n fo r K i n Fb u ri e r s p a c e :

( 一 定 十舷㌍甚(左) =
一

湖上< A ｡ 叫( 畔(良
一 尋)
(2 打)

井 1

(2 ･5 0)

(2 ･5 1)

一

己(£) . (2 .5 2)

H e r e 舷( = L b) is th e b a r e diff u si vity ･ T h e p r e s s u r e
- St r ai n c o r r el a ti o n t e r m an d th e fo r c e -

st r ai n c o r r el a ti o n t e r m a r e a s s u m e d t o b e n e gligi bly s m a11 ･ T o eli m i n a t e th e hi gh e r w a v e

n u m b e r m o d e s i n th e i n t e r v al A ｡ e X P(
-

r) < k < A ｡ , W e d e c o m p o s e K ( k) in t o K
<
(k) a n d
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K
>

(k) i n t h e s a m e w a y a s i n S e cti o n 2 ･2
,
a n d s u b stit u t e K

>

( k) a n d u
>
d e t e r mi n e d fr o m

e a c h t r a n s p o rt e q u a ti o n i n t o t h e n o n li n e a r t e r m i n th e t r a n s p o rt e q u a ti o n fo r K
<

(k) ･

T h e r e s ult a n t r e n o r m ali z e d e q u ati o n fo r K
<
b e c o m e s

〈
一 山 x 耳( r)た

2

〉∬
<

(£) = 一 湖上< A ｡ 叩 ( _ γ,
榊)∬

<

(長
一 ¢)

w h e r e t h e r e n o r m ali z e d diff u si vity i s

x 打( r) = 妓〈1 +

(2 打)
叶 1

d - 1 g d 大呂〝言 e x p( ∈r) - 1

d (2 打)
d
烙 + 〝0 ∈舷

一

己
<

( た) , (2 ･5 3)

(2 ･5 4)

I n w h a t fo 1l o w s
,
W e a tt e m P t t O d e ri v e th e d iff e r e n ti al r el a ti o n fo r x K i n t h e s a m e w a y

a s i n S e cti o n 2 ･2
,
b e c a u s e Y O m a d e fe w c o m m e n t s o n it s d e ri v a ti o n

,
O nly m e n ti o n l n g t h a t

t a ki n 9 r → 0 ･ H o w e v e r
,
b y si m ply t a ki n g r → 0 ? W e C a n n O t g et t h e c o r r e ct e q u a ti o n ･ T h e

c o r r e ct p r o c e d u r e s h o u ld b e a s fo 1l o w s . Ft o m E q ･ (2 ･5 4) , a C C O r di n g t o t h e r e n o r m ali z ati o n

t h e o r y , t h e r e n o r m ali z e d diff u si vit y h a s t h e fo 1l o w l n g r el a ti o n :

x 打( A
- △ A) =

X ∬( A) + △x ∬( A)

X ∬( A)

d - 1 ∫d β｡ 人吉
d (2 打)

d
〝( A)( x 耳( A) + レ( A)) ∈

H e n c e
,
t h e di仔e r e n ti a l r el a ti o n f o r x K i s o b t ai n e d a s fo 1l o w s :

d x ∬(Jl)
d A

1i m
△ A → 0

x 打( A - △A) -

X ∬( A)

( A
- △ A)

- A

( 〃( A) + x ∬( A)) ∈

( A - △A)
∈

ー 1i m
△ A → 0

d - 1 ∫d

d (2 打)
d
〝( A)( レ( A) + x 打( A)) ∈

d - 1 5 d β0 人言
d (2 打)

d
〃( A) ( 〃( A) + x ∬( A)) ∈

( A - △A)
~ `

- A
●

∈

△ A

(2 ･ 55)
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d - 1 ∫d β0人言
d (2 打)

d
〝( A)( レ( A) + x ∬( A)) A 叶

1
'

a n d r e pl a ci n g A w ith A o e x p(
- r) gi v e s

d x ∬( r) d
- 1 5

'

d β0

d r d (2 打)
d
レ( r) A昌X ∬( r) + レ( r)

d x ∬( r) d
- 1 ∫d ス

2

( r) 〝
2

( r)
d r d (2 打)

d
x Ⅳ( r) + 〝( r)

'

ス
2

( r) =

.＼呂β｡
レ
3
( r) A昌

e x p( 亡r) ･

e x p( ∈r)

(2 ･ 5 6)

(2 .5 7)

(2 ･5 8)

(2 ･ 5 9)

O r

w b e r e

E q u a ti o n ( 2 ･ 5 8) is id e n ti c al t o t h a t u s e d i n t h e Y O t h e o ry ･ A g ai n , th e r e i s n
`

O e - e X P a n Si o n

i n m a t h e m ati c al t r e at m e n t .

N e x t
,
Y O d e fi n e t h e p a r a m e t e r αK ( r) a s α K( r) = X K ( r)/ l/( r) , W rit e it s diff e r e n ti al

e q u a ti o n a s

d α∬( r)
d r

1 d x 打( r) x 打( r) d 〝( r)
〝( r) d r 〝

2

( r) d r

主十(≒
1 1 1 d

2
- d -

∈

訂
~

1 + 咄 ( r) 2 d( d + 2)

a n d s oI v e t h i s u n d e r t h e i n iti al c o n diti o n α K(0) = α 0 :

勒
-

α1 豊

w h e r e t h e v e sti m a t e a a n d b a s f oll o w s :
ヨ

喜ト(1

誓
三

= ÷ ･

如
一

3
+

)2+
丁

α(
J
u

′

C

T

αが

汁1 +(1 + 撃
1 .3 9 2 9

,

ヽ

}
ノ

ー
ー

2

)

咄( r)〉, (2 ･6 0)

(2 ･6 1)

(2 ･ 6 2)
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妄〈1 +(1 +筈
射

り+
J

α(
J

α

′

C

T

α
2丁
α

喜〈1 +(1 + 撃
2 .3 92 9 .

×

l
ノ

l
一

2

)
幻
ノ

+3(×3

)0(3
2
3

ヽ

F
ノ

l
】

2

)
(2 ･ 63)

F r o m E q . (2 .6 1) , α K a P p r O a C h e s t h e c o n st a n t αk = a = 1 .3 9 2 9 二± 1 ･3 9 w h e n l/ 0 ≪ l/( r) ･

B u t t hi s v al u e α妄 = 1 ･3 9 i s al s o c o m p u t e d b y p u t ti n g e
= O a n d e = 4 i n t h e s a m e

e q u a ti o n [s e e E q . (2 ･6 2)] .

I n a ct u al t u rb u l e n t s h e a r 且o w
,
t h e p r o d u cti o n t e r m a n d t h e c o n v e c ti o n t e r m w o u ld

a p p e a r fr o m t h e n o n li n e a r t e r m . T o a c c o u n t fo r t hi s f a c t
,
Y S a d d t h e s e t e r m s t o th e

i niti al g o v e r n l n g e q u a ti o n :

u
J
両

→ ㍑
J
可
+ 明

∂[
▼

～

∂勺
+ 瑠 (2 ･6 4)

T h e a v e r a g e d v a l u e fo r t h e t u r b ul e n t ki n e ti c e n e r g y an d it s di s s lp a ti o n r a
t e a r e d e fi n e d

a s li m K ( k) = 万 a n d li m E( k) = 吉
,
r e S p e Cti v ely . H e n c e t h e p r o d u cti o n t e r m i s

左 _ 0 £→ 0

∂仇 ∂仇

浩 叩 筍
=

明
釘

圭霊瑠 = 瑠
a n d t h e c o n v e c ti o n t e r m i s

(2 ･6 5)

(2 ･6 6)

A lt h o u gh t h e fo 1l o w i n g K - e q u a ti o n i s o b t ai n e d , it i s n o t di r e c tl v d e ri v e d b y t h e R N G

t h e o r y . It i s a p p a r e n t fr o m t h e fo r e g o l n g di s c u s si o n s t h a t t h ei r R N G t h e o r y p r e di ct s o n ly

t h e m o difi e d di ff u si o n t e r m a n d t h e n u m e ri c al c o n s t a n t s a r e i n v ali d .

雷+ 瑠 = 一 言+ f k +芸〈α完〝( A標〉
∂百f

鞄 = ~

明
石

〝( A ｡) = 0 ･0 8 5

α
打

= 1 ･3 9

(2 ･6 7)

(2 ･6 8)
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2 . 6 M o d eli n g o f 百
- E q u a ti o n

T h e t r a n s p o rt e q u ati o n fo r E i s o bt ai n e d fr o m E q ･ (2 ･1) ･

∂ど ∂£

訂
+ 町
有

2塘監- 2塘監詰ー 2 〝言(㌫)
2

- 2 浩纂 ･ 〝0
∂扁

U si n g th e d e fi n iti o n o f th e F b u ri e r t r a n sf o r m :

亡( ご 7 丁) =上< A ｡ノご絢 〕) e x p(五た ･ £ 一 叫
d 山d た

( 2 打)
d + =

e( あ7 〕) ≡ 己(£) = -

〝0上< A ｡ 鶴(た
一

擁 伽 (£
- 尋)

t h e e q u a ti o n fo r E i n Fb u ri e r s p a c e i s

( 一 山 + 来世睾(£) = 一 服上< A ｡ 刷 (£
一 卓)

一 缶(た)
- % (た) ,

(2 打) 外
1
'

萌

(2 打)
在 1

(2 ･7 1)

(2 ･7 2)

(2 ･7 3)

(2 ･ 7 4)

w h e r e x2( = U o) is t h e b a r e di ff u si v it y , t h e t u r b u l e n c e p r o d u cti o n t e r m f o r di s sip a ti o n E(k)

1 S

項) = - 2豆粕上< A ｡ノ< A ｡ 肌 (た
-

9
- r)∫叫( 鉢 勅 f(£ 一 打 ヂ)

a n d d e st r u c ti o n o f th e di s s l p a ti o n i s

頓) = 2 レ言上< A ｡ 9
2

lた -

9 佃 ) 叫(£ 一

尋)

dヂd尋

(2 汀)
2 d + 2

7 (2 ･7 5)

(2 ･7 6)

S m ith a n d R e y n old s (1 9 9 2) s h o w e d t h a t t h e p r e s s u r e - St r ai n c o r r el a ti o n t e r m a n d t h e

fo r c e - S t r ai n c o r r el a ti o n t e r m a r e n e gl e ct e d a s a r e s u lt o f a r e n o r m ali z e d p r o c e d u r e .

H o w e v e r
,
W e C O n Sid e r t h a t E q ･ (2 ･7 4) w ith E q ･ (2 ･ 75) a n d E q ･ (2 ･ 7 6) d o e s n o t d e s c rib e

t h e t u rb u l e n t e n e r gy di s s lp ati o n r at e e x a ctly b e c a u s e it i s n o t d e fi n e d i n th e di s s lp a ti o n

r a n g e w hi ch e xi st s i n m u ch hi gh e r w a v e n u m b e r r e gi o n (k > A o) .
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A ft e r eli mi n a ti n g th e m o d e s i n t h e i n t e r v al A e < k < A ｡ , t h e r e n o r m ali z e d E
. e q u a ti o n

〈
- わ + ‰( A e) 咋

<

(£) =
一 棚 f上< A e u

1 S

<

ロ
⊥

<

た(
<

鉢
<
●

l

W h e r e th e r e n o r m ali z e d diff u si v ity i s r e p r e s e n t e d a s

X e( A ｡) = α; レ( A ｡) ,

)打2(
d + 1

- れ
<

(たト 咋(た) , (2 . 7 7)

(2 ･7 8)

α; = 1 .3 9
,

a n d t h e diff u si o n t e r m i s m o difi e d a s

孟(積
一

叫声) →孟〈α 抽 )訃

(2 ･7 9)

(2 ･8 0)

I n h o m o g e n e o u s fl o w , t h e fo 1l o w l n g t e r m S , W hi ch i n cl u d e t h e m e a n v el o cit y , a r e a dd e d

t o t h e p r o d u cti o n t e r m o f t h e di s si p a ti o n i n t h e Y S a n al y si s :

2 〃0
∂叫 ∂叫 ∂u f

- - -

→ 2塘莞∂勺 ∂エゴ∂ごJ

+ 2塘賢覧+ 2積賢覧 (2 ･8 1)

了1 ㌫

S m it h a n d R e y n old s (19 9 2) s h o w e d t h a t 7l , W hi ch c o r r e s p o n d s Yi(k) gi v e n b y E q ･ (2 ･ 7 5),

c a n b e n e gl e ct e d a s a r e s ult o f t h e Y O r e n o r m al i z a ti o n p r o c e d u r e ･ O n t h e o t h e r h a n d , 7も

v a n i s h e s fo r h o m o g e n eit y , a n d 71 i s m o d el e d a s f oll o w s ( Y a k h o t et al ･ 1 99 2) ‥

r 4
=

C
〃り
3

(1
-

り/ 恥) 言
2

1 + βり
3

∫灯
り
=

｢ =
~

フ

∫ = 帆 ∫fJ)
圭
,
∫古J =芸

育
つ

(若+雷) っ
w h e r e C

p
= 0 ･0 8 5 [s e e E q ･ (2 ･4 8)] , 7 0 = 4 ･3 8

, β = 0 ･0 1 2 ･

(2 ･ 8 2)

(2 ･ 83)

(2 ･8 4)
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F ig u r e 2 ･ 2 : E n e r gy s p e ct r u m i n l o w e r w a v e
- n u m b e r s r a n g e

I n t h e li m it k → 0
, ㌫ is e sti m a t e d i n t h e l o w e r w a v e

-

n u m b e r s r a n g e :

戸5 = 2 濃上< A ｡ 9
2

叫( 軌 一卓)

2 〝( A 濃上< A ｡9
2

紬 糾 ) (2 ･8 5)

In t h e Y O a n d Y S t h e o r y , it i s fu rt h e r a s s u m e d t h a t t h e s p e ct r u m t e n s o r E ij(k) is p r o -

p o rti o n al t o k
2
i n t h e r e gi o n k < A e ( s e e F ig ･ 2 . 2) , t h e R e y n old s s t r e s s i s t h u s gi v e n

b y

<

丁

ぷ(
.

っ

J

u

<

L
ル(

.

ウ
_

u

e廻二珂

上< A e A た
2
(挽 =

A =

正
明 7

l+
▼

d

呵(

(2 ･8 6)

(2 ･8 7)

a n d s u b stit u ti n g it s r el a ti o n ,



C ム叩t e r 2 . A S 5 且5 5 M 且Ⅳr O F T 茸E m ∬g O r - O R 5 Z A G - 5 朋T r 打 r 月E O R y 2 3

i n t o E q ･ (2 ･8 5) , th e fo 1l o w i n g r e s u lt i s o b t ai n e d ‥

汽 = 2 〝( A 濃上< A ｡ 9
2

㈱ デ(
- ぜ)

= 2 〝( A濃上< A e 輌

(2 打)
d 吊

冨〃( A e) A 輌 可
N o t e t h at b y eli m i n a ti n g 言fr o m E q ･ (2 ･ 47) a n d E q ･ (2 ･4 8) it fo 1l o w s th a t

万 = 1 0 〃
2

( A ｡) A….

(2 ･8 8)

(2 ･8 9)

U si n g E q ･ (2 . 48) a n d E q . (2 . 8 9) , t h e a b o v e 宇5 i s ulti m a t ely m o d el e d i n t h e Y O a n d Y S

r 5 = - 1 ･4 独妄･ (2 ･9 0)

Si m il a rly , i n t h e li m it s L J → O a n d k → 0
,
Y S s e t t h e d e st r u c ti o n t e r m a s T 2 =

1i m iチ( k) , an d i n t e g r a t e t hi s o v e r t h e l o w e r r a n g e O < k < A e , W hi ch yi eld s

r 2
= 1 ･6 8芸･ (2 ･9 1)

It s h o u ld b e n o t e d t h a t E q ･ (2 ･9 1) i s o b t ai n e d b y t h e u s e o f t h e f o 1l o w i n g r el a ti o n s ‥

宇2 = 4 〃
2

( A e)上
A e

9
4
且 -( 抽 (2 ･9 2)

言 飽 ( A e)上
A e

9
2

瑚 ) d 9 , (2 ･9 3)

且 _( た) = A た
2

. (2 .9 4)

T h e e x i sti n g t h e o r y o f t u r b u l e n c e d o e s n o t p e r m it o u r e sti m a ti n g T 2 a n d 言 b y u s l n g t h e

l o w e r w a v e n u m b e r s p e c t r u m [ E q ･ (2 ･9 4)] ･

O n t h e o t h e r h a n d
7
i n o r d e r t o r e p r e s e n t a ct u al t u r b ul e n t 且o w s , Y S a d d 百ia E/∂x i t O

t h e n o n li n e a r t e r m i n th e i n iti al g o v e r n l n g e q u a ti o n w ith t h e sti r rl n g fo r c e s a s f oll o w s :

㍑宣

布
→ 叫
有
+ 百意 (2 ･ 9 5)
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Fi n ally , t h e hig h R e y n o ld s n u h b e r fo r m of t h e R N G -b a s e d 言- e q u ati o n i s w ritt e n a s

芸+ 抗芸= 1 ･4 2 鞍妄- 1 ･6 8芸+
C
〃り
3

(1
一

り/ 恥)
1 + βり

3 芸+孟〈α 抽 )芸〉･ (2 ･9 6)

O n t h e f a c e of it
,
it s e e m s t o b e i n g o o d a g r e e m e n t w ith t h e c u r r e nt st a n d a r d 蘇言 m o d el

( s e e N a g a n o & H i s hid a J 19 8 7; N a g a n o & T a g a w a 19 9 0) . B u t t h e n u m e ri c al c o n st a n t s

α; = 1 ･3 9 a n d C
p
= 0 ･ 0 8 5 a r e i n v alid

,
th e d e st r u cti o n o f E i s e sti m a t e d i n th e l o w e r w a v e

n u m b e r r a n g e , an d t h e t u r b u l e n t e n e r gy di s s IP ati o n r a t e it s elf i s al s o u n d e r e s ti m a t e d . I n

a d diti o n
,
th e di r e ct n u m e ri c al si m ul a ti o n o f t u r b ul e n c e ( K i m e t al . 1 9 8 7; M a n s o u r e t al .

1 9 8 8; M a n s o u r e t al ･ 1 98 9) h a s r e v e al e d t h a t it i s th e ii( k) t e r m th at d o mi n a t e s t h e

P r O d u cti o n o f e ･ T h e t e r m
,
h o w e v e r

,
V a n i s h e s i n th e Y a k h o t - O r s z a g

-S m it h t h e o r y .

2 . 7 C o n c l u d i n g R e m a r k s

T h e R N G t h e o ry d e v el o p e d b y Y a k h o t & O r s z a g (1 9 86) an d r e fo r m u l a t e d b y Y a k h o t

& S mi th (1 99 2) h a s b e e n c o n fi r m e d ･ It b e c a m e e vi d e n t t h a t t h ei r t h e o r y i s o n ly a s c al e

r e m o v al p r o c e d u r e r a t h e r t h a n a r e n o r m ali z a ti o n g r o u p t h e o r y b e c a Ju S e a n y e
- e X p a n Si o n

d o e s n o t a p p e a r i n t h ei r t h e o ry .

T h e f o r c e d N a v i e r - S t o k e s e q u a ti o n i s c o n sid e r e d t o b e u n s u it a bl e fo r d e ri v l n g t h e

t u r b u l e n c e m o d el id e n tifi e d w it h t h e R e y n o ld s
- a V e r a g e d m o d el ･ T h e e x a ct N a vi e r -S t o k e s

e q u a ti o n w it h m e a n s h e a r sh o u ld b e u s e d a s a g o v e r n l n g e q u a ti o n ･
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3 . 1 It e r a ti v e A v e r a gi n g M e t h o d fo r V もl o cit y F i e l d

3 . 1 . 1 B a s i c e q u a t i o n s

T h e e q u a ti o n of m o ti o n fo r a n i n c o m p r e s sibl e fl u id i s

1 ∂P ∂2 抗
+ 〝0

β ∂ごi
l r

U

∂勺∂ェj
,

∂[
▼

～

- = 0 .

∂ご壱

(3 ･ 1)

(3 ･ 2)

H e r e 坑 is t h e i n s t a n t a n e o u s v el o cit v c o m p o n e n t 7 P i s t h e p r e s s u r e , P i s t h e d e n sit y o f

t h e fl ui d , a n d L/ o i s t h e m o l e c ul a r ki n e m ati c vi s c o sit y ･ T h e m e a n v el o cit y U i a n d t h e

且u ct u a ti n g v el o cit y u i a r e r e P r e S e n t e d i n a F o u ri e r s e ri e s a s f oll o w s ( G il e s 19 9 4 a ; G il e s

1 99 4 b)‥

百壱( 諾 , 丁) = ∑ 百壱(た, 丁) e x p(壱た ･ 疋)

叫( 諾 , 丁) = ∑ 叫(た, 丁) e x p(立た
･ 諾) 7

た> A e

2 5

(3 ･ 3)

(3 . 4)
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W h e r e th e w a v e n u m b e r A
e
i s th e o r d e r of t h at fo r th e e n e rg y

- C O n t ai n l n g e d di e s , th e w a v e

V e Ct O r k i s g l V e n b y

た =筈( n l 榊 3) , (3 ･ 5)

a n d n l , n 2 a n d n 3 a r e i n t e g e r s , e a C h of w hi c h i s s u m m e d o v e r th e r a n g e fr o m
-

∞ t O

+ ∞ ; W e b e gi n b y c o n sid e ri n g th e t u rb ul e n t fl u id t o o c c u p y a c u bi c b o x o f si z e L . I n th e

P r e S e n t fo r m u l a ti o n , it s h o u ld b e n o t e d t h a t t h e e仔e ct o f f h ct u ati n g v el o cit y u i d e fi n e d

i n t h e l o w e st w a v e n u m b e r r a n g e k < A ｡ i s n e gl e ct e d s o t h at :

上
A e

岬 た ≪f β 榊 た (3 ･ 6)

a t hi gh R e y n old s n u m b e r ( s e e F ig . 3 . 1) . T h e n
,
t h e t u r b u l e n t ki n eti c e n e r gy 万 i s r e p r e

-

s e n t e d u si n g t h e K ol m o g o r o v s p e c t r u m , E( k) = C K 言
2/ 3 k

. 5/ 3
,
a S fo 1l o w s‥

∬ = f c 打百
舌た

~喜dた

空 ぷ
0

侮 言喜た
一

書dた

聖 賢古書Aご言,
2

(3 ･ 7)

W h e r e C k i s t h e K o l m o g o r o v c o n st a n t , 言is t h e di s sip a ti o n r a t e o f K , a n d A e ≪ A o ( A o

i s a s u 伍ci e n tly l a rg e w a v e n u m b e r w hi ch m a r k s t h e di s s lp a ti o n r a n g e o f t u r b u l e n t ki n e ti c

e n e r g y a s d e fi n e d l a t e r) , S O t h a t A e i s gi v e n b y

A
e
=(警)

き

嘉
=(竿)

喜
たe ･ ( 3 ･ 8)

N o t e t h a t t h e w a v e n u m b e r k
e( = 言/ 欝

/2

) r e p r e s e n t s t h e r a n g e o f t h ｡ e n e rg y
-

C ｡ n t ai n i n g

e d di e s ･ H e n c e
,
t h e fl u ct u a ti n g v el o cit y u i S a ti s fi e s t h e fo 1l o w l n g C O n diti o n :

否定 = 0 . (3 ･9)

A c c o r di n gly , W e C a n C O n Sid e r th a t a v e r a gi n g a c c o r di n g t o E q s ･ (3 ･3) a n d (3 ･4) is e q u i v al e n t

t o th e R e y n ol d s d e c o m p o siti o n o n t h e a s s u m p ti o n t h a t A e i s a s u 伍ci e n tly s m all v al u e , i . e .

,

t h e t u r b u l e n c e R e y n o ld s n u m b e r R e t( = 万
2

/ v ｡言) i s s ufR ci e n tl y l a rg e si n c e ( K
l/ 2

/ u ｡)/ A e =
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< < A
o た

Fig u r e 3 ･1 : E n e r gy s p e c t ru m a t l a r g e R e y n old s n u m
b e r

2 7

(2/ 3 C K)
3/ 2 R e t ･ A s a r e s u lt , t h e a p p li c a ti o n o f E q s ･ (3 ･3) a n d (3 ･4) t o E q ･ (3 ･1) gi v e s t h e

fo 1l o w l n g t W O N a v i e r
- S t o k e s e q u a ti o n s :

砦+ 鴫
1 ∂P

β∂ご壱

∂
2
百壱 ∂

+ 〝0

砺
~

有
明 7

a n d

砦 …若+ 鴫
一

浩 恒 0
砺

-

か壱uゴ
ー

珂 ) ･

T h e n w e b e gi n b y t r a n sf o r m i n g E q ･ (3 ･1 1) t o F o u ri e r s p a c e a s f oll o w s :

(芸+ ヰ壱(たっ 丁)

w h e r e

一三彗m 几(た) ∑u m ( 9 , 丁) ㍊ れ( た -

q , 丁)

(3 ･1 0)

(3 ･1 1)

一 言書 m れ(た) ∑百m( 9 , 丁) u れ(た
-

9 , 丁) , (3 ･1 2)
9

書m れ( た) = た
m 書れ(た) + た几書 m(た) (3 ･ 1 3)
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榊 ) = ∂壱ゴ
ー 笠･

T h e c o n ti n u it y e q u ati o n fo r u i al s o b e c o m e s

加 古(た, 丁) = 0 ･

(3 ･1 4)

(3 ･1 5)

H e r e th e c o m p o u p d p r oj e c ti o n o p e r a t o r R m n(k) r e s ult s fr o m th e eli mi n ati o n o f t h e p r e s
-

S u r e b y u s l n g t h e c o n ti n u it y c o n diti o n , a n d a v a ri a bl e w a v e n u 血b e r k i s d e fi n e d i n t h e

i n t e r v a l A
e ≦ k < A ｡ .

T h e m a x i m u m w a v e n u m b e r A o i s d e fi n e d a p p r o xi m a t ely th r o u gh t h e di s sip a ti o n i n -

t e g r al ( M c C o m b 1 9 9 0)‥

言 =上
∞

2 拘 坤 ) dた 竺ぷ
0

2 〝0 坤 ) 丑 (3 ･1 6)

A p p a r e n tly A o s h o u ld b e t h e s a m e o r d e r o f m a g n it u d e a s t h e K ol m o g o r o v di s s lp a ti o n w a v e

h u m b e r k d = (言/ L /8)
1/ 4

. If w e a s s u m e t h e K o l m o g o r o v sp e ct r u m E( k) = C k 言
2/ 3 k

~ 5/ 3
,
E q ･

(3 ･ 16) yi eld s

A o 竺(孟)
首

たd ･ (3 ･ 1 7)

T h e e sti m at e s gi v e n b y E q s ･ (3 ･8) a n d (3 ･ 17) a r e m o st a p p r o p ri at e i n t h e c a s e w h e r e a

V al u e o f t h e R e y n o ld s n u m b e r i s s o hi gh t h a t t h e r a n g e o f t h e e n e rg y - C O n t ai n l n g e d di e s a n d

t h e r a n g e o f m a xi m u m di s s IP ati o n a r e s u 伍 ci e n tl v w id e a p a rt , i ･ e ･

,
k
e ≪ k d O r A e ≪ A o ･

T h e t e c h n i c aliti e s of F o u ri e r - t r a n S fo r m i n g E q ･ (3 ･1 1) t o E q ･ (3 ･ 12) a r e di s c u s s e d i n

A p p e n di x B ･ I n a d diti o n
,
m u ltip lyi n g e a c h sid e o f E q ･ (3 ･12) b y k i W ith E q ･ (3 ･ 15) gi v e s

a n i m p o rt a n t p r o p e rt y of R j(k) :

た古書J(た) = 0
, (3 ･1 8)

w hi c h i s of g r e a t u s e i n S e cti o n 3 .1 .2 .

Si m il a rly 7 W e C a n r e P r e S e n t t h e R e y n old s s t r e s s 珂 i n t h e R ) u ri e r s e ri e s a s fo 1l o w s :

珂
= ∑ 勘(た, 丁) e x p(哀た

･

£) ,
た≪A e

月壱ブ(た, 丁) = ∑u 壱( 9 , 丁) 里(た
-

9 , T) ,
9

w b e r e

( 3 ･1 9)

(3 ･ 2 0)
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a n d it s w a v e n u m b e r s a r e d e fi n e d i n t h e i n t e r v al k ≪ A e , A e ≦ q < A ｡ , A e ≦lk
-

ql < A o ･

I n p a rti c u l a r , it s h o uld b e n o t e d t h a t t h e w a v e n u m b e r k i s s u 伍ci e n tly s m all ･

3 . 1 .2 E li m i n a ti o n o f s m a ll s c a l e s

I n thi s s e cti o n
7
W e W ill d e v el o p th e e d d y

- Vi s c o sity t y p e t u rb u l e n c e m o d el w ith th e aid

of R N G b y it e r a ti v e a v e r a g l n g . Fi r st of a ll
,
W e b e gi n b v di vidi n g th e v el o city c o m p o n e n t

i n t o t w o c o m p o n e n t s i n t e r m s o f t h e s e c o n d c u t o ff w a v e n u m b e r A l( A ｡ ≪ A l < A o) a s

叫(9 , 丁) =〈:…::;:;;:;≡:;ニ三っ (3 ･2 1)

w h e r e t h e i n t e r v al A l ≦ q < A ｡ i s a s s u m e d t o b e a n a r r o w b a n d n e a r t h e i n iti al c u t o ff

w a v e n u m b e r A o , S O t h a t A l m a y b e w ritt e n u s l n g t h e b a n d
w id t h p a r a m e t e r 入 a s

A l = A o(1 一 入) , 0 < 入 ≪ 1 ･

A c c o r di n g t o E q
. (3 . 21) , t h e r ･ h ･ S ･ O f E q ･ (3 ･2 0) i s e x p a n d e d a s f oll o w s :

∑㍑壱( 9 , 丁) り(た
-

9 , 丁) = ∑㍉(9 , 丁) uデ(た -

9 , 丁)

+ ∑ゼ(9 , 丁) u 綽
-

9 , 丁)

+ ∑㍉(9 , 丁) 朋子(た
-

9 , 丁)

+ ∑ゼ(9 , 丁) ㍑デ(た
-

9 , 丁) ･

9

(3 ･2 2)

(3 ･2 3)

H e r e w e a s s u m e t h a t th e p r o b a bilit v di st rib u ti o n o f u
>
i n t h e b a n d A l ≦ q < A o i s n e a r

-

G a u s si a n
,
a n d i n t r o d u c e t h e o p e r a ti o n of p a rti al a v e r a gi n g 〈 〉c o v e r fl u c t u ati o n s i n

t h e b a n d A l ≦ q < A ｡ , W h e r e th e s u b s c rip t s e r v e s t o di sti n g ui s h it fr o m t h e t o t al (gl o b a l)

a v e r a g e , d e fi n e d b y ( 〉. B y a p plyi n g t hi s a v e r a g e t o E q ･ (3 ･ 23) , t h e fi r st t e r m of t h e

r .h .s . o f E q . (3 ･2 3) b e c o m e s
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A
I
A
o q

Fig u r e 3 ･2 : Eli m i n a ti o n of v el o cit y c o m p o n e n t s i n t h e b a n d A l ≦ q < A o

∑〈㍉(9 , 丁) 朋子(た 一

曾, 丁)〉｡ = ∑加 納 ,
丁) uデ(た

-

q , 丁)
9 9

(3 ･2 4)

b e c a u s e t hi s t e r m h a s n o c o m p o n e n t s d e fi n e d i n t h e r a n g e A l ≦ q < A o . T h u s
,
it i s

n o t i n fl u e n c e d u n d e r p a rti al a v e r a g l n g ･ Fb r t h e s e c o n d a n d t h e t h i r d t e r m s
,
W e h a v e

th e p r o bl e m th a t t h e u
>
m o d e i n r e al t u rb u l e n c e s e e m s t o b e n o t i n d e p e n d e n t o f t h e

u
<
m o d e b e c a u s e t h e s e m o d e s a r e c o u pl e d e a ch o t h e r t h r o u g h t h e n o n li n e a r t e r m i n t h e

N a v i e r -S t o k e s e q u ati o n , W hi ch c o n fli ct s i n p a rt w it h t h e c o n c e p t o f p a rti al a v e r a g l n g , i .

e .

,
t h e st r ai gh t fo r w a r d p a rti al a v e r a g e i s e q u l V al e n t t o a c o n diti o n al a v e r a g e i n w hi c h u

<

i s h el d c o n s t a n t w hil e u > i s a v e r a g e d ( M c C o m b 1 9 9 0) ･ T h e r e fo r e
,
W e t a k e a d v a n t a g e of

M c C o m b
'

s id e a ( M c C o m b & W a t t 1 99 0) w riti n g th e hig h e r w a v e n u m b e r m o d e i n t e r m s

of a n o t h e r v el o cit v fi eld v > :
J

u7( 9 , 丁) = γ7(9 , 丁) + △7(9 , 丁) , (3 ･2 5)
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w h e r e v > i s a fi eld o f t h e s a m e t y p e a s u
>
e x c e pt t h at it i s n o t c o u pl e d t o t h e u

<
m o d e s ･

T h e p r o p e rti e s of v
>
u n d e r t o t al a v e r a gi n g , d e n o t ed b y ( 〉, a r e t h e s a m e a s t h o s e of

≠
>
; t h u s ,

( γ7(9 , 丁)〉 = 〈u7( 9 , 丁)〉 = 0 (3 ･ 2 6)

〈鞠 丁) 細 丁)〉=〈舶 ,

て
) 細 丁)〉･ (3 ･2 7)

T h e fu n cti o n △> i n E q ･ (3 ･ 2 5) r e p r e s e n t s t h e p a rt c o u pl e d t o t h e u
<
m o d e s ･ T h u s

,
f r o m

E q s . (3 ･2 6) a n d (3 ･2 7) , it s p r o p e rti e s u n d e r t o t al a v e r a gi n g b e c o m e

〈△ア(q , 丁)〉 = 0 (3 ･2 8)

〈△7(曾, 丁)△ 紳 ,
丁)〉= 0 ･ (3 ･2 9)

A c c o r di n gly , 1 n V i e w o f t h e a b o v e p oi n t s ? t h e s e c o n d a n d t h e thi r d t e r m s o f t h e r ･ h ･ S ･ i n

E q ･ (3 ･2 3) a r e a s s u m e d t o b e

∑〈㍊7( 9 , 丁) uデ(た -

q , 丁)〉｡ = ∑〈舶 ,
丁)〉｡ 礼子(た

-

9 ) 丁) 十∑〈△7( 9 , 丁)〉｡ u 綽
-

q , 丁)

= ∑〈△7(9 , 丁)〉｡ uデ(た
-

q , 丁)

竺 0(入
m

) 竺 0 ,
m ≧ 1 (3 ･3 0)

∑〈㍉(9 , 丁) 榊
-

9 , 丁)〉｡ = ∑㍉( 9 , 丁)〈照
一

9 , 丁)〉｡ + ∑u 紬 丁)〈△デ(た -

q , 丁)〉｡

= ∑u 拍 ,
丁)〈△デ(た

-

9 , 丁)〉｡
9

竺 0(入
m

) 竺 0 ,
m ≧ 1 (3 ･3 1)

o n t h e c o n diti o n t h a t t h e i n t e r v al A l ≦ q < A o , O r th e b a n d w id t h p a r a m e t e r 入, i s

s u 伍 ci e n tly s m all . N o t e th a t E q s . (3 .3 0) a n d (3 ･ 3 1) a m o u n t t o a s o
-

C all e d st ati sti c al

s c a l e -

S e p a r a ti o n a s s u m p ti o n ･



3 2 Cムa p t e r 3 . J T 且R A T J V E A V E R A G J ⅣG R Ⅳ G T 丘E O R y

L a s tly , fo r t h e fo u rt h t e r m ∑〈u?(q , T) uf( k -

q , T)〉c, W e C a n n O t r e Pl a c e it d i r e ctly
W it h t h e fo 1l o w l n g e n e rg y S P e Ct r u m t e n S O r fo r h o m o g e n e o u s i s o t r o pi c t u rb ul e n c e ‥

〈u α(た, 丁) 刷 丁)〉 =(筈)
3

Q(た, 丁) 榊 )∂云. た′,

β(た, 丁) = 如 た
2
(2(た, 丁)

∂妬 た′ =(主)
3

上上かp( - よ( …
′

)
･ わ ゐ 1 ゐ あ

(3 ･3 2)

b e c a u s e th e w a v e n u m b e r k ( o r w a v e v e c t o r k) in E q ･ (3 .2 3) i s s m al l b u t n o t z e r o ･ If

t h e w a v e n u m b e r k i n E q ･ (3 ･2 3) i s s e t t o O , W e O b t ai n t h e r e s u lt , W hi c h i s t h e c a s e

O f h o m o g e n e o u s fi el d b u t o u t o f o u r i n t e r e s t ･ T h e r ef o r e
,
W e b e gi n b y c o n st r u cti n g t h e

t r a n s p o r t e q u a ti o n fo r u ?(q , T) uf(k
-

q , 7
-

) o b t ai n e d fr o m m ultiplyi n g t h e t r a n s p o rt

e q u ati o n f o r u?(q , T) e q u i v al e n t t o E q ･ (3 ･1 2) b y uf( k
-

q , T) a n d t h a t fo r uf( k
-

q , T)

b y u?(q , T) , a n d a d di n g t h e s e e q u a ti o n s ‥

(芸+ 叫帽
2
恒 0-た

-

9-
2

) 舶 丁) 軒 9 , 丁)

= - よ瑞 花(た
-

9) ∑百m( γ, 丁) u 几( た
-

q
- γ

,
丁) u 7( 9 , 丁)

一 夏ろ∑几(9) ∑百m( γ, 丁) u れ( 9 - γ
,
丁) uデ(た

-

9 , 丁)
r

-…ろ∑れ(q) ∑ u m ( γ 7 丁) u れ(9 - γ
,
丁) 榊

-

9 7 丁)

-

…瑞 花(た
-

q) ∑ u m ( ァ 7 丁) u れ(た
一

曾
-

ア
,
丁) 鞠 丁) ･

γ

(3 ･3 5)

T h e n s u b stit u ti o n o f E q ･ (3 ･3 5) in t o ∑〈u?( q , T) uデ(k -

q , T)〉c b e c o m e s ( s e e A p p e n di x

B)‥

∑〈uア(9 , 丁) uデ(た -

9 , 丁)〉｡

一 夏

写写(芸 佃
2
+ 帖 け

1
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×〈耽 れ(た -

9) 軋( γ , 丁)〈u 几(た
-

9
- γ

,
丁) u7(9 , 丁)〉｡

+ 耽 れ( 9)百m( ァ , 丁)〈u れ( q
-

γ
,
丁) ㍑デ(た

-

q , 丁)〉｡

+主監 れ(q)〈u m( γ 7 丁) u れ(9 - γ
,
丁) 榊

-

9 7 丁)〉｡

+…鴇 几(た
-

9)〈
.

㍑
m ( γ , 丁) u れ( た

-

q サ 丁) 舶 ,
丁)〉｡〉

巴 一 五

写写(芸+ 明
2
+ 〝0 …

2

)
~ 1

×〈瑞 花(た
-

q) 軋( γ, 丁)〈浸(あ
ー

9
- γ
,
丁) リア( 9 , 丁)〉｡

+ 監 几(曾) 百m( γ, 丁)〈浸( q - γ
,
丁) γデ(た

-

9 , 丁)〉｡) ･

3 3

(3 ･3 6)

A n d t h e r . h . s . o f E q . (3 .3 6) c a n b e e x p a n d e d i n fi n it ely b y r e pl a ci n g t h e s e c o n d
- O rd e r

m o m e n t o f u > r e p e a t e dly w it h it s t r a n s p o rt e q u a ti o n ･ T h u s
,
a S S h o w n i n A p p e n di x B ,

k e ｡ P t e r m S t O t h e o r d e r o f 百
1

,
Si n c e t h e s e t e r m s a r e t h e l e a di n g o n e s ･ T hi s c o r r e s p o n d s ,

i n e ff e ct
,
t O a m O m e n t Cl o s u r e h y p o t h e si s ･ A s a r e s u lt

,
t h e f o u rt h t e r m of t h e r ･ h ･ S ･ Of E q ･

(3 .2 3) c an b e r e fo r m e d a s f oll o w s :

∑〈uデ(q , 丁) 朋子(た
-

9 , 丁)〉｡
q

竺
一

旦(筈)
3

㌻＼上ノ 明
2
+ 〝01た -

9l
2〈鴇 几(た

-

9) だ( 9)Qご(9)

+ ろ∑几(9) 焉(た
-

9) 捌 た
-

舶〉百m(た, 丁) ･ (3 ･3 7)

It s h o u ld b e n o t e d t h a t ∂/∂T C a n b e n e gl e ct e d o n a c c o u n t o f u n i v e r s alit y o f t h e i n e rti al

r a n g e ･ S o t hi s id e a i s
,
a S it w e r e

,
a Si m ple c a s e c al 1 e d a M a rk o vi a n a p p r o xi m a ti o n ･ B y

a s s u m i n g t h e r el a ti o n 匝
-

q‡巴 q a n d Qご(lk
-

ql) 巴 Q言(q) i n t e r m s o f t h e n a r r o w b a n d

A l ≦ q < A ｡ , E q ･ (3 ･ 3 7) i s r e w ritt e n a s:

∑〈wア(9 , 丁) uデ(た -

9 , 丁)〉｡
9
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巴
一 言

写(筈)
3

志〈 研 一

9) 加 叱 ( 9) 榊
-

9))

×Qご(ヴ) 百m(た, 丁) , (3 ･3 8)

I n a d diti o n
,
th e p r oj e cti o n o p e r at o r s i n E q ･ (3 ･ 3 8) e x p a n d e d t o O (k) a r e al s o r e fo r m e d

Si m ply b y u si n g t h e r el a ti o n Jk -

ql 巴 q :

ろ乙れ(曾) 駕(た
-

9) + 瑞 花(た
一

9)鴬( 9)

瑚 m 瑚 m

- - - - 一 室
苧扶m

一 室
警句m9

2
9
2

+ 2
たn 9 沌J 9 m 9 れ

(3 ･ 3 9)

H e r e
,
t O m a k e t h e t r a n siti o n t o t h e i n fi n it e s y s t e m , W e r e Pl a c e s u m s o v e r w a v e v e c t o r s i n

F q ･ (? ･3 8) b y i n t e g r al s a c c o r di n g t o

藍写(筈)
3

≡上旬 ･ (3 ･4 0)

A s a r e s u lt
,
W e C a n O b t ai n t h e r e n o r m ali z e d fo r m fo r t h e R e y n old s st r e s s s o t h a t t h e e 鮎 c t s

O f a ll t h e eli m i n a t e d c o m p o n e n t s u
>
i n t h e b a n d A l ≦ q < A ｡ a r e r e pl a c e d b y l/1 a S

b ll o w s:

∑〈叫(9 , 丁) り(た
-

9 , 丁)〉｡ ｡ ゴ ∑㍑チ( 9 , 丁) uデ(た
-

9 , 丁)

- 〝1〈壱碕(た, 丁) + 去稀 (た, 丁)〉, (3 ･4 1)

w h e r e

レ1
= △ レ0 (3 ･4 2)

△〃0 = 孟ぷ
0

警d9 ･ (3 ･ 4 3)

N o t e t h a t z/ 1 r e P r e S e n t S th e a p p a r e n t e dd y v i s c o sit v d u e t o t h e n o n li n e a r c o u pli n g i n t h e

b a n d A l ≦ q < A o ･ T h e n u m e ri c al c o n st a n t 7/ 30 a ri s e s f r o m t r a n sf o r m i n g t h e i n t e g r a ti o n

fr o m th e w a v e v e ct o r q t o th e w a v e n u m b e r q( = lqJ) ･ T h e d et ai 1 s o f it s d e ri v ati o n a r e

g l V e n i n A p p e n di x B .
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3 .1 . 3 R e c u r s i o n r e l a t i o n

A ft e r eli mi n a ti n g t h e hi gh e r w a v e n u m b e r m o d e s d e fi n e d i n t h e b a n d A l ≦ q < A o ,

w e r el a b el uf → u i , a n d th e n d i vid e u i a g a l n i n t o u f a n d u? i n t e r m s of t h e n e w c u t o ff

W a V e n u m b e r A 2 ( A ｡ ≪ A 2 < A l) ･

:;≡:;:: (ヲ
･4 4)

H e n c e
,
t h e hi gh e r w a v e

-

n u m b e r m o d e s i n t h e n e w b a n d A 2 ≦ q < A l a r e eli m i n a t e d b v

th e p r o c e d u r e s h o w n a b o v e i n S e cti o n 3 .1 . 2 :

∑〈叫(9 っ 丁) 里(た -

9 , 丁)〉｡ 竺 ∑ ㍊拍 ,
丁) uデ(た

一

曾, 丁)

-

〝2〈吉崎(た, 丁) + 去た番(た, 丁)) , (3 ･4 5)

壷h e r e

〝2
= レ1 + △ 〝1

去ぷ
1

掌d9 ･△〃1
=

√､

.
′､

a n d

(3 ･4 6)

(3 ･4 7)

C a r ry l n g O u t t h e s a m e p r o c e d u r e f o r s u c c e s si v e b a n d s A n + 1 < A n <
… … A 2 < A l < A o ,

w e o b t ai n t h e r e c u r si o n r el a ti o n fo r L/ n + 1 a S fo 1l o w s ( s e e Fig ･ 3 ･ 3):

∑〈叫( 9 , 丁) 里(た
-

9 , 丁)〉｡ ｡ ± ∑ uチ( 9 , 丁) uデ(た -

9 , 丁)
9 < A o

w b e r e

-

〝 叫〈吉崎(た, 丁) + 殉硯(た, 丁)) , (3 ･ 48)

レ 叫 1
= 〝几 + △〝れ (3 ･ 49)

△ 〝
几

= 孟点字d9 ･ (3 ･5 0)

U si n g t h e r el a ti o n s gi v e n by E q s ･ (3 ･ 48) -(3 ･5 0) , W e O b t ai n t h e r e n o r m ali z e d e x p r e s si o n t o

E q . (3 ･4 8) i n w hi ch al 1 t h e fl u ct u a ti n g v el o cit y c o m p o n e n t s [o r t h e fi r st t e r m o f t h e r ･h ･ S ･
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人 . 1 人

F ig u r e 3 ･3 ‥ R e c u r si o n r el a ti o n fo r u n

o f E q ･ (3 ･4 8)] a r e r e m o v e d ･ T h e r ef o r e
,
W e b e gi n b y s u mm i n g o v e r t h e s q u a r e of e a ch sid e

O f E q ･ (3 ･4 9) u p t o a n a r bit r a r y n u m b e r N
- 1 ‥

∑琉1 = ∑〈〝ト 2 巧△明 + ( △ レ盲)
2

〉
f = 0 五= 0

0 r

∑(広1 -

リブ) = 2 ∑レ 加 + ∑(△ 〝f)
2

,

壱= 0 五= 0 壱= O

w b e r e

∑(坑1
-

〝デ) = レん,

2害ゆ 五 =孟£箸d9 7
a n d

∑( △ レ壱)
2
=

盲= 0 害〈孟エ1箸d9〉
2

(3 ･5 1)

(3 ･5 2)

(3 ･5 3)

(3 ･5 4)

(3 ･5 5)
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H e r e
,
r e Pl a ci n g E(q) i n E q s ･ (3 ･5 4) a n d (3 ･5 5) w it h t h e K ol m o g o r o v

- 5/ 3 p o w e r l a w

S p e Ct r u m g l V e S

巧 △明 = 筈輿Aふ
喜

一 AJり

∑(△〝五)
2

盲= 0

a n d

貰(筈)
2

嘉〈( ト 入)
一

喜 一 1〉
2

妄(筈)
2

蒜(; 入+芸人
2
+

…

)
2

0(入
2

) + 0(Å
3

) +
…

(3 ･5 6)

(3 ･ 5 7)

A s a r e s u lt
,
W it h r e sp e ct t o a n a r bit r a r y c u t o ff w a v e n u m b e r A N , L/ N C a n b e w ritt e n a s

〝Ⅳ :ヒ 誓言喜(Aふ喜 一 A坪 (3 ･5 8)

O n C O n diti o n t h a t t h e b a n d w id th p a r a m e t e r Åis s u 伍ci e n tly s m al 1 .

O b v i o u sly , i n t h e c a s e of A N ≪ A o , L /N b e c o m e s i n d e p e n d e n t o f th e i n iti al c u t o ff w a v e

n u m b e r A o , a n d E q ･ ( 3 ･ 58) is si m p lifi e d a s

7 C ∬ ● 土 .
_ 書

〝Ⅳ ○±

40
百舌 Aふ

言
. (3 ･5 9)

3 . 1 . 4 D e ri v a ti o n o f e d d y v i s c o s it y

N a t u r ally , t h e r e s u lt o f r e n o r m ali zi n g a ll t h e c o m p o n e n t s i n t h e i p e rti al r a n g e i s al s o

o b t ai n e d b y s et ti n g A N
= A

e
i n E q ･ (3 ･5 9) :

M o r e o v e r
,
t h e w ell - k n o w n r e p r e s e n t a ti o n :

レ
e
= C
〃誓,

ヽ
_
■

w b e r e

(3 ･6 0)

(3 ･6 1)

(3 ･ 62)
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r e s u lt s f r o m r e pl a ci n g A e i n E q ･ (3 ･ 60) w it h t h e t u r b ul e n t ki n e ti c e n e r g y K b y u si n g E q ･

(3 ･8) ･

F i n ally , fr o m E q ･ (3 ･6 1) , th e R e y n old s st r e s s i s m o d el e d a s :

∑ 札(た, 丁) e x p(盲た ･ £)
た≪ A e

∑
た≪ A e

w b e r e

[; 恥 丁) 扶ゴ
ー 坤 略(たバ + 殉和 た, 丁)〉] e x p( 机 )

; 和 一

レt(若+雷) ,

〝t
= C
〃誓

(3 ･6 3)

(3 ･ 6 4)

H e r e
,
6 ij i s t h e K r o n e c k e r d elt a , a n d t h e di a g o n al c o m p o n e n t s of t h e R e y n old s s t r e s s

珂 (i = j) a r e r el a t e d t o t h e t u rb u l e n t ki n e ti c e n e r g y :

坤 丁) =; ㌣(留っ
丁) u 古(た

-

9 7 丁) ,

∬ =

言 古苅
= ∑ 雷(た, 丁) e x p(盲た ･ 諾) ･

た≪ A e

W hi c h yi eld s

(3 ･6 5)

(3 ･6 6)

T h e fo r m u l a ti o n gi v e n b y E q ･ (3 ･ 6 4) i s id e n ti c al w it h t h e B o u s si n e s q p o s t u l a t e f o r t h e

e d d y vi s c o sit y ( Y o s hi z a w a 1 98 4) , a n d o u r m o d el c o n st a n t C p i s d et e r mi n e d fr o m t h e K ol
-

m o g o r o v c o n st a n t C K ･ W ith th e t y pi c al v a l u e o f C K = 1 ･6 f o r t h e K ol m o g o r o v c o n s t a n t

( K r ai ch n a n 1 96 5; M c C o m b 1 99 0; S r e e ni v a s a n 1 9 9 5) , E q ･ (3 ･6 2) gi v e s C p = 0 ･ 09 2 ･ T hi s

v al u e i s i n g o o d a g r e e m e n t w it h t h a t fo r th e st a n d a rd 万一 言 m o d el ( N a g a n o & T a g a w a

1 9 90) ･
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3 ･ 2 I t e r a ti v e A v e r a gi n g M e t h o d fo r T h e r m a l F i e l d

3 ･2 ･1 E n e r g y e q u a t i o n

T h e e n e r g y e q u a ti o n fo r a n i n c o m p r e s 岳ibl e 月.uid i s

+ 瑠 = α0

砺
, (3 ･6 7)

W h e r e T i s t h e i n st a n t a n e o u s fl u id t e m p e r at u r e , 抗 i s t h e i n st a n t a n e o u s v el o cit y c o m
-

P O n e n t ? a n d αo i s t h e t h e r m al diff u si v it y ･ T h e m e a n c o m p o n e n t s a n d th e fl u c t u ati n g

C O m p O n e n t S a r e r e p r e S e n t e d b y m e a n s o f a Fb u ri e r s e ri e s ( G il e s 19 94 a; G il e s 1 9 9 4 b)‥

抗( £ , 丁) = ∑ 百f(た, 丁) e x p(沌
･

正) ,

㍑壱( 疋 , 丁) = ∑ 叫(た, 丁) e x p( 沌
･

£) ,

宇( £ , 丁) = ∑ 宇(た, 丁) e x p( ほ ･ 諾) ,

≠( ‡ , 丁) = ∑ f(た, 丁) e x p(宣た ･

諾) ･

た ≧ A e t

(3 ･6 8)

(3 ･6 9)

(3 ･ 7 0)

(3 ･ 71)

H e r e
,
W e C a n a S S u m e A

e t
= 0( A e) b e c a u s e t h e b e h a v i o r o f t h e t e m p e r a t u r e 丑u ct u a ti o n

S p e Ct r u m a t l a rg e w a v e n u m b e r s m ai n ly d e p e n d s o n t h e P r a n d tl n u m b e r (T b n n e k e s &

L u r nl e y 1 9 7 2; H i n z e 1 9 7 5; T b w n s e n d 1 9 7 6) ･ T h u s
,
W e h e r e aft e r s p e cify t h e w a v e n u m -

b e r A
｡
t O t h e t h e r m al fi eld a s a c o u n t e rp a rt of A e t . T hi s i m pli e s th a t th e fl u c t u a ti n g

C O m p O n e n t S u i a n d i s a ti s fy t h e fo 1l o w l n g C O n diti o n :

正吉 = 0
,

f = 0 .

(3 ･7 2)

(3 ･7 3)

A c c o rd i n gly , t h e a p pli c a ti o n of E q s ･ (3 ･ 6 8) -(3 ･ 71) t o È q ･ (3 ･6 7) yi eld s t h e t r a n s p o rt

e q u a ti o n s fo r t h e m e a n t e m p e r at u r e 宇 a n d t h e t e m p e r a t u r e n u c t u ati o n t :

芸+ 瑠 = α0

扁 訂 有
明f 7 (3 ･7 4)
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芸+ 叫芸+ 鴫 = α0
否芸 一芸( 直 前) ･ (3 ･ 75)

T h e n
,
t h e t r a n sf o r m a ti o n o f E q ･ (3 ･ 75) t o Fb u ri e r s p a c e b e c o m e s

(芸+ α 0た
2

) 晰 ) = 一 言た定吉叫( 刷
-

9 , 丁) 一 言た古宇軸
丁)ま(た -

9 ) 丁)

一 極∑九( 9 , 丁)宇(た
-

9 , 丁) , (3 ･ 7 6)

W h e r e a v a ri a b l e w a v e n u m b e r k i s d efi n e d i n th e r a n g e A e ≦ k < A o , a n d t h e i niti al c u t o ff

W a V e n u m b e r A o i s t h e s a m e a s t h a t fo r t h e fl u ct u a ti n g v el o cit y c o m p o n e n t u i : t h e o r d e r

o f m a g n it u d e o f t h e K ol m o g o r o v di s si p a ti o n w a v e p u m b e r k d[ = (言/ u8)
1/ 4] ･ F u rt h e r m o r e

,

w e a s s u m e t h e c o n diti o n A
e ≪ A ｡ , Si n c e t h e t u r b u l e n t R e y n ol d s n u m b e r R e t( = 万

2

/ u ｡ 言)

i s s u 伍ci e n tly l a r g e .

Si m il a rly , t h e t u r b ul e n t h e a t fl u x 一 両 i n F b u ri e r s p a c e c a n b e w ritt e n a s fo 1l o w s :

一 両 = ∑ 私(た, 丁) e x p(盲た ･

£) ,

粘(た, 丁) = - ∑u 古(曾, 丁)壬(た -

9 7 丁) ,
9

(3 ･ 7 7)

(3 ･7 8)

W h e r e t h e w a v e n u m b e r s a r e d e fi n e d i n t h e r a n g e k ≪ A e , A e ≦ q < A o , A e ≦lk -

qr < A o ,

a n d w e n o t e t h a t t h e w a v e n u m b e r k i s s u 伍ci e n tly s m all .

3 .2 . 2 E li m i n a t i o n o f s m a 11 s c a l e s

I n a c c o r d a n c e w it h t h e it e r ati v e a v e r a g l n g p r O C e d u r e , W e b e gi n b y di vi di n g t h e 且u ct u -

a ti o n s u i a n d t i n t o t w o m o d e s a b o u t t h e s e c o n d c u t o ff w a v e n u m b e r A l( A e ≪ A l < A o):

f( 9 , 丁) =

u f(9 , 丁) =

‡
<

(9 7 丁) ‥ A e ≦ 9 < A l

ま
>

(9 , 丁) : A l ≦ 9 < A o ,

㍉(9 , 丁) : A e ≦ 9 < A l

u7(9 , 丁) : A l ≦ 9 < A o ,

(3 ･7 9)

(3 ･ 8 0)

a n d
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W h e r e th e i n t e r v al A l ≦ q < A o i s a s s u m e d t o b e a s u 伍ci e n tly s m al 1 b a n d i n th e hi gh e r

W a V e
-

n u m b e r r a n g e ･ H e n c e
,
t h e a p pli c ati o n of E q s ･ (3 ･ 7 9) a n d (3 ･ 8 0) t o th e r ･h ･ S ･ Of E q ･

(3 ･ 78) yield s

-

∑加古(9 , 丁)ま(た
-

9 , 丁) =
-

∑㍑ 拍 , T)f
<

( た
-

9 , 丁)

- ∑ゼ(9 , 丁)f
<

( た
-

9 , 丁)

- ∑加 納 ,
丁)f
>

(た -

9 , 丁)

-

∑ゼ(9 , 丁)f
>

(た
-

9 , 丁) ･

9

(3 ･8 1)

H e r e w e a s s u m e t h a t t h e j o i n t p r o b a bilit y di st rib u ti o n of u
>
a n d i

>
i s G a u s si a n ( N a g a n o

& T a g a w a 1 98 8) , a n d i n t r o d u c e th e o p e r a ti o n of c o n diti o n al p a rti al a v e r a gi n g ( 〉c o v e r

t h e s e fl u c t u a ti o n s i n t h e n a r r o w b a n d A l ≦ q < A o . B y a p plyi n g t hi s o p e r a ti o n t o t h e

r .h . s ･ Of E q ･ (3 ･8 1) , t h e fi r st t e r m b e c o m e s

-

∑(㍉( 9 , 丁)f
<

( た
一

曾, 丁)〉｡ =
一

∑㍉(9 , 丁)≠
<

( た 一

瞥, 丁)
9 9

(3 ･8 2)

b e c a u s e t h e c o n diti o n al a v e r a g e 〈 〉c d o e s n o t a 鮎 ct t h e t e r m s u f a n d t
<

･ A I s o
,
a S i n

S e c ti o n 3 ･1
,
t h e s e c o n d a n d t hi r d t e r m o f t h e r ･ h ･ S ･ i n E q ･ (3 . 8 1) c a n b e a s s u m e d t o b e

n e gl igibly s m all a s c o m p a r e d t o t h e o t h e r t e r m s ( s e e A p p e n di x B) , S O E q ･ (3 ･ 8 1) m q y b e

a p p r o x i m at ely r e p r e s e n t e d a s :

-

∑叫( 9 , T)f( た
-

q , 丁) 巴
-

∑㍉(9 , 丁)f
<

( た
-

9 , 丁)

-

∑( uア( 9 , 丁)≠
>

(た
一

曾, 丁)〉｡ ･

9

(3 ･8 3)

Fb r t h e s e c o n d t e r m of t h e r ･ h ･ S ･ Of E q ･ (3 ･8 3) , W e C a n n O t r e pl a c e t h e c o r r el a ti o n

( u? i
>

〉c w ith it s s p e ct r u m di r e ctly , b e c a u s e th e fu n cti o n al f o r m ali s m f o r t h a t h a s n e v e r

b e e n s p e cifi e d a n aly ti c ally; S O W e b e gi n b y e x p a n d i n g t h e t e r m ( u? t
>

〉c b y m e a n s o f a

r e n o r m ali z a ti o n a p p r o xi m a ti o n , a n d fo r m a n e d d y diff u si vit y r e p r e s e n t a ti o n i n F b u ri e r
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S p a C e ･ W e r e pl a c e th e c o r r el a ti o n u ? i
>
w it h it s t r a n s p o rt e q u a ti o n w hi ch i s fo r m e d i n

m u ltiplyi n g t h e t r a n s p o r t e q u a ti o n fo r u? :

(芸+ ヰァ(q 7 丁) = -

…監 乃(q や m … れ(サ
ー

γ
,
丁)

一 言塩 花(曾) ∑百m( γ, 丁) u 几(9
-

γ
,
丁) ,

書m れ( た) = た
m 昂れ(た) + たれ 彗m( た) ,

榊 ) = ∂壱ゴ
ー 笠

b y i
>
a n d E q ･ (3 ･7 6) fo r i

>
b y u ? , a n d a d di n g t h e s e e q u a ti o n s :

(豊山 09
2
+ α0 …

2

) 鞠 丁)ま
>

(た -

9 , 丁)

一 言(た -

9)ゴ∑ w J( γ , 丁)㌘(た -

9
-

γ
,
丁) 混ざ( 9 , 丁)

一 言(た -

9)J ∑巧(γ , 丁)ま(た -

9
一

γ
,
丁) u7( 9 , 丁)

- i( た -

9)ゴ∑ u J( γ , 丁)f( た
-

9
-

γ
,
丁) u7( 9 , 丁)

-

; 吃 れ( 9) ∑ u m ( γ , 丁) 視 れ( 9
-

γ
7
丁)≠
>

( た -

9 , 丁)

一 言耽 れ(9) ∑百m( γ, 丁) u れ( 曾 - γ
,
丁)f
>

(た -

9 , 丁) ･

γ

(3 ･8 4)

(3 ･8 7)

H e n c e
,
t h e s e c o n d t e r m o f t h e r ･ h ･ S ･ i n E q ･ (3 ･ 8 3) i s e x p a n d e d i n fi n it el y b y s u b s tit u ti n g

〈u? i
>

〉c i n t o it s t r a n s p o rt e q u a ti o n [E q ･ (3 .8 7)] r e p e a t e dly . P e r fo r m i n g a m o m e n t cl o s u r e

h y p o t h e si s ( s e e A p p e n di x B) , W e k e e p t h e t e r m s t o t h e o r d e r o f テ
1

; t h ｡ n t h e fo ｡ rt h t ｡ r m

b e c o m e s

一

宇 榊
丁)f
>

(た -

9 7 丁)〉c 巴 五写(筈)
3

(たゴ
ー

9ブ) 巧(9)Q
>

(9)

拘9
2
+ α01た

一

曾l
2
r(た, 丁) ･ (3 ･8 8)

H e r e
,
it s h o ul d b e n o t e d t h a t ∂/∂T C a n b e n e gl e c t e d b e c a u s e of th e u n i v e r s al ity o f t h e

i n e rti al r a n g e ･ B y a s s u m i n g th e r el a ti o n lk -

q[ 竺 q r el e v a n t t o th e s u 伍ci e n tly n a r r o w
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b a n d A l ≦ q < A o , E q . (3 . 88) is r e w rit t e n a s :

一

宇 胸
丁)f
>

(た 仰 )〉c 空 言写(筈)
3

(たゴ
ー

翫)巧(曾) Q
>

(9)

( 〝0 + α0)9
2

4 3

r(た, 丁) ･ (3 ･8 9)

T b m a k e t h e t r a n siti o n t o t h e i n fi n it e s y st e m , W e r e Pl a c e s u m s o v e r w a v e v e c t o r s i n E q ･

(3 ･89) b y i n t e g r al s a c c o rdi n g t o

斬(筈)
3

≡上d9 ･ (3 ･9 0)

F i n ally , W e O b t ai n th e r e n o r m ali z e d fo r m fo r t h e t u r b u l e n t h e a t fl u x c o r r e s p o n di n g t o

a n e d d y
- diff u si v it y r e p r e s e n t a ti o n , S O t h a t t h e e ff e ct o f t h e eli m i n a t e d c o m p o n e n t s i n th e

r a n g e A l ≦ q < A o i s s h o w n a s

ー ∑( u7(曾, 丁)f
>

( た
一

曾, 丁)〉｡ 巴 乙△ α｡ ゐ古宇(た, 丁) ,
9

△ α0 =

d - 1 1

d 〝0 + α0ぷ
0

警d9 フ

(3 ･9 1)

(3 ･ 92)

- ∑〈叫(9 , 丁)f(た -

9 , T)〉｡ 〇±
- ∑ 加 納 ,

丁)f
<

( た
-

9 , 丁) + 仏 α｡ げ(た, 丁) , (3 .9 3)

W h e r e d i s t h e s p a c e di m e n si o n ･ H e n c e
,
t h e r ･ h ･ S ･ O f E q ･ (3 ･9 1) i s c o n sid e r e d t o b e a n

i n c r e m e n t t o t h e di ff u si o n t e r m i n E q ･ (3 ･7 4) ･ T h u s
,
W e C a n al s o r e w rit e it a s

-

∑( ㍑f( q , 丁)≠(た
一

曾, 丁)〉｡ + 壱α 0 げ(た, 丁)

巴 -

∑ ㍉( 9 , 丁)f
<

( た
-

q , 丁) + i α1 げ(た, 丁) ,
9 < A l

α 1
= α 0 + △ α0 ,

(3 ･9 4)

(3 ･9 5)

in w hi c h all t h e w a v e n u m b e r s a r e d e fi n e d i n th e r a n g e A e ≦lk -

qI < A l , A ｡ ≦lql < A l .

3 . 2 . 3 D e ri v a t i o n o f t h e r m a l e d d y d ifF u si v it y

A ft e r eli m i n a ti n g t h e hi gh e r w a v e -

n u m b e r m o d e s w ith r e s p e c t t o t h e s u 伍ci e n tly s m all

b a n d A l ≦ q < A o , W e r el a b el u f → u i 7 t
<
→ i

,
a n d t h e n di vi d e th e s e fl u ct u at in g
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C O m p O n e n t S a g a i n i n t o t w o m o d e s w it h t h e n e x t c u t o ff w a v e n u m b e r A 2( < A l)‥

芸
e

‡ご:芸… (3 ･9 6)

A
e ≦ 9 < A 2

(3 ･9 7)
A 2 ≦ 9 < A l .

A s s h o w n i n S e c ti o n 3 ･ 2 ･ 2
,
th e fi r st t e r m o f th e r .h . s . i n E q . (3 .9 4) is di v id e d i n t o fo

C O u n t e rP a r t S , e a Ch of w hi ch i s a v e r a g e d o v e r t h e hi gh e r w a v e -

n u m b e r r a n g e A 2 ≦ q < A l;

a n d t h e t e r m 〈u? i
>

) c i s a d d e d a s a n i n c r e m e n t t o t h e s e c o n d t e r m o f t h e r .h . s . i n E q .

(3 ･9 4) ･ E q u a ti o n (3 ･9 4) is r e n o r m ali z e d t o

-

∑〈叫( 9 , 丁)f( あ丁曾フ
丁)〉｡ + 盲α0 げ(た, 丁)

巴 -

∑ ㍉( 9 , 丁)f
<

(た -

9 , 丁) + 五α2 げ(た, 丁) ,
9 < A 2

α 2
= α 1 + △ α1 ,

△ α
1
=

d - 1 1

d 〝1 + α1ぷ
1

掌d9 ･

(3 ･9 8)

A c c o r di n gly , C a r r y l n g O u t t hi s p r o c e d u r e fo r s u c c e s si v e b a n d s A n + 1 < A n <
… A 2 < A l <

A o i n s e q u e n c e , W e C a n O b t a i n t h e r e c u r si o n r el a ti o n fo r α n + 1 a S fo 1l o w s ‥

-

∑ 〈加 納 , 丁)f
<

(た 一

曾, 丁)〉｡ + 五α 仰 げ(た, 丁) ,
9 < A れ + 1

α
几 + 1

= α
れ + △ α 乃

△ α
れ

=

d - 1 1

d 〝乃 + α れぷ: 1響d9 ･

(3 ･ 10 1)

(3 ･1 0 2)

(3 ･ 10 3)

w b e r e

a n d

T hi s i m pli e s t h a t p r o g r e s si v e eli m i n a ti o n o f t h e fl u ct u a ti n g c o m p o n e n t s b v t u r n s c o m pl et e s

a n e d d v - diff u si vit y r e p r e s e n t a ti o n i n Fb u ri e r s p a c e ) 1 ･ e ･

,
α
n + 1

→ α t + αo a S A n + 1 → A
e

･

M a ki n g u s e o f E q s ･ (3 ･1 0 1ト(3 ･1 03) , W e W rit e α n + 1 a S a fu n cti o n o f t h e c u t o ff w a v e n u m b e r

A
n . 1
t O O bt ai n it s f u n云ti o n al fo r m ali s m α( A) a b o u t a n a rb it r a r y ｡ ｡ t ｡ ff w a v e n ｡ m b ｡ r A .
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H e n c e
,
W e b e gi n b y t r a n s fo r m l n g f r o m t h e di s c r et e r e p r e s e n t a ti o n α n . 1 t O th e c o n ti n u o u s

O n e :

d α( A)
d A

1i m
△ α

几

A れi
~
i
~二A れ A

叫 1
- A

乃

d - 1 1

扇 = o d ( レ( A) + α( A)) △ A
ー 1i m £｡ A警句7 ( 3 ･1 0 4)

a n d r e pl a c e t h e e n e r g y s p e ct r u m E (q) w it h t h e w ell - k n o w n K o l m o g o r o v s p e c t r u m i n t h e

i n e rti al r a n g e :

β(9) = 危 言言 9
~

言
,

2 C 打 言喜

3 ( レ( A) + α( A)) A 苧
フ

(3 ･1 0 5)

(3 ･1 0 6)

W hi ch yi eld s

W h e r e d = 3 ･ Fbll o w i n g Y a k h o t & O r s z a g (1 9 86) , W e i n t r o d u c e a n e w v a ri a bl e :

Z( A) =

a n d it s diff 6 r e n ti al e q u a ti o n :

d z( A) 1 d α( A) α( A) ん( A)
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■ -

__
一■ - ■■■■■■■■■■■■- -

･
- ■ -

･
■■■■■■ ■ l lll ll

l
l
■
ll lll lll lll lll ll l

■ll l■ll lll lll lll ll■

d A レ( A) d A 〝
2
( A) d A

'

(3 ･1 0 7)

(3 ･1 0 8)

W hi ch i s v e r y c o n v e ni e n t t o fi n d t h e s ol u ti o n o f α( A) ･ F o r t h e r ･ h ･ S ･ O f E q . ( 3 . 1 08) ,

d cY( A)/ d A i s r e pl a c e d w it h it s di 鮎 r e n ti al e q u a ti o n [E q ･ (3 ･ 10 6)] , a n d d u( A)/ d A i s r e p l a c e d

w it b

7 C ∬ 亡き

3 0 〝( A) A 号
7 (3 ･1 0 9)

W hi c h i s o bt ai n e d f r o m it e r a ti v e a v e r a gi n g fo r t h e R e y n o ld s st r e s s 珂 (It a z u & N a g a n o

1 9 9 7b ; N a g a n o & It a z u 1 9 9 7 b) ･ T h e n
,
E q ･ (3 . 1 08) b e c o m e s

些坐
d A

2 C ∬ 雷雲
+

7 q 打 Z( A) 言き

3 〝( A) ( レ( A) + α( A)) A 号
-

30 〃
2

( A) A 号

(芋ふ 一言z) 志
望砦7 (3 ･ 1 1 0)
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w hi ch c a n b e si m plifi e d t o

C b a p t e r 3 ･ J T E R A r r V E A V E R A G 上ⅣG R ⅣG T 左方O R y

d z

(芋r
Fi n a11y , th e s ol u ti o n o f E q . (3 .1 1 1) i s

Z( A)
- α

Z o
-

α

α =
~

言
+

1

2

w h e r e

d 〝
2

( A)

-

…)
〝
2
( A)

●

z(A ト あI
d

〝

z ｡
- あl

~
〝( A)

'

措 巴 1 .2 6 2 7

主て
,
宇土 - 2 .2 6 2 7

c =去+妄信 州 41 8

d =喜一妄信巴 0 ･3 5 8 2

(3 ･1 1 1)

(3 ･1 1 2)

(3 ･1 1 3)

H e n c e
,
t h e r e s u lt o f r e n o r m ali zi n g all t h e c o m p o n e n t s i n t h e r a n g e A e ≦ q < A o i s

o b t ai n e d b y s et ti n g A
= A

｡
i n E q ･ (3 ･1 12)‥

z
*

- 1 .2 6 2 7 l
O ･6 4

Z o
- 1 .2 6 2 7

z
*

≡

w b e r e

a n d

z
*

+ 2 .2 6 2 7 l
O ･3 6

Z o + 2 . 2 6 27 1 +
竺

7

〝0

α( A ｡) α 0 + αt l げ r + ( 〝t ル0)/ P r f

レ( A ｡) 拘 + 〝f

α o
Z o ≡

-

〝｡ P r
●

1 + 〝モル0

(3 ･ 1 1 4)

(3 ･ 1 1 5)

(3 ･ 11 6)

T hi s e q u a ti o n s h o w s h o w t h e t u r b ul e n t P r a n d tl n u rh b e r P r t c h a n g e s w ith t h e m o l e c ul a r

P r a n d tl n u m b e r P r a n d t h e e d d y vi s c o sit y L/ t .

A s sh o w n i n Fig . 3 .4
,
C O m p a r e d t o th e d a t a o f s o m e e x p e ri m e n t s ( Bl a ck w ell et al ･

19 72; Z u k a u sk a s & Sl a n ci a u sk a s 1 98 7; K a y s & C r a w f o rd 19 9 3) a n d D N S ( K a s a gi et al ･

1 99 2; K a s a gi & O h ts u b o 1 9 92) , th e t u r b u l e n t P r a n d tl n u m b e r P r f O b t ai n ed fr o m E q ･

(3 ･1 1 4) is s uit abl e fo r t u r b ul e n t fl o w w it h b o th a l o w a n d hi gh P r a n d tl n u m b e r P r; a n d

P r t → 0 . 79 a s t h e t u rb ul e n t P e cl e t n u m b e r P e t i s s u 伍ci e n tly l a r g e .
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1 0
- 2

1 0
- 1

1 0
2

Fig u r e 3 .4 ‥ A n al y ti c s o l u ti o n s fo r P r t

P e
t

4 7

I n c a s e of a high P r a n d tl n u m b e r , alt h o u gh t h e r e i s a v i s c o u s c o n v e c ti v e r a n g e a t hi gh

w a v e n u m b e r s k > A o w hi c h aif e ct s t h e t e m p e r a t u r e v a ri a n c e i
5
(T b n n e k e s & L u m l e y

lb 7 2; H i n z e 19 75; T o w n s e n d 1 9 7 6) , t h e r e i s a n e x p o n e n ti al d r o p - 0 ff o f t h e s p e ct r u m f o r

t h e fl u c t u ati o n u i i n t h e di s s lp a ti o n r a n g e k > A o , W hi c h i n di c a t e s t h a t t h e c o r r el ati o n

∑k < A e u i( q , 7
-

)i( k
-

q , 7
-

) , C O n Si sti n g of t(k -

q , 7
-

) a n d u i(q , 7
-

) i n t h e r a n g e q > A o ,Jk -

ql >

A o , C a n b e n e gl e ct e d i n d e ri v l n g a n e d d v diff u si vit y t u r b u l e n c e m o d el , Si n c e it c o n t rib u t e s

1ittl e q u a n tit ati v ely t o th e t u r b u l e n t h e a t fl u x
一 両 (s e e Fig . 3 .5) . O n t h e o t h e r h a n d

,

t h e r e i s a n e x p o n e n ti al d e c r e a s e o f t h e s p e c t r u m f o r t i n t h e r a n g e A e ≪ fk
-

qI < A o , i . e .

,

i n e rti al diff u si v e s u b r an g e if t h e P r a n d tl n u m b e r i s l o w ( T e n n e k e s & L u m l e y 1 9 7 2; H i n z e

1 9 75; T b w n s e n d 1 97 6); a n d t hi s i m pli e s t h a t o nly t h e c o r r el a ti o n ∑k < A e u i(q , T)i( k
-

q , 7
-

)

W it h r e s p e c t t o i( k
-

q , T) i n t h e i n e rti al c o n v e c ti v e r a n g e i s v alid f o r d e ri vi n g t h e e d d y

diff u si vit v t u r b u l e n c e m o d el b v it e r a ti v e a v e r a g l n g . H e n c e
,
O u r t h e o r y l S a P pli c a bl e t o t h eJ ■ノ
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C h a n g e o f th e m ol e c u l a r P r a n d tl n u m b e r P r . It i s r e v e al e d th a t t h e b e h a vi o r o f t h e sp e ct r a

fo r th e fl u ct u ati o n s ( u a n d t) a t l o w e r w a v e - n u m b e r s l a r g ely d o m i n a t e s t h e t u rb u l e n t h e at

a u x 一 両 a t hi gh R e y n old s n u m b e r A o w s , a n d t h e p r o p e rt y o f E q ･ (3 ･1 1 4) m ay r e
s p o n d

t o th e a s s u m p ti o n A et = 0( A e) ･

F bll o w i n g K a y s (1 9 9 4) , W e C a n al s o i n t r o d u c e a n e m pi ri c al e q u a ti o n a s a c o u n t e r p a rt

O f E q ･ (3 ･ 11 4) ‥

P r t = 0 ･ 7/ P e f + 0 ･7 9 ･ (3 .1 1 7)

T o s u m u p ) th e t u r b u l e n t h e at 丑u x - u it i s m o d el e d , b a s e d o n t h e it e r a ti v e a v e r a g l n g

R N G
,
a S:

一 両 = ∑ 盲( α( A ｡ 卜 α 0) げ(た, 丁) e x p(五た ･ £)

= ∑ 五αfた庁(た, 丁) e x p(盲た ･ ヱ)
た≪A e

∂宇
= αt

瓦
,

W h e r e α t i s gi v e n b y E q ･ (3 ･1 1 4) ･

(3 ･1 1 8)

3 . 3 C o n cl u d i n g R e m a r k s

T h e d r a w b a ck o f t h e Y O t h e o r y i s t h e mi sl e a di n g e
-

e X p a n Si o n t e ch n iq u e . Ft o m o u r

p oi n t o f vi e w , a r e n O r m ali z a ti o n g r o u p t h e o r y b a s e d o n t h e e
- e X p a n Si o n i s n o t s uit a bl e fo r

i n v e stig a ti o n o f t u r b ul e n c e m o d el s i n c o m p a ri s o n w it h c riti c al p h e n o m e n a .

T h e e d d y
- V i s c o sity t y p e t u r b u l e n c e m o d el h a s b e e n d i r e c tly fo r m ed w it h t h e aid of

R N G b y it e r a ti v e a v e r a g l n g ･ It h a s b e c o m e e vid e n t t h a Jt t h e r e s u lt i s i n p e rf e ct a g r e e m e n t

W ith t h e B o u s si n e s q p o st ul a t e; m O r e O V e r , it s p r o p o rti o n al c o n st a n t C p b e c o m e s a s uit a bl e

V al u e if th e K ol m o g o r o v c o n st an t C K i s w it hi n t h e n o r m ally a c c e p t a bl e v al u e .

T h e th e r m al e d d v diff u si vit v h a s b e e n fo r m e d w it h t h e aid o f R N G th e o r y o n t h e b a si s

O f it e r a ti v e a v e r a g l n g i n F b u ri e r s p a c e ) 1 n W hi c h t h e i n c o n si st e n c y o f e
-

e X p a n Si o n d u e t o

t h e Y a k h o t - O r s z a g t h e o ry i s c o m pl et ely e x cl u d e d . T h e e q u ati o n fo r t h e t u rb ul e n t P r a n dtl
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n u m b e r P r 亡 a S a fu n cti o n o f t h e m Ql e c u l a r P r a n dtl n u m b e r P r i s al s o o bt ai n e d . C o m p a r e d

t o th e d at a of s o m e e x p e ri m e n t s a n d D N S , t h e p r e s e n t f o r m u l a ti o n i s c o n sid e r e d t o b e

m o stly v al id fo r t u rb u l e n t 且o w w it h a v a ri e ty o f P r a n d tl n u m b e r s .
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1 n た

Fig u r e 3 . 5 : S p e ct r a of t e m p e r a t u r e v a ri a n c e w it h l a r g e a n d s m all P r a n d tl n u m b e r s



C h a p t e r 4

C O N C L U S I O N S

T h e i n v e stig a ti o n o f t h e r e n o r m a li z a ti o n g r o u p t h e o ry fo r t u rb u l e n c e h a s b e e n c a r ri e d

O u t a S a fu n d a m e n t a l a p p r o a c h fo r m o d eli n g a t u r b u l e n t s h e a r fl o w w it h a p a s si v e s c al a r ･

T h e c o n cl u si o n s t h r o u gh t hi s st u d y a r e s u m m a ri z e d h e r e w it h .

T h e r e s u lt s o b t ai n e d f r o m C h a p t e r 2 a r e a s fo 1l o w s :

1 ･ I t b e c a m e e v id e n t t h a t t h e R N G t h e o r y fo r t u r b u l e n c e d e v el o p e d b y Y a k h o t &

O r s z a g (1 9 8 6) an d r ef o r m e d b y Y a k h o t & S m it h (1 9 9 2) i s a s c al e r e m o v al p r o c e d u r e

h a s n o t hi n g t o d o w it h t h e e x a ct R N G b y t h e e
-

e X p a n Si o n t e ch n iq u e fo r p h a s e

t r a n siti o n p h e n o m e n a .

2 ･ T h e o b t ai n e d n u m e ri c al c o n s t a n t s i n th ei r t h e o r y a r e p r o bl e m a ti c b e c a u s e t h e q u a n
-

tit a ti v e a c c u r a c y o f t h e e
- e X p a n Si o n i s n o t p r o v e n .

3 ･ T h e p e rf o r m a n c e o f t h ei r t h e o ry t o d e ri v e t u r b u l e n c e m o d el s i s c o n t r a r y t o t h e r e s u lt

O f D N S o n m o d eli n g t h e p r o d u cti o n t e r m s i n 言
-

e q u ati o n .

I n C h a p t e r 3 , t h e i m p r o v e d it e r a ti v e a v e r a gi n g R N G t h e o r y i s a p pli e d t o a n i n h o m o g e -

n e o u s t u r b u l e n t sh e a r fl o w w it h a p a s si v e s c al a r i n o r d e r t o fo r m u l a t e t u rb u l e n c e m o d els .

T h e m ai n r e s u lt s a r e a s fo 1l o w s :

1 ･ B y a p plyi n g t h e it e r ati v e a v e r a g l n g R N G t h e o r y t o t h e e x a ct N a v i e r
-S t o k e s e q u ati o n

W it h o u t a s ti r r l n g fo r c e , t h e ed d v
- Vi s c o sit y t y p e t u rb u l e n c e m o d el i s f o r m ul at e d w ithヽl

/

5 1
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it s m o d el c o n s t a n t w hi ch i s d e t e r m i n e d b y th e K o l m o g o r o v c o n st a n t . T h e d e ri v e d

m o d el c o r r e s p o n d s w ell t o th at of t h e c u r r e n t s t a n d a rd K
一言 m o d el ･

2 . T h e e d d y diff u si v ity fo r h e a t a n d t h e e q u a ti o n fo r th e t u rb u l e n t P r a n d tl n u m b e r

a r e fo r m ul a t ed w ith th e aid of t h e it e r a ti v e a v e r a g l n g R N G m e t h o d ･ T h e m o d el i s

i n g o o d a g r e e m e n t w it h t h e d at a o f e x p e ri m e n t s a n d D N S w ith th e ch a n g e o f t h e

m ol e c ul a r P r a n d tl n u m b e r .
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A v ell a n e d a
,
M . & M aj d a , A . J . 1 9 9 0 M a th e m a ti c al m o d el s w it h e x a c t r e n o r m al i z a ti o n

fo r t u r b u l e n t t r a n s p o r t . C o r T m u n . M b th . P h y s . 1 3 1
,
3 8 1 - 4 2 9 .

A v ell a n e d a
,
M ･ & M ajd a , A . J . 1 9 9 2 A p p r o xi m a t e a n d e x a c t r e n o r m a li z a ti o n t h e o ri e s

fo r a m o d el fo r t u r b ul e n t t r a n s p o rt . P h y s . Fl u id s A 4
,
4 l - 5 7 .

B l a ck w ell
,
B ･ F ･

,
K a y s , W ･ M ･ & M o ff a t

,
R . J . 1 9 72 T h e t u rb u l e n t b o u n d a r y l a y e r o n

a p o r o u s pl a t e : A n e x p e ri m e n t al s t u d y o f th e h e a t t r a n s fe r b e h a v i o r w it h a d v e r s e

p r e s s u r e g r a di e n t s ･ H M T
- 1 6

,
T h e r m o s ci e n c e s D i vi si o n

,
D ep a rt m e n t qf M e c h a n i c al

E n g i n e e ri n 9 , S t a n fo r d U ni v e r sit y . S t a n fo rd .

C a r ati
,
D ･ & C h ri a a

,
K ･ 1 99 3 S c al e i n v a ri a n c e a n d e e x p a n si o n i n t h e R N G t h e o ry o f

Sti r r e d fl u id s ･ P h y s . F7 u id s A 5
,
3 0 2 3 - 3 0 2 5 .

E y i n k , G ･ L ･ 1 9 9 4 T h e r e n o r m ali z a ti o n g r o u p m e t h o d i n st a ti s ti c al h y d r o d y n a m i c s .

P んy 5 . 創最 ゐ 6 , 3 0 6 3
- 3 0 7 8 .

F b r s t e r
,
D ･

,
N el s o n

,
D ･ R ･ & S t e p h e n , M ･ J ･ 1 9 7 7 L a r g e

- di s t an C e a n d l o n g
-ti m e p r o p e r

-

ti e s o f a r a n d o m l y s ti r r e d fl u id . P h y s . R e v . A 1 6
,
73 2 - 7 4 9 .

F ri s c h
,
U ･ 1 9 95 几 rb ul e n c e

, P P . 2 3 5 - 2 40 . C a m b rid g e U n i v e r sity P r e s s .

G il e s
,
M ･ J ･ 1 9 9 4 a T u r b u l e n c e r e n o r m ali z a ti o n g r o u p c al c u l a ti o n s u s l n g S t ati s ti c al m e

-

Ch a n i c s m eth o d s . P h y s . Fl ui d s 6 , 5 95
- 6 0 4 .

G il e s
,
M ･ J ･ 1 99 4 b S t a ti sti c al m e c h a n i c s r e n o r m ali z ati o n g r o u p c al c u l a ti o n s fo r i n h o

-

m o g e n e o u s t u r b u l e n c e . P h y s . n uid s 6 , 3 7 50
- 3 7 6 4 .

Hi n z e
,
J . 0 ･ 1 9 7 5 几 rb u l e n c e

,
S e c o n d E diti o n

, p p . 2 9 0 - 2 99 . M c G r a w - H ill .

53
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It a z u
,
Y ･ & N a g a n o , Y ･ 1 99 6 R e n o r

T
al iz a ti o n g r o u p t h e o r y fo r t u rb u l e n c e (1 st r e p o rt ,

a s s e s s m e n t o f Y ak h o t - O r s z a g
- S m ith m et h o d fo r d e ri v i n g t u r b u l e n c e m o d el s) ･ 77 Ta n S ･

九p α乃 ∫o c . 〟e cん. 助ダr βニ ∫e r . β 6 2 , 9 9 9
- 1 00 5 .

It a z u
,
Y . & N a g a n o , Y . 1 9 9 7 a D e ri v a ti o n of th e r m al ed d y diff u si v ity w ith it e r a ti v e

-

a v e r a g l n g R N G ･ I n P r o c ･ 2 n d I n t e r n a ti o n al S y r v o si u m o n 几 rb u l e n c e , H e a t a n d

･ M
d s s 77 T a n 垂 r , P P ･ 2 9 1 - 3 0 0

,
D elft U n i v e r sity of T e ch n ol o g y , D elft ･

I t a z u
,
Y ･ & N a g a n o , Y ･ 1 9 9 7 b R e n o r m ali z ati o n g r o u p t h e o r y fo r t u rb u l 甲 C e (2 n d r e p o rt ,

fo r m u l a ti o n o f ed d y vi s c o sit y m o d el w it h it e r a ti v e
-

a V e r a gi n g r e n o r m ali z a ti o n) ･ 升 αn S ･

J 叩 α乃 ∫o c . 〟e cん. 仇 g r 5 了 ∫e r . β 6 3 , 2 9 5 7
- 2 9 6 2 .

I t a z u
,
Y . & N a g a n o , Y . 1 99 7 c M o d eli n g o f t h e r m al e d d v diff u si v it y b a s e d o n r e n o r m al

一

i z a ti o n t h e o r y . 7 h n s . J a p a n S o c . M e c h . E n g r 3 : S e r . B 6 3
, 3 0 7 2

- 3 0 7 7 .

I t a z u
,
Y ･ & N a g a n o , Y ･ 1 9 98 R N G m o d eli n g o f t u rb u l e n t h e a t fl u x a n d it s a p pli c ati o n

t o w a ll s h e a r 且o w s ･ I n t . J ･ J a p a n S o c . M e c h . E n 9 r S : S e r . B , t O b e a p p e a r e d .

K a d a n o ff
,
L ･ P ･ 1 9 6 6 S c a li n g s L a w s fo r I si n g m o d el s n e a r 7t . P h y si c s 2 , 2 6 3

- 2 72 .

K a s a gi , N . & O h t s u b o
,
Y . 1 9 9 2 D i r e ct n u m e ri c a l si m u l a ti o n o f l o w P r a n d tl n u m b e r

t h e r m a l fi eld i n a t u r b u l e n t c h a Jn n el fl o w ･ I n 几 rb ul e n t S h e a r F l o w s 8 ( e d s ･ F ･ D u r st

e t al ･) , p p ･ 9 7 - 1 1 9 ･ S p ri n g e r
- 1 毎rl a g . B e rli n .

K a s a gi , N .

,
T o m it a

,
Y ･ & K u r o d a

,
A . 1 9 9 2 D i r e c t n u m e ri c al si m u l a ti o n o f p a s si v e s c al a r

fi eld i n a t u r b u l e n t c h a n n el fl o w . 77 Ta n S . A S M E : J . H e a t 升 αn 垂 r l 1 4 , 5 9 8- 6 06 .

K a y s , W . M . 1 9 9 4 T u r b u l e n t P r an d tl n u m b e r - W h e r e a r e w e ? 升 αn S . A S M E : J . H e a t

7 ね 花垂 r l 1 6 , 2 8 4 - 29 5 .

K a y s , W ■ M ･ & C r a w fo r d
,
M ･ E . 1 99 3 C o n v e cii v e H e a t a n d M b s s 77 Ta n阜在r , T hi r d E di -

ti o n
, p p . 26 0 - 2 65 . M c G r a w - Hill .

K i m
,
J ･

,
M oi n

,
P ･ & M o s e r

,
R ･ 19 8 7 T u rb u l e n c e st a ti sti c s i n fu 11y d e v el o p e d c h a n n el

丑o w a t l o w R e y n old s n u m b e r . J . Fl u id M e c h . 1 7 7
,
1 3 3 - 16 6 .

K r ai ch n a n
,
R ･ H ･ 1 96 5 L a g r a n g l a n

- hi st o r y cl o s u r e a p p r o xi m ati o n f o r t u r b u l e n c e . P h y s .

ダJ むid 5 8
,
5 75 - 5 98 .
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K r ai ch n a n
,
R ･ H ･ 1 98 7 A n i n t e rp r e t a ti o n o f t h e Y a k h o t - O r s z a g t u rb u l e n c e t h e o ry ･ Ph y s ･

ダJ祝言d 5 3 0
,
2 4 0 0 - 24 0 5 .

L a J m
つ
S ･ H ･ 1 9 9 2 0 n t h e R N G th e o r y of t u rb u l e n c e ･ P h y s ･ Fl u id s A 4

,
10 0 7 - 1 0 1 7 .

L e si e u r
,
M ･ 1 9 9 3 几 rb ul e n c e i n n u id s

,
S e c o n d R e v i s e d E diti o n

, p P ･ 19 7 - 2 04 ･ K l u w e r

A c a d e m i c P u bli s h e r s .

M a
,
S ･ K ･ & M a z e n k o

,
G ･ F ･ 1 9 7 5 C riti c al d v n a mi c s o f fe r r o m a g n et s i n 6

-

e di m e n si o n s :

G e n e r al di s c u s si o n a n d d et ail e d c al c u l a ti o n ･ P h y s ･ R e v ･ B l l
,
4 0 77 - 4 09 9 .

M a n s o u r
,
N ･ N ･

,
K i m

,
J ･ & M o i n

,
P ･ 1 9 8 8 R e y n o ld s - S t r e S S a n d di s sip a ti o n

-

r a t e b u d g et s

i n a t u rb u l e n t c h a n n el fl o w ･ J ･ F l uid M e c h ･ 1 9 4
,
1 5 - 4 4 ･

M a n s o u r
,
N ･ N ･

,
K i m

7
J ･ & M oi n

,
P ･ 1 9 89 N e a r - W all k - e t u r b u l e n c e m o d eli n g ･ A I A A J ･

2 7
,
1 0 68 - 1 0 7 3 .

M c C o m b
,
W ･ D ･ 1 9 90 m e P h y si c s qf Fl u id T k rb u l e n c e , P P . 3 4 6 - 3 8 0 . 0 Ⅹfo r d U ni v e r sit y

P r e s s .

M c C o m b
,
W ･ D ･ & W a tt

,
A ･ G ･ 19 9 0 C o n diti o n al a v e r a gi n g p r o c e d u r e fo r t h e eli m i n a -

ti o n o f t h e s m all - S C al e m o d e s fr o m i n c o m p r e s sibl e fl uid t u r b u l e n c e at hi gh R e y n ol d s

n u m b e r s ･ P h y s . R e v . L ett . 6 5
,
3 2 81 - 3 2 8 4 .

N a g a n o , Y ･ & H i s hid a
,
M . 19 8 7 I m p r o v e d f o r m o f t h e k

- e m O d el fo r w all t u r b u l e n t s h e a r

且o w s ･ 封Ⅶ 乃5 ･ A ∫〟乱 J . ダJ 祝言d 5 仇 タ. 1 0 9
,
1 5 6 - 1 60 .

N a g a n o , Y ･ & It a z u
,
Y ･ 1 99 5 R e n o r m al i z a ti o n g r o u p t h e o r y f o r t u r b u l e n c e . I n P r D C .

九 ね r 花 α王宮o 氾 αJ ∫y m p o 5盲㍊ m O 花 肋 兢e m αfi c αJ 肋 d eJgよ乃タ イ 几 rゐむge 花王 ダわび 5 , p p . 2 5 ト

2 5 6 ･ T h e U ni v e r sit y o f T b k y o , T o k y o .

N a g a n o , Y ･ & It a z u
7
Y ･ 1 9 97 a R e n o r m ali z a ti o n g r o u p t h e o r y f o r t u r b u l e n c e : A s s e s s m e n t

Of t h e Y a k h o t - O r s z a g
- S mi th t h e o r y ･ Fl u id D y n a m i c s R e s e a r c h 2 0 , 15 7

- 1 72 ･

N a g a n o , Y ･ & It a z u
7
Y ･ 1 9 9 7 b R e n o r m al i z ati o n g r o u p t h e o r y f o r t u r b ul e n c e : E d d y

-

V i s c o sit y t y p e m o d el b a s e d o n a n it e r a ti v e a v e r a g l n g m e t h o d ･ P h y s ･ F l u id s 9 , 1 43
-

1 5 3 .

N a g a n o 7 Y ･ & T a g a w a , M ･ 1 9 9 0 A n i m p r o v e d k - e m O d el fo r b o u n d a r y l a y e r fl o w s ･ I7 u n s .
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A ∫M g ご J . 都 祝i ゐ 仇タ. 1 1 2
,
3 3 - 3 9 .

N a g a n o , Y ･ & T a g a w a , M ･ 1 98 8 S t a ti sti c al ch a r a ct e ri sti c s o f w al 1 t u rb u l e n c e w ith a

p a s si v e s c al a r . J . F l u id M e c h . 1 9 6
,
1 5 7 - 1 8 5 .

O r s z a g , S . A .

,
Y a k h o t

,
V ･

,
Fl a n n e r y , W . S .

,
B o y s a n , F .

,
C h o u d h u ry , D ･

,
M a r u z e w s ki

,

J . & P a t el
,
B . 1 9 9 3 R e n o r m ali z ati o n g r o u p m o d eli n g a n d t u rb ul e n c e si m u l a ti o n s ･

N e a r - W dll T u rb u l e n t Fl o w s ( e d s ･ R ･ M ･ C ･ S o e t al ･) , P P ･ 1 0 3 1 - 1 0 4 6 ･ EI s e v i e r ･

Pi o m elli
,
U . 1 9 89 A p pli c a ti o n o f r e n o r m ali z a ti o n g r o u p t h e o ry t o th e l a r g e e d d y si m u

-

1 a ti o n o f t r a n siti o n al b o u n d a r y l a y e r s . I n st a b . 升 α乃Siti o n 2
,
4 8 0 - 49 6 .

R u bi n st ei n
,
R . & B a r t o n

,
J . M . 1 9 9 2 R e n o r m ali z a ti o n g r o u p a n aly si s of t h e R e y n old s

S t r e S S t r a n S p O rt e q u a ti o n . P h y s . F l u id s A 4
,
1 75 9 - 1 76 6 .

R u bi n st ei n
,
R ･ 1 9 9 6 (p ri v a t e c o r r m ni c ati o n) ･

S r e e n i v a s a n
,
K . R . 1 9 95 0 n t h e u n i v e r s alit y of t h e K ol m o g o r o v c o n st a n t . P h y s , F l u i

7
,
2 7 7 8 - 2 78 4 .

S m it h
,
L . M . & R e y n old s , W . C . 1 9 9 2 0 n t h e Y a k h o t - O r s z a g r e n o r m ali z a ti o n g r o u p

m e t h o d fo r d e ri v i n g t u r b u l e n c e st a ti s ti c s a n d m o d el s ･ P h y s ･ Fl u id s A 4 , 36 4
- 3 9 0 ･

T b n n e k e s
,
H . & L u m l e y , J . L . 1 9 7 2 A F i r 3 t C o u r s e i n T u rb u l e n c e

, P P . 2 8 1 - 28 6 . M I T

P r e s s . C a m b rid g e .

T b w n s e n d
,
A . A ･ 1 9 7 6 T h e st r u c i u r e qf i u rb ul e n t s h e a r P o w , S e c o n d E diti o n , P p . 3 42 -

3 4 7 . C a m b rid g e U ni v e r sit y P r e s s .

W il s o n
,
K . G . & K o g u t , J . 19 7 4 T h e r e n o r m ali z a ti o n g r o u p a n d t h e e e x p a n si o n . P h y s .

月ep . C 1 2
,
7 5

- 2 0 0 .

W o o d r u ff
,
S ･ L ･ 1 9 9 4 A si mi 1 a rit y s o l u ti o n fo r t h e di r e c t i n t e r a c ti o n a p p r o xi m a ti o n a n d

it s r el a ti o n s hip t o r e n o r m ali z a ti o n
-

g r O u P a n aly s e s of t u r b u l e n c e . P h y s . Fl uid s 6
,

3 05 1 - 3 0 6 2 .

Y a k h o t
,
V ･ & O r s z a g , S ･ A ･ 1 9 8 6 R e n o r m ali z a ti o n g r o u p a n aly si s o f t u rb ul e n c e . J . S ci .

C o m p 止 1 , 3
- 5 1 .

Y a k h o t
,
V .

,
O r s z a g , S . A . & Y a k h o t

,
A . 19 8 7 H e a t t r a n s fe r i n t u r b u l e n t fl u id s - I . P ip e
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鮎 w ･ 九f . J . g e αf 肋 ββ 耶 Ⅶ 符号存r 3.0 , 15
- 2 2 .

Y ak h o t
,
V ･ & S m it h

,
L ･ M ･ 19 9 2 T h e r e n o r m ali z ati o n g r o u p , t h e E

-

e X P a n Si o n a n d d e ri v a
-

ti o n o f t u rb ul e n c e m o d el s ･ J ･ S ci ･ C o m p u t . 7 , 3 5
- 6 1 .

Y a k h o t
,
V ･

7
0 r s z a g 7 S ･ A ･

,
T h a n g a m , S ･

, G a t s ki , T ･ B ･ & S p e zi al e , C ･ G ･ 1 9 9 2 D e v el -

O P m e n t O f t u r b ul e n c e m o d els fo r sh e a r a o w s b y a d o u b l e e x p a n si o n t e c h n iq u e ･ P h y s ･

都 む盲ゐ A 4
,
1 5 1 0 - 1 5 20 .

Y b shi z a w a
,
A ･ 1 9 8 4 S t a ti sti c al a n al v si s of th e d e v i a ti o n o f t h e R e y n old s s t r e s s fr o m it s

e d d y - Vi s c o sit y r e p r e s e n t a ti o n ･ P h y s ･ Fl u id s 2 7 , 1 3 7 7 - 1 3 8 7 .

Z u k a u s k a s
,
A ･ & Sl a n ci a u s k a s

,
A ･ 1 9 8 7 H e a t 77 Ⅶ 花阜存r i n 几 rb ul e n t Fl u id F l o w s , p . 13 1 .

H e m i s p h e r e P u bli sh i n g C o r p ･ W a s hi n gt o n , D C ･
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C A L C U L A T I O N S B A S E D O N

Y A K H O T - O R S Z A G T H E O R Y

H e r e
,
th e a u t h o r d el v e s i n t o c al c u l a ti o n s a s a s u p pl e m e n t a r y e x pl a n a ti o n o f C h a p t e r 2 ,

a n d sh o w s h o w t o d e ri v e s o m e u n f a mi 1i a r e q u ati o n s . T h e e q u a ti o n s p a rtl v o v e rl a p t h o s e

i n C h a p t e r 2 , all o w l n g a b e tt e r u n d e r st a n di n g o f t hi s t h e o ry ･

A . 1 F b u ri e r Tr a n s fo r m a ti o n o f B a si c E q u a ti o n s

T h e b a si c e q u a ti o n s fo r Y a k h o t
- O r s z a g t h e o r y c o n si st s o f t h e c o n ti n uit y e q u a ti o n f o r

a n i n c o m p r e s sibl e fl u id a n d t h e N a vi e r
- S t o k e s e q u a ti o n w it h a r a n d o m f o r c e ‥

監= 0 ( A ･1)

∂町

有

∂lJ
～

~ ニー

ー
~貢 ム

ー
ニ
士
⊥
+ 〝0

1 ∂p ∂
2

叫

β∂ご盲
■ r

U

∂エゴ∂エゴ
, ( A .2)

w hi ch a r e d e fi n e d i n th e i n e rti al r a n g e . T h e r a n d o m fo r c e L i s n e e d e d t o c o m p e n s a t e

fo r t h e di s sip a ti o n o f t h e t u r b ul e n t ki n eti c e n e r g y s o t h at t h e e q u a ti o n b e c o m e s th at f o r

s t a ti o n a r y t u r b ul e n c e . T h e f u n cti o n o f J; s a ti sfi e s t h e f oll o w i n g c o n diti o n s : t h e c o n ti n u it y

C O n diti o n g l V e n b y

∂ム
ー = 0

,

∂ヱ壱

58

( A ･3)
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a n d t h e t w o -

p Oi n t c o r r el ati o n i n Fb u ri e r s p a c e d e fi n e d b y

〈ム(た, 〕)ム(た
′

,
〕
′

)〉 = 2 上) 0 た
~ y

(2 打)
帰
島(た) ∂(た + た

′

) ∂( 山 + 山
′

) , ( A . 4)

W h e r e D o i s th e a m plit u d e o f th e fo r c e s a n d y i s a n a rb it r a ry p a r am e t e r t O d et e r m i n e t h e

d e c a y r a t e o f t h e e n e rg y s p e ct r u m fo r L ･ T h e p r oj e cti o n o p e r a t o r

榊 ) = ∂fゴ
ー 笠 (A .5)

i s t h e i s o t r o pi c t e n s o r a r l S l n g fr o m t h e c o n ti n u it y c o n d iti o n o f t h e v el o cit y fi eld a n d i s

di v e r g e n c e fr e e ･ T h e h o m o g e n eit y i n s p a c e a n d ti m e i s g u a r a n t e e d b y t h e D elt a fu n cti o n :

(2 打)
帰
∂( …

′

)∂ い 〕
′

) =(主)
3

去上上比 e x p(
一 言た ･

打 呵 抽 1 ゐ 払 ( A ･6)

T h e n
,
t h e v el o city c o m p o n e n t i n p h y si c al s p a c e u i( a, , T) i s t r a n s fe r r e d t o t h a t in F b u ri e r

S p a C e b y m e a n s o f t h e d + 1 - di m e n si o n al f b u ri e r i n t e g r al f o r m ‥

叫( ∬ , 丁) =上< A ｡ だ ㈱ 〕) e x p( ほ ･ 正 一

叫 ( A ･7)

T h e v el o cit y c o m p o n e n t u i( k , LJ) i s d e fi n e d i n t h e r a n g e A e < k < A ｡ , W h e r e t h e w a v e

n u m b e r A
｡【= 0( 7T/ L)] i s t h e o rd e r o f t h e e n e r g y -

C O n t ai n i n g e d di e s a n d t h e w a v e n u m b e r

A o[ = 0( k d)] i s t h e o r d e r of t h e K ol m o g o r o v di s sip ati o n s c al e . T hi s r a n g e i s a s s u m e d t o

b e v e r y l a r g e at a hi gh R e y n old s n u m b e r , i . e .

,
A
e ≪ A ｡ .

N o w o u r di s c u s si o n m o v e s t o t h e F b u ri e r t r a n s f o r m a ti o n o f E q s . ( A .1) a n d ( A . 2) . T h e

C O n ti n u it y e q u a ti o n fo r t h e v el o cit v fi eld i s t r a n sf e r r e d a s fo 1l o w s :
■ノ

∂u 壱 ∂

∂ごf ∂ごf上< A ｡ だu 五(たっ 小 Ⅹp(盲た ･

£
一

叫

上< A ｡Jご舶 (た7 〕) e x p(去た
･

ヱ
ー

呵

0
,

如 才(た, 〕) = 0 .

d 山d た

(2 打) 叫
1

( A ･8)

( A ･9)

w hi ch l e a d s t o
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E a c h t e r m i n th e N a vi e r - S t o k e s e q u ati o n i s t r a n s fe r r e d t o F o u ri e r s p a c e i n s e q u e n c e b y

m e a n s o f E q . ( A ･7) ･ T h e d e ri v a ti v e w ith r e s p e ct t o ti m e b e c o m e s

∂ / / +
∞

､
d 山d た

芸上< A ｡ノごuf(た, 〕) e x p(宣た ･ £ 一 項
(2 汀)

小目

上< A ｡Jご{
一

項 た, 〕)) e x p ( 沌
･

£
- ん汀)

T h e n o nli n e a r t e r m i s

∂叫
U
J

丙 上′< A ｡Jご
祝j(た

′

,
〕
′

) e x p(壱た
′

･

正
一 呵

上< A ｡Jご叫(9 7 n) e x p(毎
･

正
一

呵

= 上′< A ｡ だ 刷 〕
′

) e x p(壱た
′

･

∬
一

叫

×上< A ｡ノご 偏 (q 朋 e x p(毎
･ ∬ 一 呵

上′< A ｡Jご上< A ｡Jご廟 (9 卯 J(た
′

)
〕
′

)

× e X p (盲(た
′

+ 9)
･

エ
ー 盲( 山

′

+ n) 丁)
戯 句 ん

′
dた
′

(2 打)
2 d + 2

'

w h e r e t h e r e pl a c e m e n t s k
/

+ q ≡ k a n d L J
/

+ 0 ≡ L J yi eld

塘 = 上< A ｡Jご上′< A ｡Jご〈上< A ｡ノご盲(たゴ ー

榊
′

,
〕
′

) 榊 )

× e X p(去た
･ £ 一 言山 丁)∂(た

- た
′

一

9)∂( 〕
一 山
′

- n )
d 山
/

d た
′

(2 打) 井
1

上<J ｡だ上′< A ｡′ご〈王< A ｡ノご 榊
′

,
〕
′

) 榊 )

× e X p(五た
･

£
一 盲〕 丁)∂(た

- た
′

-

q)∂( 〕
-

〕
′

- n )
d 山
/

d た
′

(2 打)
井 1

上< A ｡ノご〈上< A ｡Jご 榊
-

9 , 〕
- n) 叫 …

d 山d た

d 山dた

( A ･1 0)

( A ･ 1 1)



A p p e n di x A ･ C A エC I 几 A T r O Ⅳ5 βA ∫E D O Ⅳ m ∬ガO T - O R 5 Z A G T 月苫O R y 6 1

× e x p(五た
･

∬ 一 言山 丁)
d 山dた

(2 打) 在
1

●

T h e r a n d o m fo r c e i s

輝 丁) =上< A ｡上ご彿 〕) e x p(盲た ･ 訂 一

叫

T h e p r e s s u r e i s t r a n s fe r r e d a s

1 軸

β∂ご盲

d 山d た

(2 打)
d + ｢

上< A ｡ノごp(た, 〕) e x p(盲た ･ 正 一

呵

一

上< A ｡ だ〈三榊 ヰⅩp(沌 ･ £ - ん汀)

( A ･1 2)

( A ･1 3)

( A ･1 4)

H e r e p( k , LJ) c a n b e r e pl a c e d w it h t h e v el o cit y c o r r el a ti o n b y u si n g t h e P oi s s o n e q u a ti o n :

吉纂+ 有 転 = 0 ･

∂㍑
m
∂㍑

れ

由a ch t e r m i n E q . ( A .1 5) i s r e p r e s e n t ｡ d a s

1 ∂2 p

β ∂島

∂u m ∂u れ

∂ご
れ
∂ェ

m

a n d

1 ∂
2

β∂J
､

まi上< A ｡ だp(たっ 〕) e x p(宣た
･ 正 一

叫

上< A ｡ノご〈一言p(たヰ p(よた
･

正 一 ん〝)

上′< A ｡ノご航 (た
′

7
〕
′

) e x 緋
･

芳
一

叫

×上< A ｡ノご 如 (9 頗 Ⅹp(毎
･

㌶ 一 呵

一上′< A ｡Jご上< A ｡ノご軋 醐 m(た
′

フ
〕
′

) u れ( 9 フ n)

× e X p (五(た
′

+ 曾) ･ ∬ 一 言( 山
′

+ n) 丁)
戯 句 ん

′

d た
′

(2 打)
2 d + 2

T h e r e pl a c e m e n t s k
/

+ q ≡ k a n d ｣ 7
/

+ 0 ≡ L J yi eld

一上< A ｡ノご上′< A ｡だ上< A ｡だ払 眺 (た
′

)
〕
′

) u 几(9 , n)

( A ･1 5)

( A ･1 6)

( A ･1 7)
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′ ( ､
戯 句 ん

′

dた
′

× e X p (五(た
′

+ 9)
･

∬
- 査( 〕

′

+ n) 丁) ∂(た - た
′

-

曾)∂( u
一

山
′

- n)

一上< A ｡Jご上< A ｡ βたれ
-

‰) 抑 ( 9 , 軌 (た
-

9 7 〕
- n)

× e X p(盲た
･

才
一 ん 汀)
戯 句 ん 胡

(2 打)
2 d + 2

ー上< A ｡ノご(上< A ｡上ご(たれ -

‰)(たm -

9 m
一

帖 ( 9 , n)

× 甘
m(た 一

曾, 〕
- n ) e x p(査た

･

£
一 言山 T)

d 山d た

(2 打) 小目

上< A ｡だたm たれ〈上< A ｡ノご 刷 ) u m( た -

9 , 〕
- n)

× e X p(盲た ･ £ 一 壱〕 丁)
d 山 d た

(2 打)
在 1

(2 打)
餌+ 2

T h e P oi s s o n e q u a ti o n i n F b u ri e r s p a c e b e c o m e s

上< A ｡ノご〈三榊 小 呵 < A ｡ だ 刷 )㍑ m( た 一

曾7 〕
- n)

× e X p(よた
･

∬
一 定 汀)

= 0

ん d た

(2 打) 井
1

土
p(たっ 〕) ン 笠上< A ｡ノごu れ( 刷 m(た

-

9 7 〕
一 n)

β

T h e n
,
t h e p r e s s u r e i s r e pl a c e d w ith th e v el o cit y c o r r el a ti o n :

1 ∂p

β ∂ごi

戯 句

(2 打) 射H

= 上< A ｡Jご〈璃封< A ｡ノご 刷 ) u m( た
-

9 7 仇 )

× e X p(盲た ･ ∬ 一 定 汀)
d 山d た

(2 打)
井 1

■

Fi n ally , t h e m ol e c u l a r vi s c o u s diff u si o n t e r m b e c o m e s

∂
2
叫 ∂2

" 0

砺
= 拘
∂勺∂ごj上< A ｡上ご彿 〕) e x p(五た ･ £ 一

項

d山dた

( A ･1 8)

( A ･ 1 9)

( A ･2 0)

( A ･2 1)

( A ･2 2)
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-

〃 0上< A ｡上ご 榊 7
〕) e x p(云た ･ £

｢ 叫 ( A ･2 3)

B v s u Ⅱ 皿 1 n g u p all t h e t e r m s , th e F b u ri e r i n t e g r al fo r m o f t h e N a vi e r
-S t o k e s e q u a ti o n i s

r e p r e s e n t e d a s

上< A ｡Jご〈一

項 頼 + 托止A ｡だ㍑
ゴ(た

-

9 , 〕
- n) 榊 )

一

柵 〕)
一 璃封< A ｡ノごu m (た

-

9 , 〕
- n) ㍑ n(曾) n)

+ 〝0 た
2
㍑盲(た, 〕)〉e x p(去た ･ £ 一 山 )

0

ん d た

(2 打)
井 1

( 一 夏〕 + 〝｡ た
2

) 叫(あ, ｣ J)

一 価 小 五〈砿 だuブ(た
-

9 フ 〕
- n) 榊 )

一 驚上< A ｡ノごu m(あ ー

9 7 〕
-

恥 ( 9 7 n)

0 .

戯 句

(2 打) 小目

( A ･2 4)

( A ･2 5)

O r

Fbll o w l n g t h e n o t a ti o n

帖 ≡上< A ｡上ごu f( 9 勒 (た
-

9 7 〕
- n)

t h e l a st t w o t e r m s o f t h e l ･h ･ S ･ i n E q ･ ( A ･2 5) a r e r e w ritt e n a s

よ〈砿 だu
ゴ(た

-

9 , 〕
- n) 刷 )

戯 句

(2 打)
d + 1

'

一 驚上< A ｡だu
m(た -

9 , 〕
一 n) u れ( 9 , n)

盲〈仙 一 撃 帖〉･

( A ･2 6)

( A ･2 7)
-
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T h e i n d e x j i s i n t e r ch a n g e a bl e s o t h at E q ･ ( A ･2 7) b e c o m e s

よ〈仙
一 驚【司m れ〉= 盲〈仙 扶m

一 撃[u】m れ〉
= 盲た

れ書m(た)【祝] m 几

…彗m 湖[ u] m れ ･

A n o th e r i n t e r p r e t a ti o n i s a s f oll o w s : th e i n d e x i = 1 1 e a d s t o

仙 - た宣誓 眈 = 仙
- た1笠 恥

= 刷 1 l
一 掬]1 1 一 将[可1 2 - た1笠 帖

+ た 晶 - た1笠[u]2 1 一 碩㍑] 2 2
- た1筈[ u】2 ｡

+ 柚 1 3
- た1筈[u]3 1 - た1笠[u】3 2 - 碩司33

= た1(1
一

針 1 1 + た2( ト富拉12 + た3( ト 恥13
- ら筈【司21

一 掬] 2 2 一 将[む]2 3 一 将 帖 一 将[u】3 2 - 碩u]3 3

= た1(∂1 1 一 針 11 + た2(∂1 1 一 恥 12

+ た3(∂1 1 一

針 1 3 + た1(∂2 1 一 等) 回21

+ た2(∂2 1 一 筈)[ 射 た3(∂2 1 -

+ た1(∂3 1
一 箪)【小 た2(も1 -

+ た3(∂3 1 一 箪)[祝】3 3

た2 た1

た2

た3た1

た2

[ u] 2 3

【u] 3 2

( A ･ 2 8)
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た1 ろ1(た)[㍑] 1 1 + た2 ろ1(た)[㍑]1 2 + た3 ろ1(た)[ u] 1 3

+ た1 ろ2(た)[u】2 1 + た2 ろ2(た)[㍑]2 2 + た3 ろ2(た)[司2 3

+ た1 ろ3(た)[u]3 1 + た2 旦3(た)[可3 2 + た3 旦3(た) 回3 3

喜舶 1(た) + 描 1(た)) 仙 +喜㈱ 2(た) + 捕 1( 捌 1 2

+喜( 捕 3(た) + 兢 ( 榊 1 3 +喜( 兢 (た) + 捕 2(た 冊 2 1

+喜( 捕 2(た) + 描 2(た 冊 2 2 +喜( 賦 3(た) + 捕 2( 捌 2 3

+喜僻 3(た) + 捕 1( 帖 】3 1 +喜( 捕 3(た) + 捕 2( 帖 ] 3 2

+喜( 賦 3(た) + 描 3( 蝋 ]3 3

去ろ m ㈹[ u] m 几 , ( A ･2 9)

a n d t h e e q u a ti o n s f o r o t h e r i n di c e s i = 2
,
3 a r e al s o o b t ai n a bl e i n t h e s a m e m a n n e r .

T h u s
,
t h e s u m o f t h e s e b e c o m e s

五〈仙 一 驚【u】m れ〉=主君m 刷 m れ
･ ( A ･3 0)

H e r e a ft e r t h e w a v e - fr e q u e n cy v e ct o r k c o n si st s o f t h e w a v e v e ct o r k a n d t h e fr e q u e n c y

L J i s u s e d .

上< A ｡だ ん dた → 上< A ｡ d£

T h e G r e e n fu n c ti o n ( o r t h e b a r e p r o p a g a t o r i n r e n o r m ali z a ti o n) i s d e fi n e d a s

G ｡(た) ≡ (
一 言〕 + 〝｡ た

2

)
~ 1

( A ･3 1)

( A ･ 3 2)

T h e n
,
t h e N a vi e r -S t o k e s e q u a ti o n w it h a r a n d o m f o r c e i n F o u ri e r s p a c e i s w ritt e n a s

叫(£) = 緑) 柚 一等G o 伽 m れ叫 < A ｡

u
m ( 裾 £

- ¢) ( A ･3 3)
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W h e r e A
e
< k( = fkJ) < A o , A e < q( = lq() < A o ,

-

∞ < LJ < + ∞ ,
一

∞ < 0 < + ∞ ,

a n d 入0( = 1) is a p a r a m et e r t o i n di c a t e t h e e ff e ct of n o n li n e a r t e r m s i n r e n o r m a li z a ti o n

e x p a n si o n .

A . 2 R e n o r m a li 2: a ti o n P r o c e d u r e

N o w th e R N G m eth o d i s t o b e st a rt e d w ith t h e fo 1l o w l n g S C al e s e p a r a ti n g a s s u m p ti o n :

叫(£) =

㍉(た) : A e < た < A o e x p(
-

r)

u7(た) : A o e x p(
-

r) < た < A o

O o t h e r w i s e

( A ･3 4)

T h e p a r a m e t e r r i s ch o s e n t o s p e cify t h e m o d e u?(k) in t h e vi ci n it y o f t h e i niti al c u t o ff

W a V e n u m b e r A o ･ A c c o r di n g t o t hi s d e c o m p o siti o n , th e t w o N a vi e r
-S t o k e s e q u a ti o n s :

㍉(£)

u7(£)

G 抽 離 ) 一 争離) ろ忘れ( 頼 m( 軌 £
一 卓)

G 紬 離 ) 一字 離) 監 れ(た) 揮(卓)戒(£
- ∂)

+ 2 戒(尋) u言(怠
-

¢) 中亮(¢) 浸(£ 一 尋)〉
(2 打)

小目

離 ) 離) 一字離) ろ忘れ( 穂 m( 軌 £
-

卓)

離) 離) 一字 離) ろ∑m(た) 揮(卓)痘(£
- ¢)

+ 2 戒(¢)寝(£ 一 尋) 中亮(卓)戒(£ - ∂)〉
(2 打)

小目

( A ･3 5)

( A ･3 6)

a r e o b t ai n e d ･ T h e r e aft e r
,
W e S e e k t o eli mi n a t e th e hi gh e r w a v e - n u m b e r m o d e u?(k) i n t h e

V el o cit y fi eld a n d t o r e p r e s e n t t h e fi eld w it h t h e r e st m o d e uf( k) , W hi c h c o r r e s p o n d s t o t h e

r e d u c ti o n o f d e g r e e of fr e e d o m i n t h e s y st e m . I n t h e e q u a ti o n fo r th e l o w e r w a v e
-

n u m b e r

m o d e u f(k) , t h e hi gh e r w a v e
-

n u m b e r m o d e s u
>
i n th e n o n li n e a r t e r m a r e r e m o v e d b y
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u s l n g t h e r e n o r m al i zi n g e x p a n si o n fo r t h e N a vi e r
- S t o k e s e q u a ti o n , i ･ e ･

,
b y r e p l a ci n g u

>
i n

E q ･ ( A ･ 3 5) w it h th ei r t r a n s p o rt e q u a ti o n s o n th e b a si s of E q . ( A . 3 6) , W hi ch yi el d s

㍉(た) = 0(入3) + 0(人吉) + 0(人言) + … ( A .3 7)

a s a n e x p a n si o n of 入0 ･ T h e c al c ul a ti o n i s d o n e a s fo 1l o w s : t h e e q u a ti o n s fo r th e hi gh e r

w a v e - n u m b e r m o d e s

一字 榊 ) だ｡ β(曾)上( u≡(3 榊 -

… 2 浸(3 榊
- 3)

+ 浸(3) ㍑言(¢
- 3))

d 3

(2 打)
d 吊

一字 榊 ) だαβ(9)王〈郁) 榊 - 3) + 2 G 抽 だ(3 榊
- 3)

+ C言(3) C言(¢ - 3) だ(3) ガ(¢
- 3))

+ 0(人言)

d3

(2 打) 射
1

戒(た
一 卓) = G言(た 一 尋) だ(た - 尋)

一字c言(£ -

略 ∂(た
-

9)〟和 昭(£ 一 尋 一 声)

+ 2 榊) 扉(£
一 尋 - り + 加 持) 雇(£

一 尋 一 声)〉
d声

(2 打)
針目

G吉(& - ¢) だ(た - 尋)

一字c吉(£ 一

緒 ∂(た
-

9)〟和 昭(£パ ー ヂ)

+ 2 G吉(ヂ) ギ(予)扉(た
- ¢ - ヂ)

+ G 紺) G言(£
一 尋 一 声げ(ヂ) ガ(£ 一 尋 一 声)〉

dヂ

(2 打)
d 吊

( A ･ 3 8)



6 8 A p p ∽ di x A . C A 上C U エA r J O Ⅳ5 βA ∫E D O Ⅳ m ∬g O r - O R 5 Z A G r 且E O R y

+ 0(人吉) ( A ･ 3 9)

u p t o t h e o rd e r of 人吉a r e o b t ai n e d ; a n d s u b stit u ti n g u
>
i n E q ･ ( A ･ 35) i n t o E q s . ( A .3 8)

a n d ( A ･39) gi v e s

(
一 夏山 + 〝｡ た

2

)㍉(£) 榊) 一 字 捌 ) 擁 踊 (£ 一 尋)

一

瑚 忘几(た) 仲言(¢)だ(¢)

一字 榊 )だαβ( q)上〈寝(3) 榊 - 3)

+ 2 G言(3) だ(3) u言(ぜ - 3)

+ G言(3) G言(尋 - 3) だ(3)ガ(卓 - 3)〉

×寝(た
一

尋)
(2 打) 小目

(2 打)
井 1

- ㌢監(た) 距(卓)だ(¢)

一字 雛 )だ αβ(9)上〈顧) 榊 - 3)

+ 2 G言(3)だ(3)帝(ぜ
- 3)

+ C言(3) C言(尋 - 3)だ(3)ガ(卓
- 3) )

×匝(£ 一 鋸 謳 一 尋)

一字G言(£ -

略 (た
-

9)葎 仲 夏(£ - ¢ - ヂ)

+ 2 G言(ヂ)ギ(ヂ)扉(た
一 尋 一 声)

+ G言( 叩言(£ - ¢ 一 声)ギ(ヂ)ガ(£
- 尋 - ヂ) )

d¢
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# (烏) 一 新 頼 匝) 痘(良 一 尋)

一 瑚 ∑れ(た) 仲ぜ) 離)浸(£
一

卓)

(2 打)
在 1

+ 2(字)
2

監 れ(嗅函 僻 緑 踊 (£
一 尋)

×〈浸(3)頑(¢
- 3) + 2 G言(3) だ(3)頑(¢

- 3)

+ G言(3) C言(¢ - 3) だ(3)ガ(¢
- 3)〉

d3 d卓

(2 打)
2 d + 2

一字ろ∑れ( 頼 購 言(£
一 尋) だ( 鋸 謳 一 尋)

+ 2(普)
2

ろ∑れ(叛匝 摘 (£
- ぜ) だ( 略 (た -

9)

×〈桝)扉(£
一 尋 -

り + 2 G 紺)ギ(ヂ) 扉(£ 一 尋 一 声)

+ G言( 叩言(£
一 尋 一 声げ( 哺 (良

一 尋 一 声)〉
dヂd尋

( 2 打)
2 d + 2

+ 2(字)
2

ろ∑几(叛匝 描 (£
一 紙 (左 一 紙 β(曾)

×ト≡(3) 祝言(¢ - 3) + 2 G言(3) だ(3) u言(卓
- 3)

+ G吉(3) G言(¢ - 3) だ( 哺(¢
- 3))

+ 0(入喜) .

T h e n
,
E q . ( A .4) fo r f

>
i s u s e d t o cl o s e t hi s e q u a ti o n :

(
一 之山 + 〝｡ た

2

) ㍉(た)

d ･主d亘

(2 打)
2 d + 2

離) 一字監 れ 頼三( 踊 (£
- 尋)

6 9

( A ･4 0)
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一 言Å0 監 れ(た) 匝尋)( だ 榊 言(£
- 尋)

+ 2( 紳 鮒 脚 脇 (9) 寝(£ -

.

尋)

×〈浸(3) 榊 - 3) + 2 G言(3)〈だ(3)〉u 純
一 3)

+ G吉(3) G言(¢
- 3)〈だ(3)ガ( 行 3)〉〉

d3 dぜ

(2 打)
2 d + 2

一字監 乃( 頼 綱 吉(£
一

時 (尋)だ(£
一 昏)〉

+ 2(群五(叛匝 描 (£ 一

時 (た
一

曾)

×〈〈だ(卓)〉㍑招)扉(£ - ¢ 一 声)

+ 2 G言(ヂ)〈ギ(ヂ)だ(尋)〉浸(£ - ∂ - ヂ)

+ G吉( 叩言(良 一 卓 一 声)〈ギ( 哺 (£
一 尋 一 声)だ(¢)〉〉

+ 2(群五(た) 脾 卓)G言(£ 一 紙 β( 9)

×〈浸(3)〈だ(£ 一 尋)〉u言(尋 - 3)

+ 2 C言(3)〈だ(3)だ(£ 一 尋)〉㍑言(尋 一 3)

+ C言(3) G言(卓 - 3)〈だ(3)ガ(尋 - 3) だ(£ 一 尋)〉〉

離) 一等 捌 )上舶) u言(£
-

¢)
(2 打) 鈷

1

d ヂd¢

(2 打)
2 み 2

d3 d∂

(2 打)
2 d + 2
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+ 2(普)
2

監 れ( 棚卸) 加 )

× u言(£ -

¢)〈祝≡(3) ㍑言(尋 - 3)

+ G言(3) G吉(¢ - 3)〈だ(3) ガ(¢ - 3)〉)
d3d尋

(2 打)
2 井 2

一字監 れ(た) 仲 ㈹ (£
一 尋)〈榊 )だ(£

一 尋)〉

+ 2(労五(叛匝 描 ( 極 細 耕 一

9)

×〈だ( 畔(ヂ)〉扉(£ 一 尋 一 声)
dヂd¢

(2 打)
2 拓 2

+ 2(普)
2

怒 れ(叛匝 描 (£
一 抑 ) 加 )

×〈だ(£
- 卓)だ(3)〉u言(尋

一 3)

+ 0( 入喜) ,

d3 d尋

(2 打)
2 d + 2

w h e r e t h e t hi r d t e r m o f th e r .h . s . i s e s ti m a t e d a s

2(紳 鮒 脾 胱 β( 9) u言(£
一 尋) 舶 榊

- 3)

= 0([u
<

】
3

) ,

t h e fo u rt h t e r m i s

2(群監 れ(り〟G言(卓) G言(3) G言(尋
- 3) だ αβ( 9)

×〈だ(3)ガ(尋
- 3)〉u言(£

- 尋)

2(普)
2

ろ∑れ(り〟

d3 d卓

(2 汀)
2 鈷 2

G吉(尋) G言(3) G言(尋 一 3) だ ｡ β(9)

d 3 d尋

(2 打)
2 d + 2

7 1

( A ･4 1)

( A ･4 2)
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×〈2 恥
~

y

鴇( β) (2 打)
抽 ∂(卓 - 3 + 3)ト言(£ 一 尋)

2(普)
2

監 れ(り〟G言(¢) G言(3) G言(卓
一 3) だ αβ( q)

×〈2 恥
-

y

電( β)(2 打)
机
桐)〉w言(£

- ぜ)

= 0
,

t h e fifth t e r m i s t r e at e d a s

△ム ≡ -㌢監( 頼 購 言(良
一

時 ( 据 (£
一 尋)〉

th e si x t h t e r m i s

(2 打) 井
1
7

2(普)
2

ろ∑れ(叛匝 捕 (£
一 柳 ) 耕

一

9)

×〈だ(¢)ギ(ヂ)〉扉(£ 一 尋 一 声)
dヂd∂

(2 打)
2 在 2

2(普)
2

監 れ(叛匝 摘 ( 擁 紺 耕
一

9)

×〈2 鋸
~

y
だ↑( 9) (2 打)

机
∂(ぜ+ ヂ) 拉(£ 一 尋 一 声)

2(普)
2

捌 ) 仲 ㈹ (£
-

捕 ← 略 (た
-

q)

×2 β0 9
~

り 乳( 9) 扉(た)
(2 打)
井 1

2(芳 弘 瑚 銅 -
2

G 渥 略 (た -

q)

×2 β0 9
~

y

だ γ(曾) 扉(た)
(2 打) 井

1
7

a n d t h e s e v e n t h t e r m i s

2(好 餌 ) 榊 尋 廟 一 抑 ) だαβ(9)

( A ･4 3)

( A ･ 4 4)

( A ･ 45)



A p p e 乃di x A . C A エC 〔/エA m ⅣS βA 5 E か 0 Ⅳ l視点忍O r - O R 5 Z A G r 月E O R y 7 3

×〈だ(£ 一 針だ(3)〉榊 - 3)
d 3 d尋

(2 打)
2 d + 2

2(群島れ(た) 脚( 顧 一 抑 ) だαβ(曾)

×〈2 射 た -

ql
~

y

た(た -

9)(2 打)
叫
∂(£ 一 尋+ 3)〉朝 一 3)

2(群塩 花( 頼 ( 顧
一 刷 尋 一 恒 ‰( 9)

×2上)o lた -

9I
~

y

鴬(た -

9) u言(た)
(2 打)

d 吊

2(好 捌 ) 伸 一 鵜 (尋) だ αβ( q)

×2 上) 0 匝 -

9l
~

y

た(た
-

9) 祝言(た)
(2 打) 井

1 ( A ･ 4 6)

I n p a rti c u l a r , i n t e r c h a n gi n g t h e i n di c e s α →
7 a n d β → 6 i n t h e si x t h a n d s e v e n t h t e r m s

C a n b e d o n e i n a s s o ci a ti o n w it h t h e s y r m n e t ri c p r o p e rt y 書m n( k) = R n m ( k) . A s a r e s u lt
,

t h e r e n o r m ali z e d N a vi e r - S t o k e s e q u a ti o n i s o bt ai n e d a s

( 一 山 + 〝0 た
2

) ㍉(£) = だ(わ+ △ム

ー㌢監(た) 擁尋) u≡(£ - ¢)
(2 打)

d 車

+ 4 β0(群 板 材 紬
2

離 一 紙 β(た
-

9)

× だ α(9)9
~

y

(2 打)
叫 1
u言(た)

+ 4 β0(斬ろ∑乃( 榔 ( 瑚
2

銅 瑚 )

× だ ｡(た 一

曾)lた -

9 ｢
y

(2 打)
鈷 1
u‡(ふ)
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+ 0〔( u
<

)
3

] ･ ( A .4 7)

T b c a r r y o u t th e i n t e g r ati o n o f 卓, t h e fo u rt h a n d fifth t e r m s i n E q ･ ( A ･4 7) a r e r e w ritt e n

a S

凡 ≡ 一 入言
β0

(2 汀) 鈷
1 ろ∑乃(た) 榊) 植( 綱 吉(£

- 卓)

× 監β(た
一

曾) だ ｡(曾) 9
~

y d亭

月2 ≡ 一 入呂
β｡

(2 打)
舟 1 ろ∑几(た) 榊) 仲(£

一 叫
2

雛 )

× たβ( q) だ｡(た
-

9) lた
一

曾｢
y
d¢ ･

H e r e t h e i n t e g r al o p e r a t o r i n di c a t e s

函 ≡上｡ 叩 ( _ r, < 勅

d 9 だ dn ･

( A ･4 8)

( A ･4 9)

( A ･ 50)

Fi r stly , t h e i n t e g r a ti o n o f t h e f r e q u e n c y O i s e a sily c a r ri e d o u t b y u s l n g t h e r e sid u e t h e o
-

r e m :

だl 榊 )Ⅰ
2

G言(£ 一 脚

2 打盲

d n

( 一 泊 + 〝0 輔 n + 〃0 9
2

) ト( 〕
- n) 恒 0 匝 -

9l
2

〉

n 一 之〝0 9
2

( 一 泊 + レ0 9
2
)( 沼 + 叫帽

2
) ト( 〕 - n) 恒 olた

-

9l
2

〉

+ 2 打五
n 一

山
一 夏〝｡l た -

9l
2

n = 車 叫 9
2

](
一 泊 + 〝0 9

2
)( 拍 + レ0 9

2

) ト( 〕 - n) 恒 olた 一 打 ｣ 瑚 ●

す.
2

2 打

2 レ0 9
2

ト〕 - 〝
0曾
2
恒 ｡lた

-

ql
2

)

2 打

( 一 定 + 〃09
2
+ 〝｡ 匝

-

9l
2

)
汀

( 山 + 〝0 9
2

- 〝oIた -

9l
2

)

レ0 9
2

( 一 山 + 〝09
2
恒 olた -

9l
2

)

( A ･ 5 1)

( A ･5 2)
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a n d

だ 雛 ) 桝 一項
2

d n

2 打盲

d n

ト( 〕
- n) + 〝olた -

9l
2

〉〈五( 〕 - n) 恒 ｡lた
一

9l
2

〉ト沼 + 〝0 9
2

)

n 一

山
一 五〝｡lた

一

曾l
2

ト( 〕 - n) + 〝olた

(
- i n + 明

2
)

-

9l
2

〉〈盲( 〕 - n) + 〝｡l た
-

9l
2

〉

n = 〕 +壱叫lた -

91
2

打

〝ol た 一

曾l
2
( - i 〕 + 〝0 9

2
+ 〝ol た -

9I
2
)
'

s o t h a t R l a n d R 2 b e c o m e

れ β0
0
〝｡(2 打) 井

1

打 β0

凡 = 一 入宍

月2 = - Å呂0
〝｡(2 打) 叶

1

P ミ
∴
巨 〒‡･

_(

ギミニ ー ト ･子･三l
_(

監 β(た
-

9) だ α( 9)9
~

y
~ 2

句
一 妄〕 + 拘9

2
+ レolた

一

9l
2

監 β(9) だ α(た
一

曾)-た
-

9 ｢
y

~ 2
d 9

一 言山 + 〝0 9
2
+ 拘lた -

9l
2

( A ･5 3)

( A ･5 4)

( A ･5 5)

( A ･5 6)

U n d e r t h e a s s u m pti o n fk[ ≪l9l a n d li wf " q
2
t h e i n t e r ch a n g e q

→
q ･喜k is v ali d , S O

t b a t

R l
= 一 入

a n d

2
β 0ろ忘れ(た)
0
2 〝｡(2 打)

d

月2
= - Å

2
月 0ろ忘れ(た)
0
2 〝｡(2 打)

d

/
ム
ー

∧

T
h

ん(
<

β
㍑

/
力

<

L
斤

′
l
l
l

＼

<

β
u

l
一

つ
-

+α】(β監 た) だ α(喜た
-

9)

打喜たl
2

･はぁ 一

曾l
2

= 29
2
+喜た

2
竺 2 9

2
･

T h u s
,
b y m a ki n g t h e u s e o f t h e f oll o w l n g r el a ti o n s :

( 鮎 +喜たα) ㍍ α( 打去り

( A ･5 8)

( A ･ 5 9)
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=(9 α +喜たα)
(9 α +喜たα)(9 m +喜たm)

1 _ ＼
2

=( 恥 +喜たα) ∂m α -(9 m +妄たm)

=(9 m +喜たmト(9 m ･喜たm)

(9 α 一言たα) 島 α( 9
一芸り= 0

たβ㍑β(た) = 0
,

th e c o m p o un d p r oj e c ti o n o p e r a t o r i s r e d u c e d a s fo 1l o w s :

鳥 αβ(喜た -

9) ㍍ α( 付言た)

=〈(喜たα -

9 α) 鳥β(喜た 一

声(喜たβ 一

郎) 鳥 α(妄た -

9)〉㍍ α( 打妄り
=( 兢 β(喜た -

9) 一

班 α(喜た
一

曾)〉㍍ α( 打妄り
=〈兢 β(9 一芸り一

班 α(9
一言り〉㍍ α( 打…た) ( A ･ 6 3)

鳥 αβ( 打妄り島 α(喜た
-

9)

=〈( 恥 +喜たα) 鳥β( 打喜小( 直吉車 α( 付言た)〉㍍ α(妄た -

q)
=〈兢 β( 付言小 帆( 付言た)〉島 α(曾 一言り,

W h e r e th e a p p r o xi m ati o n s

鳥 α( q
一言た) ㍍ α( 打妄り

(A ･6 4)
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= ∂
m 乃

-

( ‰
一言たれ)(9 m 一言たm)

( 恥 一芸たれ)(9 m +

a n d

yi eld

(‰ +喜たれ)(9? +妄たm)

た
m)(9三 -…た三)

打 紆
2

=

9
- 2

( 1 一 等+ …)
9

一 打
2

=

9
- 2

( 1 + 笠+ …)

鳥α(9 一芸り島 α( 打; た)

∂m れ イ
2

(1 + 笠)(9 m 一言たm)( ‰
一芸たれ)

ィ
2

( ト 箸)(9 m +去たm)(9 れ +喜たれ)
+ 9

- 2

(9 m +喜たm)( 恥 -…た几)
+ 0(た

2

)

1
∂
m れ

- -

9
2( 1 + 笠H 9 m 曾れ 一芸毎 一芸妬)

7 7

( A ･6 5)

( A ･6 6)

( A ･ 6 7)

一

吉( ト 笠)(9 刷 +吉毎 +喜如 m) +吉( ‰ 9 れ +喜 症 喜妬)
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+ 0(た
2

)

∂
m 乃

-

1 た
m 9 乃

竿 + 言 下
j㌔几( q) + 0(た

2

) ･

喜怒+ 0(た
2

)

T h e n t h e r e d u c ti o n

鳥 α( 9
一芸た) ㍍ α( 付言り 竺 乱 れ( q)

鳥 α( 打妄た) 島 α(9 一芸た) 巴 ■R m ( 9)

i s a p pli c a bl e u n d e r t h e c o n diti o n k → 0 , a n d R l a n d R 2 a r e r e W rit t e n a s

月1 =

人吉β0 ろ忘れ(た)
∧ . <

4 〝g(2 打)
d 打 紆

y
● 2

×( 橘 (9 一芸りだα( 打妄り-

9βだ れ(9)〉句

月2 =

人吉β0 ろ烹乃(た)
▲ . < パ

4 レ言( 2 打)
d 曾

一 打
y

~ 2

×〈た渇( 打去りだ α(9 一言た) + 郎だれ( 9)〉句

月1 + 月2

人吉刀0 監 m(た)
如∂(2 打)

d 刷上9
サ 4

[(1
一 宇笠)

O r

( A ･ 68)

( A ･6 9)

( A ･ 7 0)

( A ･7 1)

( A ･ 7 2)

×〈橘(9 一言た) だα( 付言たト伽 藍(9)〉

+(1 + 学割〈橘( 打…りだα( 9 一芸た) + 9βだ れ( 舶 9 ･

( A ･7 3)
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A ct u all y , t h e O( k
2

) t e r m i s n e gl e ct e d b e c a u s e o f k → 0 ; th u s ,

た
α鳥β(9 一言あ) 島 α( 打妄り

= た
α ト吉(1 +笠+ …)( ‰ 一言たれ)( 炉喜んβ)〉
×トα

｢吉(
ト笠+

…)(9 m +喜たm)(9 α +喜たα)〉
= た

α〈∂れβ 一

等 + 0(朴 m α
一

筆 + 0(た)〉
= た

αトβ 一

筆)(∂m α 一

等) + 0(た
2

)

竺 た
｡ 鳥β(曾)j㌔｡( 9)

月1 + 月2

入呂β0ろ∑m(た)
4 〝∂(2 汀)

d

a n d

新津
一

ツ
ー 4

[(1
- ㌢軌 極 (9) だ α(曾)

一

郎 だ れ( 9)} +(1 + 学祭匪 蜘 ) だα( 9) + 郎だ れ( 項
入呂β0ろ忘れ(た)
2 〝∂(2 打)

d

7 9

( A ･7 4)

新津
-

y
- 4

〈たα 榊 )だα(9) + 誓哲郎だれ(車 ･

( A ･7 5)

T h e i n t e g r ati o n o f th e w a v e v e ct o r q i s d o n e b y t h e f oll o w l n g r el a ti o n s :

/ d 9 = / d
d
9

=

可早 場 ( A ･7 6)
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a n d
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/ 帥 d
d
9 =普∂αβノ打 勾, ( A ･7 7)

ノ醐 伸 d
d
9 =

d(d + 2)
(∂αβ毎 + ∂叩 毎 + ∂α∂∂β↑車

両 d9 7 ( A ･ 78)

W h e r e S d i s th e a r e a o f a d - d i m e n si o n al u n it s p h e r e (i . e ･

,
S; = 4 7r) ･ T h e fi r st t e r m o f th e

r .h . s . i n E q ･ ( A ･7 5) b e c o m e s

ろ∑乃(た) 礪 (坤
~

y
~ 4

榊 )だ α( 抽

胤 頼 幽 か
- 4

(∂れβ 一

等)(∂m α
一

弘 帖 頑沌
-

y
- 4

トβ㍍α 一

等∂m α
-

9 m 9 α

鶉句

9 m 恥 ｡ . 9 m 恥 恥曾β

塩 湖 α ㈱ ∫d(∂m α∂れβ 一芸∂m α∂れβ 一芸∂m αんβ

(∂｡ β∂m れ + ㍍ α ∂れβ + ∂れ α 毎β)

ろ∑几(た)たm u言(た)∫d

〈

佃
一

れ

<

m
旦
｡

+

0

+ ろ∑几(た)たれ u三(た)

ろ∑れ(た)たm u言(た) g d

w b e r e

1 -

｢ +
2 1

d
-

d( d + 2)

A o

)2+
.

d(
T

d

∫d

d( d + 2)

ト
ムo e x p( -

r)

2 2
1 -

｢ +
d

■

d(d + 2)

〉震p(
_

γ,
曾

一

頼 局 句

9

一

汗 d
- 5
d 9

9
一

汁 d
- 5
d 9 ,

9
一

汁 d
- 5
d9

曾
一

汁 d
- 5
d 9

o e x p( - γ)

書 m れ(た)たm u れ(た) = た
m ( たm 書几(た) + たれ書 m(た)) u れ( た)

=

一

瑚 m(た) u 几(左) + たm 書m(た) 如 れ(た)
ノヽ

句

( A ･7 9)
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た
2

(∂壱れ 一 等ト£)
た
2
∂壱几 u れ(たト たf 締 れ(た)

し

ノ

た
2

叫(烏) ,

9
一

汁 d
- 5
d 9

o e x p(
-

r)

a n d

T h e r e s u lt i s

A o

A
o
e x p( - γ)

トト]:: 叩 ( _ γ, 志{ e 殖 卜 1}

亡 ≡ 4 + ダ
ー d .

監 ㈹ 舶 招)上9
サ 4

榊 ) だα( 拍

d
2

- 2 ∫d ( e x p( ∈r) - 1)
d( d + 2)

S i mi 1 a rly , t h e s e c o n d t e r m i s r e d u c e d t o

∈Aa
た
2
㍊チ(£) .

監 れ 輌 ( 雄 声
-

y
- 4

哲郎だ几(9) 句

監 れ(た) 舶 宇 姉 β9
-

ツ
ー 6

(∂m れ 一

等) 句

宇 鳥 ㈱ 榊)〈吉∂m 舟 -

×(∂m 舟 + 帰 β + 姉 β)} ∫dぷ: 叩( _

γ,
9

一

汁 d
- 5

勾

d( d + 2)〉ろ∑乃(た) 半 舷 p(
-

γ)
冊

8 1

( A ･ 8 0)

( A ･8 1)

( A ･8 2)

( A ･8 3)
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y + 2 ∫d

y + 2 ∫d

2 d(d + 2)

( y + 2)∫d

d( d + 2)
~

電 m れ

〃
ん

<

丁

〃(
<

几
um

T

た)
t

た(監
0

e x p(
-

γ)
9

一 両 - 5
d 9

監 乃(た) 如三(£)震( - γ,
9

一 両 - 5

勾

監 れ ㈱ 離)震( _ γ,
√
両 - 5

勾

(y + 2)∫d e X p( ∈r) - 1

d(d + 2) 亡A昌
た
2

㍉(£) .

Fi n ally , E q s ･ ( A ･ 48) a n d ( A ･ 49) a r e fo r m e d a s fo 1l o w s:

月1 + 月2 =

l岩月o d
2

-

y
- 4 ∫d( e x p( ∈r) - 1)

2 〝g(2 打)
d
d(d + 2) ∈A昌

人言βo d
2

- d - 亡 g d( e x p( 可
- 1)

2 レβ(2 打)
d
d(d + 2) 亡Aa

凡 + 月2 ≡ - 1i m △〝(た)た
2

浸(£)
ん一 → 0

レ
･ ･ → 0

- △ レ(0)た
2
uチ(た) ,

A d
1 d
2

- d -

∈

2 d(d + 2)
'

A d = A d 恭フ

△〝(0) = A d篇
e x p( 汀) - 1

a n d

た
2
祝チ(烏)

( A ･8 4)

た
2
uチ(£) , ( A .8 5)

( A ･8 6)

( A ･8 7)

( A ･8 8)

( A ･8 9)

T his t e r m r e p r e s e n t s t h e e 鮎 c t of t h e eli m i n a t ed c o m p o n e n t s u
>
a n d i s a d d ed t o th e

m ol e c u l a r (b a r e) vi s c o sit y a s a n i n c r e m e n t .

レ
γ
≡ 拘 + △ 〃(0)

レ0 + A d

人吉βo e x p( ∈r) - 1

〝βA昌 亡

dA+liOレニ

て2
e X p( ∈r) - 1

( A ･9 0)
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( A ･9 1)

T h e n th e r e n o r m aliz e d N a vi e r -S t o k e s e q u a ti o n b e c o m e s

㍉(£) = C
γ(烏)〈ガ(わ+ △ム)

一字仇( 軋 ( 症 ｡ 叩 (
_

γ,
舶 言(£ - ¢)

+ 0[( ㍊
<

)
3

] ,

G
γ(£) ≡( 一 山 + 〝γ 灯

1

(2 打)
在 1

( A ･9 2)

( A ･9 3)

i s t h e r e n o r m ali z e d G r e e n f u n c ti o n ･ T h e w a v e n u m b e r k i s d efi n e d i n t h e r a n g e A ｡ < k <

A o e x p(
- r) ･

A . 3 A p p li c a ti o n t o S c a l a r F i e l d

T h e t r a n s p o rt e q u a ti o n fb r a p a s si v e s c a l a r T i s

芸+ 入0 叫 有 = X o

砺
7 ( A ･9 4)

W h e r e 入0( = 1) i s a n i n di c a t o r t o d e s c rib e t h e e ff e c t o f t h e n o n li n e a r t e r m i n r e n o r m ali z ati o n

e x p a n si o n ･ B v u s l n g t h e F b u ri e r i n t e g r al r e p r e s e n t ati o n :■
/

r( £ フ 丁) =上< A ｡ノごr(た7 〕) e x p( ほ
･

£
-

呵

E q u a ti o n ( A ･9 4) is t r a n s fe r r e d t o Fb u ri e r s p a c e a s f oll o w s :

孟上< A ｡ だ r(たっ 〕) e x p( 沌 ･

正
一

呵

√ √+ ∞

′(
UA

′

ん (=〉○

d 山d た

( 2 打)
d + =

d 山d た

( 一 査〕 r(た, ｣ 7) e x p( ほ
･

£
一 定 汀))

入0 叫芸 = 入0上< A ｡ だ 榊 ) e x p(句 ･ ∬ 一 呵

d 山d た

(2 汀)
d + =

( A ･9 5)

( A ･9 6)
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×孟上′< A ｡上ごr(た
′

,
〕
′

) e x p(沌
′

･

£
一

叫

入0上′< A ｡上ご上< A ｡上ご勅( 仰 (た
′

7
〕
′

)

× e X p (盲(た
′

+ 曾) ･ 正 一 壱( 山
′

+ n) 丁)
d n d 9 ん

/d た
/

(2 打)
井 1
(2 打)

小目

入0上< A ｡Jご上< A ｡上ご堆 一

郭) 叫( 仰 (た -

曾, 〕
- n)

× e X p(宣た ･ £ 一 夏〕 丁)
d n d 9 d 山d た

(2 打)
d 吊
(2 打)

鈷 1

入0上< A ｡ だ〈上< A ｡ 仁 柚 仰 (た -

q , 〕
- n )

× e X p(壱た ･ ‡ 一 壱〕 丁)

∂
2
r
_ ∂

2

X o
∂勺∂エゴ ∂勺∂エゴ

d 山d た

( 2 打)
d + リ

上< A ｡ だ x o r(た, 〕) e x p(五た
･ 正

一

叫

ー上< A ｡ノごx 躍 (た7 〕) e x p(盲た
･ ‡ - 呵

T h e n
7
t h e t r a n s p o rt e q u a ti o n fo r t h e p a s si v e s c al a r T i n Fb u ri e r s p a c e b e c o m e s

一

叫 た, 小 湖上< A ｡ノご叫( 仰 (た -

9 7 〕
- n)

-

X ｡ た
2
r( た, 山)

r(左) = 一 偏 g o(り< A ｡ 叫( 刷 £
一 尋)

伽(た, 〕) ≡ 釣(た) = (
一 五山 + x ｡た

2

)
~ 1

d n d 9

(2 打)
d 吊

( A ･ 9 7)

( A ･9 8)

( A ･9 9)

( A ･ 1 0 0)

( A ･1 0 1)

O r

w ith

R e n o r m a li z a ti o n fo r th e p a s si v e s c al a r i s d o n e i n t h e s a m e m a n n e r a s fo r th e v el o city
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fi eld . Fi r stly , th e c o m p o n e n t T i s a l s o di vid e d i n t o t w o p a rt s :

r(£) =

r <( た) ‥ A e < た < A o e x p(
-

r)

r
>

(た) ‥ A o e x p(
-

r) < た < A ｡

0 : O th e r w i s e

T h e n o nli n e a r t e r m i n E q . ( A ･1 0 0) c a n b e e x p a n d e d a s

上叫( 抑 £
一 尋) 上舶)r

<

(£
一 卓)

+上船)r
<

(£ 一 尋)

+上舶) r
>

(£ 一 尋)

+上船) r
>

(良
一

尋)

( A ･ 10 2)

( A ･ 10 3)

T b eli m i n a t e t h e c o m p o n e n t s d e fi n e d i n t h e r a n g e A o e x p(
-

r) < k < A ｡ , u
>
a n d T

>

i n E q ･ ( A ･ 10 3) a r e s u b s tit u t e d f o r t h ei r t r a n s p o rt e q u a ti o n s b a s e d o n E q s . ( A . 3 6) a n d

( A ･1 00) ･ I n t h e e q u a ti o n fo r T
<
:

(
- ま山 + x ｡ た

2

) r
<

(た) 一 偏上榊) r
<

(£
- 尋)

-

湖上舶)r
<

(£ 一 尋)

一 偏上舶)r
>

(良
一

尋)

一

湖上舶) r
>

(£ - ∂)
(2 打)

射1
, ( A ･1 0 4)

th e e ff e ct of t h e s e c o n d a n d t hi r d t e r m s i n t h e r ･ h ･ S ･ i s n e gligibl e c o m p a r e d t o t h e o t h e r

t e r m s if th e w a v e n u m b e r o f u < a n d T < i s q uit e a di st a n c e f r o m t h a t o f u
>
a n d T > .

T h e n
,
t h e f o u rt h t e r m i s e x p an d e d a s

一

偏上舶 ) r
>

(£
一 尋)
d亘
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一

項[ 銅 だ(尋) 一 紳 鵬 几(9)上 刷 乃(¢ - 3)

×ト0(た～
一

別)タ言(£ 一 頼 仰(£ 一 尋 一 声)

一 榊盲伸
一

9 購 ㈲ (£ -

紺H 頼 ( 畔 (£ - ¢
一 声)

+ G吉(ヂ) ガ(ヂ) r
<

(た - ぜ
一 声) + u 狩) r

>

(た
一 尋 - ヂ)

+ G言(ヂ) 椚 叩
>

(£ 一 尋 一 声)〉

+ 0(入喜) .

dヂd¢

(2 打)
2 d + 2

( A ･1 0 5)

A v e r a gi n g o v e r t h e r an g e A ｡ e X p(
- r) < k < A o i s a p pli e d t o t h e r a n d o m fo r c e f

>

,
a n d

E q . ( A ･1 0 5) b e c o m e s

一

呵炬
一 踊 ㈲ (£ - ¢)〈(だ捕〉榊) r

<

(£ 一 尋 一 声)

+ G言(声)〈だ(卓)ガ(ヂ)〉r
<

(た 一 尋 一 声) + 〈だ(尋)〉㍉(予) r
>

( た 一 尋 一 声)

+ G言(ダ)〈だ(軋げ(ヂ)〉r
>

(£
- 卓 一 声)〉

+ 0(Å喜)

dヂd卓

(2 打)
2 d + 2

一 柳宣 伸
一

別) G 購 納 言(£ - ¢)〈だ( 紺 (ヂ)〉

< ､
d ヂ萌

× r
<

( た
- 亘 一 声)
(2 打)

2 d + 2

×∂(尋+ ヂ) r
<

( た - 尋 一 声)

+ 0(Å喜)

一 柳宣伸
一 路 ( 媚 ( 礪(£ - 紳 軸

~ y

榊 )(2 打)
抽

r ′ < . < ､ 〔 √ バ 人 < ､
dヂd尋

(2 打)
2 d + 2

+ 0 ( 入喜)
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一 瓶 か
-

9川 雛 )l
2

離 一

柳 0 9
-

y

餉 ) r
<

(£)

+ 0(人言)

- 2入 伽 材
<

(瑚 獅)l
2

離 一

飯
¶

榊 )

+ 0(入喜) .

T h e n
,
t h e t r an S p O rt e q u a ti o n fo r T

< b e c o m e s

( ん + x o 町
<

(怠) =
一

湖上榊) r
<

(£
-

¢)

(2 打) 在
1

(2 打)
井 1

- 2 入 御 冊
<

(瑚 榊 )l
2

離 一

軒 榊

+ 0(人言) .

た
2
△ x 仰

<

(£) ≡ 2 Å 銅 材
<

(瑚 榊)l
2

離 t 銅 甥 (9)

た
2
△x(ん) = 2 勅 再 剛 )l

2

離 一 軒 榊 )

t h e r e n o r m ali z e d e q u a ti o n fo r t h e p a s si v e s c al a r b e c o m e s

(2 打)
d 吊

( 2 打)
d + =

〈- " ( x o + △ x)た
2

) r
<

(&) =
一

湖上舶) r
<

(£
- ¢)

( A ･1 0 6)

萌

(2 打) 井
1

( A ･1 0 7)

( A ･ 10 8)

( A ･ 1 0 9)

( A ･1 1 0)

T h e t e r m △x(k) a ri s e s fr o m eli mi n a ti n g t h e m o d e s i n t h e r a n g e A ｡ e X P(
-

r) < k < A ｡

a n d i s a d d e d a s a n i n c r e m e n t t o t h e m ol e c u l a r diff u si v it y x o ･ T h e r e aft e r
,
t h e i n t e g r a ti o n

Of ¢ i n E q ･ ( A ･ 11 0) is c a r ri e d o u t ･ T h e i n t e g r a ti o n o f t h e f r e q u e n c y O i s

だ 瞞 ) 醐 一

柳 = だ

2 扇
n 一 定〝0 9

2

d n

(
一 言n + 〝0ヴ

2

)(盲n + 明
2
) ( 一 言( 山 一 n) + x ｡1た

-

9】
2
)

( 一 去n + 〝0 9
2

)(五n + 〝0 9
2
) ( 一 言( 〕 - n) + x oIた 一

曾l
2
) 0 = + 盲レ0 9 2
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+ 2 打盲
n 一

山
一

夜olた -

9l
2

(
一 言n + 〝0 9

2

)(盲n + 〝0 9
2

) (
一 言( 〕

- n) + x olた
一

曾l
2
)

打

〝0ヴ
2
(

- 五山 - レ0 9
2
+ x olた

-

9l
2
)

2 打

(
一 言山 + レ0曾

2
+ x olた

-

9l
2

)(盲〕 + 〝0 9
2

-

X olた -

9l
2
)

打

〝0 9
2
( 一 言〕 + 〝0 9

2
+ x olた -

9l
2
)

打

〝掴
2
( 〝0 9

2
+ x olた -

qI
2
)
'

W hi ch yi eld s

△ x(た) =

△x(た) 竺

人言β0た舟

人言β0 た舟

a n d

n = U + 攻olた -

9】
2

9
~

y
~ 2

腎(9) 句

｡ e X p(
-

γ) < 9 < A ｡ レ0 9
2
+ x olた

-

ql
2

9
~

y
~ 2

招(曾) 句

o e x p(
-

γ) < 9 < A o 〝0 9
2
+ x o曾

2

入呂β0 た壱たJ

〝0(2 打) 鴨
2
レ0 + x o

( A ･1 1 1)

( A ･1 1 2)

ムe x ｡(
_

γ, < 9 < A ｡
9

~

y
~ 4

榊 ) 句 ( A ･ 1 1 3)

i n t h e li m it k → 0
,
a n d t h e i n t e g r a ti o n o f t h e w a v e v e ct o r q l S C al c u l a t e d a s

ム叩 (
_

r 佃
9

-

y
- 4

餉 ) 句 = ⊥｡ Ⅹ｡(
_

γ, < 曲
9

-

y
- 4

(∂壱J 一

筆ト9

= ∂壱Jムe x ｡ ㈹ < A ｡

9
~

y
~ 4

句 -

ムe x ｡ 輌 < A ｡

…
サ 6

句

= (1
一芸) ∫d∂壱Jぷ: Ⅹ｡( _

r,
9

一

汁 d
- 5

勾

1
ト
言

(1
-

1

云) ∫d∂壱J
e x p( 亡r)

- 1

∈A呂
7

A o

A o e x p(
-

r)

( A ･1 1 4)

W h e r e e = 4 + y
- d . A s a r e s u lt

,
t h e i n c r e m e n t t o th e m ol e c ul a r diff u si v it v b e c o m e s

～
/

△x( た)
人言β0 (d - 1)∫d e X p( ∈r) - 1

レ0(2 汀)
d
d( x o + 〝0) ∈A昌
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d - 1
乙
′
大呂房 e x p( e r)

一 1
∬d

d
~

｢

㌧0 + 拘 ∈

β0 ′＼呂
.㌔
コ
= 半年
〝∂A昌

7

∬d =

∫d

(2 打)
d

■

w b e r e

T h e r e s u lt a n t r e n o r m al i z e d e q u a ti o n fo r T
<
i s

〈- " X( r) た
2

) r
<

(£) = 一

湖上榊) r
<

(£ - ぜ)

w it .h

X( γ) =

X o〈1 + ∬d

(2 打)
井 1

d - 1
〝
文言〝言 e x p( 亡r ト 1

d
~ ~

u

x o + 〝｡ ∈

T h e e ff e cti v e diff u si vit y x( r) a t e a c h r e n o r m ali z ati o n h a s th e r el a ti o n :

X ( A - △ A) =

X ( A) + △ x( A)

X ( A)

d - 1 5
-

d β0 人言
d (2 打)

d
〝( A) ( x( A) + 〃( A)) ∈

S O t h a t t h e diff e r e n ti al r el a ti o n fo r x( r) b e c o m e s

廻
d A

1i m
X ( A

- △ A)
-

X ( A)
△ A → 0 ( A - △ A) - A

〝( A)( 〝( A) + x ( A)

1 1

( A
- △ A)

`

A e

( A - △A)
∈

ー 1i m
△ A 一 → 0

d - 1 ∫d

d (2 打)
d
〝( A) ( 〃( A) + x ( A)) 亡

d - 1 5
'

d β0入呂
d (2 打)

d
〝( A)( レ( A) + x ( A)) 亡

d - 1 ∫d β0人言
d (2 打)

d
〝( A)( 〝( A) + x ( A)) A 叶

1
'

( A - △A)
~

∈
- A

~

∈

△ A

8 9

( A ･1 1 5)

( A ･11 6)

( A ･1 1 7)

( A ･ 11 8)

( A ･1 1 9)

( A ･1 2 0)

( A ･1 2 1)
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a n d r e pl a ci n g A w it h A o e x p(
一

r) gi v e s

d x( r) d
- 1 5

-

d β0 1

d r d (2 打)
d
〝( r)A a x( r) + 〝( γ)

d x( r)
■

d - 1 ∫d 又
2

( r) 〝
2

( r)
d r d (2 汀)

d
x( r) + 〝( r)

'

又
2

( r) =

人言β0

〝
3
( r) Aa

e x p( 仁r) ･

e x p( 亡γ) ( A . 1 2 2)

( A . 1 23)

( A ･ 1 2 4)

O r

w b e r e

T h e n
,
t h e n e w p a r a m et e r α i s d e fi n e d a s

α( r) =

w it h it s diff e r e n ti al e q u a ti o n :

d α( r) 1 d x( r) x( γ) ん( r)
- ~･

■■ - - - - ■■■■■■■■■ ■ ■ l
l

■
d r レ( r) d r 〝

2

( r) d r

R e pl a ci n g d x( r)/ d r a n d d L/( r)/ d r w it h t h ei r e q u a ti o n s gi v e s

空出
d r

∬d
1 d - 1

r ′
ス2( r) 〝

2

( r)
〝( r) d

▲ ▲ α

x( r) + 〝( r)

÷ム
ー

ニ主

A dス
2

( r)

入
2

( r)
1 + α( r)

d - 1 1

- α( r) A dス
2

( r)

-

α( r) A dス
2

( r)

d A d l + α( r)

A d大呂e x p( ∈r)

- α( r)〉
d - 1 1

dA d l + α( r)

a n d

( A ･ 1 2 5)

( A ･ 1 2 6)

-

α( r)〉[1 +…A d 紬 p( 亡r)
一 1}]

~ 1

A 灘 Ⅹp(坤 +…A d 舶 Ⅹp( ∈r) ヰ
1

×[d - ト α( r)( 1 + α( r)) d A d]

d A d(1 + α)

d - 1 - d A d α(1 + α)
d α

d A d( 1 + α( r))

A di呂e x p( 亡r)

1 +
呈A d 糾 e x p( 亡r ト 1)
亡

( A ･1 2 7)

d r . ( A ･1 2 8)
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T h e i n t e g r a ti o n w it h th e i niti a l c o n d iti o n α(0) =

X ｡/ u ｡ b e c o m e s

d A d(1 + α)
d - 1 - d A ｡( α

2
+ α)

O r

w it h

A d大呂e x p( 亡r)

1 + 呈A dス3( e x p( ∈r ト 1)
亡

一上:
( γ)

ふ( 崇 + 完) ゐ =上

T h e r e s u lt i s

O r

1

α + あ

γ A d大呂e x p( 汀)

1 + 旦A d大呂( e x p( ∈r) - 1)
e

1
1 - 4岩)
1 + 4岩)

(α + 1) 1 nl芸弐 + (ぁ
ー 咄剖

トト+…A 灘 e x p( ∈r ト 1)]

三‡
こ

三
き

三‡≒
き

[1 +…A d 舶 ｡( 亡r ト 1)]
圭

〝( r)
●

( A ･1 2 9)

d r ( A ･ 13 0)

( A ･ 13 1)

( A ･1 3 2)

( A ･1 3 3)

( A ･ 13 4)



A p p e n d i x B

C A L C U L A T I O N S O N I T E R A T I V E

A V E R A G I N G

B .1 F b u ri e r Tr a n s fo r m a ti o n o f t h e N a v i e r
- S t o k e s E q u

ti o n

H e r e w e b e gi n b y t r an Sf o r rr u n g t h e e q u ati o n of m o ti o n t o F b u ri e r s p a c e
･ U si n g E q s ･

(3 .3) a n d (3 ･4) , W e C a n r e p r e S e n t E q ･ (3 ･1 1) a s t h e F b u ri e r s e ri e s :

長｡〈芸姉 丁) + 盲たJ写紬 榊 仰 )

+ 殉∑苫(曾, 丁) 叫(た
-

9 , 丁) + 殉∑ン( 9 , 丁) 町(た
-

9 , 丁)
9 9

+等価 丁) 恒 0た
2

姉 丁)〉e x p( 机 ) = 0 ･ ( B ■ 1)

T h e n
,
i n o rd e r t o eli mi n a t e t h e p r e s s u r e p( k , T) , W e m a k e u s e o f th e P o i s s o n e q u a ti o n :

∂u
m
飾 れ
∂㍑

れ
抑

m
l ∂

2

p ∂
2

- 一 二ニニ ー ー ー ニ
+

∂ご れ ∂ご m

■ 一

■
- - ■■■- ■■■■■■■■■■ - ■- ■■■■■■■■■･ - ■ ■■■■ - ■l lll lll ll lll lll lll lll ll lll ll lll lll lll lll ll l■l lll ■■

∂ご
m
∂ェ 几 P ∂ご m ∂ご m ∂ご m ∂ェ乃

w hi ch c a n b e t r a n sf o r m e d t o F o u ri e r s p a c e a s f oll o w s ‥

土
p( わ)
β

( u m u れ
一 句訴㍍) , ( B ･ 2)

一 等[ 押(9 , 丁) u m (た 仰 ) + 軋(曾, 丁) u 乃( 恒
丁)

9 2
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巾 m( q 7 丁) ㍑ れ( た 一

9 7 丁))] ･

9 3

( B ･3)

N o t e t h a t 巧; 可; d o e s n o t a p p e a r i n E q ･ ( B ･3) b e c a u s e th e w a v e n u m b e r k i s d e fi n ed i n

t h e r a n g e k ≧ A e . H e n c e
,
E q ･ ( B ･1) is r e fo r m e d a s fo ll o w s :

孟刷 小 五たJ ∑〈抗(9 , 丁) り(た 一

寸, 丁) + 巧(曾, 巾(た 一

曾, 丁)
9

w h e r e t h e t e r m s m a r k e d w it h
*
b e c o m e

*

e x p(た
･ 諾) = 0

, ( B ･ 4)

殉 ∑(百宣(9 , 丁) 里(た 一

曾, 丁) + 坑( 9 , 巾(た 一

飢 り + 叫(9 , 丁) 里(た -

9 , 丁))

+小笠写〈軋(9 7 丁) α 几( た
-

9 小 百れ(留っ 丁) 払 m ( た 仰 )

… m( 9 , 丁) u れ(た
一

打 ))]

=

乍〈和 フ 榊
-

9 小 芋 軋 … 几(た 仰 )〉
+

乍〈た 翻 丁) 叫(た 一 軒 彗 舞(9 フ 丁) u m ( あ ー

9 7 丁)〉
+

乍〈柚 フ
丁) 里(た

-

q 小 撃 u
m(9 , 丁) u れ( た

-

9ヰ
T h e n

,
e a C h t e r m i s r ef o r m e d b y t u r n s :

稀(9 , 丁) り(た -

9 , 丁 卜 竿 百m(9 , 丁) u れ(た -

q , 丁)

たれ∂五m U m( 9 , 丁) u れ( た
-

9 , 丁)
-

たfたm たれ 訂

U m (9 , 丁) u れ(た -

9 , T)
た2

た
れ 彗 m(た) U m( 9 7 丁) u れ( た

-

9 , 丁)

( B ･ 5)

( B ･6)
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稀( 9 フ 丁) 叫(た -

9 バ ー 等転(曾, 丁) u m(た -

q , 丁)

た
几 書m(た) 吼( 9 , 丁) ㍑ m (た

-

9 , 丁)

た
m 君乃(た) U m( 9 , 丁) u 乃(た

-

9 , 丁)

た古たm た几
たj ㍑古( 9 7 丁) 里(た

-

9 , 丁)
- 一

事
-

u
れ(9 7 丁) u m (た

-

曾, 丁)

= た
れ 書 m(た) 叫 m (9 , 丁) u れ(た

-

q , 丁)

去月m れ(あ) u m( 9 , 丁) 視れ( た 一

打 ) ･

A s a r e s u lt
,
t r a n S fo r m i n g E q ･ (3 ･1 1) t o F b u ri e r s p a c e yi eld s

(芸+ ヰ f(たっ 丁) = -…彗 m 乃(た)写 ㈱ )
u
れ(た -

9 7 丁)

- ま君m れ(た) ∑百m(9 , 丁) u れ(た -

9 , 丁) ,

ゎr た ≧ A ｡ .

( B . 7)

( B ･ 8)

( B ･ 9)

B ･ 2 I t e r a ti v e A v e r a gi n g fo r V もl o cit y F i e l d

B y r e pl a ci n g t h e t e r m 〈u
>
u
>

〉c w it h it s t r a n s p o rt e q u a ti o n , W e e X P a n d t h e fo u rt h

t e r m o f t h e r ･ h ･ S ･ i n E q ･ (3 ･2 3) u p t o O(百
1

) ･ A s a r e s u lt
,
m a n y t e r m S a p P e a r , m O St Of

W hi ch a r e n e gl e ct e d u n d e r c o n diti o n al a v e r a g l n g i n t h e b a n d A l ≦ q < A ｡ .

Fi r s t
,
a ft e r r e pl a ci n g u

>
u
>
w it h it s t r a n s p o rt e q u a ti o n フ t h e t e r m 〈u

>
u
>

〉c b e c o m e s

一 言

写写(芸恒 09
2
+ 〝0 …

2

)
~ 1

×〈瑞 花(た -

9 凧( γ , 丁)( u れ(た -

9
-

γ
,
丁) uデ(q , 丁)〉｡

堵∑几( q)百m( ァ , 丁)〈㍑乃( 9 - γ
,
丁) 榊

一

曾, 丁)〉｡
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+言残 乃(た -

9)〈u m ( γ, 丁) u れ(た
-

9
-

γ
,
丁) 舶 ,

丁)〉｡

+去ろ乙几( 9)〈㍑ m( γフ 丁) ㍊ れ( q -

γ
フ
丁 榊 Ⅷ 丁)〉｡〉･

9 5

( B ･1 0)

H e r e
,
b y a p plyi n g t h e d e c o m p o siti o n , E q ･ (3 ･ 21) , t O th e c o m p o n e n t s u i n E q . ( B . 1 0) , th e

t e r m s i n t h e b r a ck e t ( ) yi eld

鴇 m(た
-

9) 什寝(た -

9
-

γ
,
丁) 混ざ(曾, 丁)〉｡

+ (戒(た
-

9
-

γ
,
丁) u 7( 9 , 丁)〉｡) モ㌔( γ , 丁)

+ 監 れ( 9)〈〈祝言(9 - γ
,
丁) uデ(た

-

9 , 丁)〉｡

+〈浸(9 -

γ
,
丁) uデ(た -

9 , 丁)〉｡) 軋( γ , 丁)

+言残 れ(た 一

曾 榊 三( γ , 丁)寝(た 一

打 γ
,
丁) 舶 ,

丁)〉｡

+ 2〈砿( γ , 丁)戒(た -

q
-

γ
,
丁) ㍑7(9 , 丁)〉｡

+ (戒( γ, 丁)戒(た 一

曾
-

γ
,
丁) u 7(曾, 丁)〉｡)

+喜た れ(9)〈〈u三( γ, 丁) u言(9 -

γ
,
丁) 榊

一

曾, 丁)〉｡

+ 2〈兎( ァ , 丁) 鵜 - ア
,
守) uデ(た

-

9 , 丁)〉｡

+〈戒(γ , T)戒( 9 - γ
,
丁) 榊 -

9 , 丁)〉｡〉･ ( B ･ 1 1)

F r o m t h e r e s u lt s o f E q s ･ (3 ･3 0) a n d (3 ･3 1) , t h e t e r m ( u
>
u
<

〉c c a n b e n e gl e ct e d ･ W e al s o

a p p ly t h e r el a ti o n gi v e n b y E q ･ (3 ･2 5) t o t h e e s ti m a ti o n of t h e t e r m s 〈u
<
u
<
u
>

〉c a n d

〈u
>
u
>
u
<

〉c; t h u s , t h e s e t e r m s a r e a s s u m e d t o b e

〈祝
<
祝
<
≠
>

〉｡ 二 十祝
<
≠
<

〈γ
>

〉｡

( 祉
>
髄
>
祝
<

〉｡ = ±〈γ
>
γ
>

〉｡ 祝
<

( B ･1 2)

( B ･ 1 3)

a n d
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u n d e r t h e c o n diti o n th a t t h e e 鮎 ct of t h e c o u pli n g fu n cti o n △
>
i s s m all ･ E v e n t u ally , b y

a p plyi n g t h e r el ati o n (3 ･3 2) t o th e t e r m 〈v
>
v
>

) c , E q ･ ( B ･ 10) b e c o m e s

彗(筈)
3

(墓 相
2
恒 0 …

2

)
~ 1

×〈耽 れ(た
-

9)(浸(た -

9
- γ
,
丁) げ( 9 , 丁)〉｡ 訂m( γ7 丁)

+ 監 れ(9)〈舶
-

γ
, 巾デ(た

-

9 , 丁)〉｡ 百m( γ , 丁)

+ 耽 れ(た
-

9)( 浸(た
-

q
- γ; 巾7( q , 丁)〉｡ 砿( γ, 丁)

堵乙れ(云)〈浸(q -

γ
, 巾デ(た

-

9 , 丁)〉｡ 砿( γ , 丁)〉

=

彗(筈)
3

(芸恒 09
2
+ 〝0 …

2

)
~ 1

×〈瑞 花(た -

9) 鴬( 9)Qご(曾)

雄志m( 9) 駕(た
-

9) 捌 た
-

91)〉百m(た, 丁)

彗(筈)
3

(墓 相
2
+ 細 け

1

×( 耽 れ(た -

9) だ(9) Qご(9)

+ 耽 れ(9 賭(た
-

9) 捌 た 一

曾t)ト三(た, 丁) ( B ･1 4)

L N o t e th a t
,
i n o r di n a r y t u r b u l e n t sh e a r 且o w s , t h e m e a n v el o city U m i s m u c h l a r g e r th a n th e

c o r r e s p o n di n g 且u c t u ati n g c o m p o n e n t u孟･ T h u s
,
i t i s th e U m - r el at e d t e r m t h a t g o v e r n s

E q ･ ( B ･ 1 4) ･
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B . 3 I n t e g r a ti o n o f Ⅵh v e V 占c t o r

N o w w e b e gi n b y i n t e g r a ti n g E q ･ (3 ･ 3 8) 0 V e r t h e w a v e v e c t o r q i n t h e b a n d A l ≦ q <

A ｡ . A ft e r t a ki n g th e li mi t L → ∞
,
E q ･ (3 ･3 8) b e c o m e s

一

恵汚(筈)
3

志〈 榊 -

9) 榊 叱 ( 9) 榊
一

曾)〉

×Q
>

( 9)モ㌦(た, 丁)

■乙

2 〝o

2 z/ 0

上欝〈 耕 一

9) 捌 ) + 監 乃( 蝿 (た
-

q 糎 軋(たっ 丁)

上諾〈梅 + 妨 一
室
賢

一 至
欝

ん･れ 掴 J 9 m 9 れ

9
2

~
-~′ 川

9
2 ■J ′′ ‥ ~

9
4

一 生讐∂壱m 一 生撃ちm + 2 句 百m(た, 丁) , ( B ･1 5)

w h e r e E(q)[ = 4 7Tq
2

Q
>

(q)] d e n o t e s t h e e n e r gy s p e c t r u m fo r A l ≦ q < A o ･ N e x t
,
W e

i n t r o d u c e t h e f o ll o w l n g S t a n d a r d id e n titi e s f o r t r a n s fo r m n g t h e i n t e g r a ti o n f r o m t h e
w a v e

v e c t o r q t o t h e w a v e n u m b e r q :

ノd 9 =

隼拉
~ l
d9

/ 晒 d 9 =普∂αβノ9 帰 d9

/ 裾 桝 欄 内 =

∫d

d(d + 2)

( B ･1 6)

( B ･1 7)

(∂αβ毎 + ∂叩∂ 直 ∂α∂∂βT) 伊
3
d9 , ( B ･1 8)

w h e r e S d i s t h e a r e a o f a d
- di m e n si o n al u n it s p h e r e ( S 3 = 4 7T) ･ H e n c e

,
t h e r e s u lt of t h e

i n t e g r a ti o n o f E q ･ ( B ･ 15) w it h r e s p e ct t o t h e w a v e v e ct o r q b e c o m e s

2 ェノ0ぷ晋〈1
-…+ (た壱ちm + たj∂壱m) d9 U m( た, 丁)

一 志ぷ
0

掌( 瑚 m + 瑚 m) 綿 (たっ 丁)

= - レ1〈吉崎(た, 丁) + 去稀(た, 丁)〉･ ( B ･1 9)
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B . 4 I t e r a ti v e A v e r a gi n g fo r T h e r m a l F i e l d
{

F b r t h e s e c o n d a n d thi rd t e r m s of th e r .h . s . i n E q . (3 ･8 1) , th e r e i s an i n e v it a bl e

p r o bl e m i n c a r ry l n g O u t th e c o n diti o n al a v e r a g e ‥ th e u
>
m o d e i n r e al t u r b ul e n t fl o w i s

al w a y s n o t i n d e p e n d e n t o f th e u
<
m o d e b e c a u s e o f th e n o n li n e a r t e r m i n th e N a vi e r -

S t o k e s e q u ati o n , i ･ e ･

, P e r fo r m n g t h e p a rti al a v e r a g e o f th e u
>
m o d e d o e s aff e ct a t l e a s t

th e p r o p e rty o f u
<
m o d e . H e n c e

,
t O a V Oid t hi s p r o bl e m , W e b e gi n b y di v idi n g t h e u

>

m o d e i n t o t w o c o m p o n e n t s w it h r e s p e c t t o a n o t h e r v el o cit y fi eld v
>
:

uア(曾, 丁) = げ(曾, 丁) + △ア(q , 丁) , ( B ･2 0)

w h e r e v? i s a v el o cit y fi eld of th e s a m e t y p e a s u
>
e x c e p t t h a t it i s n e v e r c o u pl e d t o t h e

u
>
m o d e s . T h u s

,
t h e p r o p e rti e s o f v

>
u n d e r t o t al a v e r a gi n g , d e n o t e d b y ( 〉, a r e t h e

s a m e a s t h o s e o f u
>
:

〈リア( 9 , 丁)〉 = ( w7( 9 , 丁)〉 ( B ･2 1)

〈γ拍 ,
丁) 榊

′

,
丁)〉=〈u7( q , 丁) 榊

′

,
丁)〉･ (B ･2 2)

O n t h e o t h e r h a n d
,
t h e fu n cti o n △

>
r e p r e s e n t s t h e p a rt c o u pl e d t o t h e u

<
m o d e s i n t h e

u
>
m o d e s

,
t h e p r o p e rti e s of w hi ch u n d e r t o t al a v e r a g l n g a r e

( △7(9 , 丁)〉 = 0

〈△7(9 , 丁) △ 紳 ,
丁)〉= 0 ･

T h e n .
t h e s e c o n d t e r m c a n b e e v al u a t e d a s

し

+
ノ

0

( B ･2 3)

( B ･ 2 4)

- ∑〈u7( 9 7 丁)f
<

( た
-

q , 丁)〉｡ = - ∑
.

〈γア(9 , 丁)〉｡
.

ま
<

( た
一

曾, 丁 卜 ∑〈△ア(9 , 丁)〉｡ f
`

( た
-

9 7 丁)

-

∑〈△7(9 , 丁)〉｡ f
<

(た
-

q , 丁)

竺 0(入
m

) ( m ≧ 1) , ( B ･ 25)
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w hi ch i s c o n sid e r ed t o b e n e gl igi b y s m all a s c o m p a r e d t o th e fi r s t an d fo u rth t e r m s i n E q ･

(3 . 81) u n d e r th e c o n diti o n t h a t th e b a n d A l ≦ q < A o , O r t h e b a n d w id th p a r a m et e r

入【= ( A ｡
- A l)/ A ｡] , i s s u 伍ci e n tly s m al 1 (It a z u & N a g a n o 1 99 7b ; N a g a n o & It a z u 1 9 9 7b) ･

T h e hi gh e r w a v e - n u m b e r m o d e i > i n t h e t hi rd t e r m i s al s o di v id ed i n t o t w o c o u n t e r -

p a rt s u n d e r th e st a ti s ti c al s c al e
- S e p a r a ti o n a s s u m p ti o n :

ま
>

( た
-

曾, 丁) = β
>

(た
一

曾, 丁) + △ア(た -

9 , 丁) ,

s o t h a t t h e thi r d t e r m b e c o m e s

-

∑〈㍉(9 7 丁)ま
>

( た -

9 , 丁)〉｡
9

-

∑㍉(曾, 丁)(β
>

(た
-

曾, 丁)〉｡

(B ･2 6)

- ∑㍉(q , 丁)( △デ(た
-

9 , T)〉｡
9

-

∑㍉( 9 , 丁)〈△7(た
-

q , 丁)〉｡

巴 0(入
m

) ( m ≧ 1) , ( B ･2 7)

w hi ch m a y b e t h e s a m e o r d e r of t h e s e c o n d t e r m a n d i s c o n sid e r e d t o b e n e gligi bly s m all ･

B . 5 R e n o r m a li z a ti o n E x p a n si o n

F o r t h e s e c o n d t e r m o f t h e r . h . s . i n E q . (3 .8 3) , W e r e p l a c e t h e c o r r el a ti o n u ?(q , T)t
>

( k
-

q , T) w it h it s t r a n s p o rt e q u a ti o n [ E q ･ (3 ･ 8 7)] :

-

∑( u7( 9 , 丁)f
>

( た
-

9 , 丁)〉｡
9

盲

写写(芸+ 〝0 9
2
+ α 0 …

2

)
~ 1

×[(たゴ
ー

射)〈〈u7(9 , 丁) 里( γ , 丁)〉｡ 宇(た
-

9
-

γ
,
丁)

+ 坑( γ , 丁)(f( た -

9
- γ

,
丁) w7(9 , 丁)〉｡

+ ( 里( γ, 丁)ま(た
-

9
- γ

,
丁) uデ( 9 , 丁)〉｡〉

堵∑れ( 9)〈;〈u m( ァ , 丁) u れ(9
- ア
7 哨 あ ー

折)〉c

+ 軋( γ , 丁)( u れ(9
-

γ
,
丁)f
>

(た
-

9 , 丁)〉｡)] ･ ( B ･2 8)



1 0 0 A p p e 刀dj x 且 C A 上C U エA r T O Ⅳ5 0 Ⅳ J r E R A r 爪甥 A V 且R A G J Ⅳ G

A p plyi n g E q s ･ (3 ･ 7 9) a n d (3 ･8 0) t o t h e fl u c t u a ti o n s ( u a n d i) i n th e r ･h ･ S . O f E q . ( B . 2 8)

壱

写写(芸 佃
2
+ α0 …

2

)
~ 1

[(たゴ
ー

9 榊 (9 , 丁) 紳 )〉｡ 宇( 恒
一

γ
,
丁)

+〈舶 ,
丁) 榊 ,

丁)〉｡ 宇(た
一定 -

γ
, り + 巧( γ, 榊

<

(た
一

曾
-

γ; 丁) 舶 ,
丁)〉｡

+ 巧( γ 7 榊
>

(た
-

9
-

γ
,
丁) 舶 ,

丁)〉｡ +〈榊 ,
丁)f
<

( た -

9
-

γ
,
丁) 舶 ,

丁)〉｡

+〈榊 7
丁)f
>

(た
-

9
-

γ
,
丁) 舶 ,

丁)〉｡ +〈榊 ,
丁)f
<

( た 一

q
- γ
,
丁) 舶 ,

丁)〉｡

+〈蜘 7
丁)f
>

( た
-

9
-

γ
,
丁) ひざ(q , 丁)〉｡)

+ 監 几(9)〈喜〈浸(γ, 丁) む言(q -

γ
,
丁)ま
>

( た Ⅷ 丁)〉｡ 小成( γ , 丁) 痘(9 - γ
,
丁)f
>

(た 一

打 )〉｡

+喜〈戒( γ, 丁) 舶 一 γ
,
丁)f
>

(た Ⅷ 丁)〉｡ + 訂m( γ , 丁)( u言(曾 一 γ
,
丁)≠
>

(た -

9 , 丁)〉｡

+ 軋( γ, 丁)〈戒(9
-

ア
,
丁)f
>

( た -

9 , 丁)〉｡〉] ･ ( B ･ 2 9)

H e r e t h e 〈u
> i >) c

- r el a t e d t e r m s a r e e x p a n d e d i n s e q u e n c e b y r e pl a ci n g t h e c o r r el a ti o n

〈u
>
i
>

) c w it h it s t r a n s p o r t e q u a ti o n , t h e q u a n tit a ti v e c o n t rib u ti o n of w hi c h t o t h e t u r b u -

1 e n t h e a t 丑u x i s c o n sid e r e d t o b e s m all c o m p a r e d t o t h e 宇
1

-

r el a t e d t e r m fo r si m pl e s h e a r

且o w at hi gh R e v n o ld s n u m b e r li m it ･ T h e t ripl e c o r r el ati o n c o n si sti n g of o nl y t h e hi gh e r

W a V e
-

n u m b e r m o d e s s h o u ld b e n e gl e ct e d ･ T h e n
,
t h e c o n diti o n al a v e r a g e of t h e j oi n t c o r -

r el a ti o n s b et w e e n t h e high e r w a v e - n u m b e r m o d e s ( u
>
a n d i >) a n d t h e l o w e r w a v e - n u m b e r

m o d e s ( u
<
a n d i

<

) is p e r fo r m e d b y m e a n s of t h e s c al e - S e p a r a ti o n a s s u m p ti o n [E q s . (B .2 0) ,

古

宇写(芸+ 〃0 9
2
+ α0 …

2

)
~ 1

[(ち 一

戦)〈〈鞠 丁) 軸 丁)〉｡ 宇( 恒
-

γ
7
丁)

+ 榊 ,
丁)〈β

>

(た
一

曾
- γ

, 巾7( 9 7 丁)〉｡ +〈榊 ,
丁) 舶 ,

丁)〉｡ f
<

(た
-

9
-

γ
,
丁)〉

+ ろ∑几(9)( γ孟( γ, 丁)β
>

( た -

9 , 丁)〉｡ 寝( 9
-

γ
,
丁)]



A p p e 刀di x 且 C A エC 〔几A T T O Ⅳg O Ⅳ J r 且R A T ル甘 A V E R A G J ⅣG 1 0 1

竺 乞

写写(芸+ 明
2

+ α 0 …
2

)
~ 1

( たゴ
ー

9 刷 (留っ 丁 蜘 丁)〉｡ 宇(た サ γ
,
丁)

+〈冊 ,
T)げ(曾, 丁)〉｡ f

<

( た
-

9
-

γ
,
丁)〉, (B ･3 0)

W h e r e a11 t h e △? a n d △? - r el a t ed t e r m s a r e n e gl e ct e d . Fi n ally , W e p a y a tt e n ti o n t o th e

T
l

- r el a t ed t e r m a s a l e a di n g o n e i n E q . ( B .3 0) , a n d a p ply t h e s ｡ C O n d - O r d e r m o m e n t fo r

i s o t r o pi c t u r b u l e n c e :

〈舶 丁) 輝 丁)〉｡ =(筈)
3

榊 )Qご( 刷 舶 ( B ･3 1)

∂
州

=(主)
3

上上上e x p ( 一

桁 曾
′

)
･

可 ゐ 1 抽 3 ( B ･3 2)

t o th e fu n d a m e n t al v el o cit y fi eld v
>
a s a m o m e n t cl o s u r e h y p o t h e si s i n o u r t h e o r y ･ C o n -

S e q u e n tly , t h e s e c o n d t e r m o f t h e r ･h ･ S ･ i n E q ･ (3 ･8 3) c a n b e m o d el e d a s

一

宇 胸
丁)f
>

(た
-

9 ) T)〉c 巴 よ引筈)
3

(芸 佃
2
+ α 0･た 一 叶

1

×(たゴ
ー

9J) 焉(9) Qご( 9 , 丁)宇(た, 丁) ( B ･3 3)

r el e v an t t O t h e o r d e r o f T
l

i n t h e r e n o r m ali z e d e x p a n si o n .


