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静電気放電の火花抵抗則に基づく発生電磁界のFDTD計算
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あらまし 帯電金属体の静電気放電（ESD：Electrostatic Discharge）で生ずる過渡的な電磁雑音は，マイク
ロ波帯にも及ぶ広帯域の周波数スペクトルを含み，ハイテク機器に強い電磁干渉を及ぼすとされる．こうした背
景から筆者らは，帯電金属球体間の ESD界を Rompe-Weizelの火花抵抗則に基づいて解析的に導出した火花電
流や火花電圧を励振源とする FDTD（Finite-Difference Time-Domain）法で数値計算してきた．しかしながら，
任意形状の帯電金属体間の放電においては火花電流や火花電圧は一般には解析的に導出できず，それゆえにこの
場合の電磁界計算には上述の解析法は適用できなかった．本論文では，任意形状の帯電金属体の静電気放電で生
ずる電磁界解析を目的として，火花通路の導電率と電界との関係をRompe-Weizelの火花抵抗則から求め，これ
によって金属体を励振する新しい FDTD（Finite-Difference Time-Domain；時間領域有限差分）アルゴリズム
を提案した．アルゴリズムの妥当性は，金属球体間の火花電流と火花電圧の計算波形と理論波形がよく一致する
こと，並びに金属球体間と円柱金属体間放電による発生磁界の計算波形と測定波形とがおおむね一致することを
確認することで検証できた．
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1. ま え が き

ディジタル情報端末や通信機器は小型・軽量化，高性

能化された半面，高速・低電力化した集積回路の多用で

電磁雑音に対する機器耐性が大幅に劣化している [1]．

特に，帯電金属体の静電気放電（ESD：Electrostatic

Discharge）で生ずる過渡的な電磁雑音は，マイクロ

波帯にも及ぶ広帯域の周波数スペクトルを含み，ハイ

テク機器に強い電磁干渉を及ぼすとされる [2]．この

種の電磁障害については，機器への直接的な ESDよ

りも機器から離れた場所で起きた ESDの発生電磁界

による間接的な影響（これを間接 ESDという）のほ

うが深刻な障害を及ぼすといった奇妙な現象が関連業

界においては経験的に知られ [3]～[5]，これまでにも

ESD による発生電磁界に関する種種の研究 [2], [6]～
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[11] がなされてきた．筆者らはさきに，ESD の規範

モデルとしての金属球体間の火花放電で生ずる発生

磁界を Rompe-Weizelの火花抵抗則に基づき解析的

に導出した，火花電流または火花電圧を励振源とす

る時間領域有限差分法（FDTD法：Finite Difference

Time-Domain Method）で数値解析し，金属球体の

サイズに応じて界レベルが増大することを数値的に

明らかにした [12], [13]．更に，金属球体間の火花放電

による発生電磁界については，金属球面電位を等電位

に保つ無数の影像ダイポールを配置し，これらの電磁

界を重ね合わせることで計算する手法（以下，影像ダ

イポール法と呼ぶ）を提案し，その妥当性とフィージ

ビリティとを金属球体間の火花実験で示すことができ

た [14], [15]．

ESD界の筆者らの提案になる上述の解析法 [12], [13]

は，火花放電に伴う火花電流や火花電圧の時間波形

を前提とするが，これらはギャップと静電容量だけか

らなる容量放電回路とみなすことのできない金属体

間放電では一般には解析的に導出できず，それゆえ

に任意形状の金属体間 ESDによる電磁界解析には文

献 [12], [13]の手法は適用できない．
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本論文では，任意形状の帯電金属体の静電気放電で

生ずる電磁界の数値解析を目的として，火花通路の導

電率と電界との関係をRompe-Weizelの火花抵抗則か

ら求め，これによって金属体を励振する新しい FDTD

アルゴリズムを提案する．

2. FDTD解析

本章では，ギャップ長 � で対向した二つの帯電金属

体が電圧 Vs で放電した場合の発生電磁界をFDTD法

で解析するためのアルゴリズムについて述べ，その妥

当性を金属球体間と金属円柱体間の放電を対象とした

理論計算と数値計算との対照で示す．

2. 1 火花抵抗則と FDTDアルゴリズム

図 1 (a)は帯電金属体間の火花放電を示し，(b)は火

花通路における電磁界の配置を示す．ギャップ長を �，

時刻 t における火花電流を i(t)，火花電圧を v(t) とし

ている．また，Ex，Ey，Ez はそれぞれ x，y，z 軸方

向の電界，Hx，Hy，Hz はそれぞれ x，y，z 軸方向

の磁界で，δx，δy，δz はそれぞれ x，y，z 軸方向の

FDTDセルサイズである．ただし，ギャップ長は放電

体のサイズに比して十分に小さいものとし，これを 1

セルで表している．(b)に示すように金属体間の火花

放電が z 軸方向に生ずるものとする．Rompe-Weizel

図 1 (a)帯電金属体間の火花放電と (b)火花通路におけ
る電磁界の配置

Fig. 1 (a) Spark discharge between charged metal

objects and (b) arrangement of the electro-

magnetic fields in a spark channel.

の火花抵抗則によれば，時刻 t における火花抵抗値を

r(t) とするとき，それは

r(t) =
�√

(2α/p)

∫ t

−∞
i2(t′)dt′

(1)

で与えられる [8]．ここで，p は放電部を取り囲む

雰囲気の圧力，α は火花定数で大気中では α =

1.1 × 10−4 atm ·m2/V2 · s である．式 (1) は，火花

通路の導電率がそれに注入される内部エネルギーに

直接比例するといった仮説に基づいて導出されてい

るが，この場合の導電率 σ(t) は，火花通路の電流

密度 J(t) と電界 E(t) に対して局所的なオーム則

「J(t) = σ(t)E(t)」が成り立つものとして定義してい

る．そのとき，前述の仮説に立ち戻れば火花通路の導

電率 σ(t) と z 方向の電界 Ez(t) との間は

∂σ(t)

∂t
=
α

p
· σ(t)Ez(t)

2 (2)

という関係式で表すことができる．ここでは，式 (2)

に従って火花放電を模擬し，これによって発生電磁

界を FDTD 法で数値解析する．いま，FDTD セル

サイズを δx = δy = δz = δ，FDTD 計算の時間ス

テップを δt とし，関数 W = W (x, y, z, t) の差分式

を Wn(i, j, k) = W (iδx, jδy, kδz, nδt) と表すことに

すれば，式 (2)の差分式は，
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(3)

となる．

火花通路における z 方向の電界 Ez については，そ

れを求めるための差分式は，マクスウェルの方程式

rotH = σE + ε0
∂E

∂t
(4)

から，
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)
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となる．ここで，ε0 は自由空間における誘電率であ

る．火花通路以外の空間の電磁界を求めるための差分

式は，文献 [12], [13]と同じである．

いま，時刻 t = 0 で火花放電が生じ，そのときの

ギャップ電圧を Vs とすれば，式 (3)，(5)及び空間電

磁界の計算に際しては，火花通路における初期電界

Ez(0) と初期導電率 σ(0) 並びに空間電磁界の初期値

が必要となる．ここでは，火花通路における初期電界

Ez(0) を Vs/� で与え，初期導電率と火花通路以外の

空間電磁界の初期値については，次のように求めた．

火花放電は，金属体の充電過程を経て生じるので，ま

ず金属体をギャップを通して充電し，この場合の空間

における電磁界を FDTD法で数値解析する．いま改

めて時刻 t = 0 で金属体を充電し始め，そのときの充

電電流を iD(t) とする．本論文では，この過程を，

iD(t) = ID · exp
{
−

(
t− tD
τD

)2
}

(6)

で与えられるガウス形状のパルス電流を金属体間

のギャップを通して注入することで模擬し，これに

よって充電過程に伴う空間電磁界を FDTD法で数値

的に求めた．ただし，上式の ID は充電電流のピー

ク値であり，その決め方は後述する．τD は充電時

定数であり，任意に決めることができる．tD は充

電開始時の電流値を決めるための定数であり，ここ

では ID � ID · exp{−(tD/τD)
2} を満たすように

tD/τD = 4 とした．さて，ID については，式 (6)か

ら，t = 8τD のときには充電が完了しているものとし

てよいので，そのときの金属体間の充電電圧を火花電

圧 Vs と一致するように決定すればよい．このように

して得られる充電終了時の空間電磁界を求めれば，そ

れらが火花放電を生ずる寸前の空間電磁界の初期値と

なる．火花通路の初期導電率については，充電終了時

の充電電流を Is(= iD(8τD) = ID · exp(−16)) とすれ
ば，σ(0) は σ(0) = (�/δ2)× (Is/Vs) で与えられる．

以上によって，火花通路の導電率を式 (3)に従って

変化させ，これを式 (5)へ代入して求めた火花通路の

電界で金属体を励振すれば，火花放電による発生電磁

界を数値的に求めることができる．

2. 2 検 証

提案FDTDアルゴリズムの妥当性を示すために，金

属球体間（半径：25mm）の火花放電による火花電流，

火花電圧を同アルゴリズムで数値解析し，文献 [11]の

理論式による計算値と比較した．図 2 (a)は金属球体間

放電の FDTDモデル，(b)は FDTD解析のための計

算領域と金属球体の配置図をそれぞれ示す．セルサイ

ズは δ = 2.0mmの立方体とし，ギャップ長 � は 1セ

ル（2.0mm）とした．なお，(a)に示すFDTDモデル

は，金属球体と体積が同じで形状ができるだけ近づく

ように，8,181個の単位セルサイズの立方体でモデル

化した．計算領域は 351× 201× 201 セルとし，金属

球体は z 軸方向に対になるように放電部を（100 cell，

図 2 (a)金属球体間放電の FDTDモデルと (b) FDTD

解析のための計算領域
Fig. 2 (a) FDTD model for spark discharge between

metal spheres and (b) computation region for

FDTD analysis.
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100 cell，100 cell）の座標に配置した．FDTD計算の

時間ステップは Courantの安定条件 δt <= δ/
√
3c か

ら δt = 3.81 psとした．また，境界面での反射を軽減

するための吸収境界条件は Berengerの PML吸収境

界条件（12層，減衰量：120 dB）を使用した．また，

充電過程における電流の充電時定数は，解析対象とな

る金属体間の電圧が振動することなく速やかに上昇す

るように，τD = 1.25 ns とした．数値解析に際して

は，半径 25mmの金属球体間（ギャップ長：2mm）

における火花電圧の実測値を用い，Vs = 13.0 kV と

した．なお，FDTD計算の充電過程における充電電

流のピーク値 ID は火花電圧が 13.0 kV となるよう

に ID = 25.4A とした．図 3には，火花放電による

火花電流，火花電圧の波形を充電過程（図中の網掛け

部分）から示す．図中の実線は FDTD法の計算波形，

点線は理論波形であり，両者はよく一致していること

がわかる．なお，この場合の火花電流 i(t) と火花電圧

v(t) の理論波形は，火花電流の
せん
尖頭値を Im，公称継

続時間を τ，金属球体間の静電容量を C とすれば，文

献 [11]から

i(t) = Im · F (t/τ ) (7)

v(t) = Vs − 1

C

∫ ∞

0

i(t)dt = Vs

∫ ∞

t/τ

F (x)dx

(8)

で与えられ，これらの理論式から計算した．ここで，

Im =
CVs

τ
=
CVs(α/p)(Vs/l)

2

3
√
3

(9)

F (t/τ ) =
3
√
3

2
exp

{
3
√
3
(
t

τ
− x0

)}
×

[
1 + exp

{
3
√
3
(
t

τ
− x0

)}]−1.5

(10)

であり，x0 は積分定数である（計算に際しては文

献 [13]と同じく x0=1.5とした）．なお，上式からわ

かるように，波形計算に際してはギャップ長 � と火花

電圧 Vs のほかに金属球体間の静電容量 C も必要と

するが，これは次のように求めた．式 (6)の充電時定

数 τD は適当に決めることができるが，ここでは金属

体間の充電電圧 v(t) が振動することなく速やかに上

昇するように決める．そのとき，充電電圧 vD(t) は，

vD(t) =
1

C

∫ t

0

iD(t
′)dt′

図 3 金属球体間の充電/火花放電における (a)充電/火花
電流波形と (b)充電/火花電圧波形

Fig. 3 Waveforms of (a) charging/spark current and

(b) charging/spark voltage between metal

spheres.

=
IDτD

C

{√
π

2
+ Erf

(
t− tD
τD

)}
(11)

で与えられる．ここで，ErfはGaussの誤差関数であり，

Erf x =

∫ x

0

e−ξ2
dξ である．ゆえに，時刻 t = 8τD

においては，

vD(8τD) �
√
πIDτD

C
= Vs (12)

となり，これから静電容量は C =
√
πIDτD/Vs とし

て計算できる．

2. 3 数値計算例

本節では，同じサイズの金属球体間（半径：25mm），

任意形状の金属体間放電の一例として，次章の実験に

使用する形状のものでサイズの異なる金属球体間（半

径：15，50mm）と金属円柱体間（半径：2mm，長

さ：70mm）の火花放電による発生磁界の提案 FDTD

アルゴリズムによる計算波形を示す．

まず，同じサイズの金属球体間（半径：25mm）の

火花放電による発生磁界を提案アルゴリズムで計算し，

参考までに影像ダイポール法による計算結果と比較し

た．ただし，計算条件は前節と同じとした．火花電圧

を Vs = 13.0 kV とし，観測距離 r は火花通路から x

軸方向に水平な位置とした．図 4は金属球体間の火花

放電による発生磁界の計算波形を示す．図中の太い実
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図 4 過渡磁界の計算波形（半径：25mm）：(a)観測距離：
r = 15 cm，(b)観測距離：r = 20 cm

Fig. 4 Calculated waveforms of transient magnetic

field (radius: 25mm): (a) observation point:

r = 15 cm and (b) observation point: r =

20 cm.

線は提案 FDTD法，点線は影像ダイポール法による

計算結果である．図から，提案アルゴリズムによる計

算結果は影像ダイポール法によるそれによく一致して

いることがわかる．

次に，サイズの異なる金属球体間（半径：15，50mm）

と金属円柱体間（半径：2mm，長さ：70mm）の火花

放電による発生磁界を提案アルゴリズムのFDTD法で

計算した．図 5は放電モデルを示す．図の金属体のモデ

ル化に際しても，体積が同じで形状ができるだけ近づ

くように単位セルサイズ（2.0mm）の立方体でモデル

化した．それゆえに，(a)に示す半径 15mmと 50mm

の金属球体はそれぞれ 1,767個と 65,449個の単位セル

の立方体で構築し，(b)に示す断面半径 2mmの金属

円柱体については，断面がセル 2個分の長方形とした

長さ 70mmの直方体で近似し，これを 109個の単位セ

ルの立方体でモデル化した．なお，数値計算に必要な

火花電圧 Vs は，火花実験からステンレス鋼製の金属

図 5 任意形状の金属体の放電モデル：(a)サイズの異な
る金属球体，(b)金属円柱体

Fig. 5 Models for spark discharge between metal

objects having arbitrary shapes: (a) metal

spheres with different radii and (b) cylindri-

cal metals.

図 6 サイズの異なる金属球体間の火花放電で生ずる過渡
磁界の計算波形：(a)観測距離：r = 8 cm，(b)観測
距離：r = 12 cm

Fig. 6 Calculated waveforms of transient magnetic

fields when a spark discharge between the

metal spheres with different radii occurrs: (a)

observation point: r = 8 cm and (b) observa-

tion point: r = 12 cm.

球体（導電率：σ = 1.7× 106 S/m）では Vs=9.0 kV，

黄銅製の金属円柱体（導電率：σ = 1.7×107 S/m）で

は Vs=12.0 kVとした．また，金属円柱体間のギャッ

プ部はモデルとした直方体の面をそのまま対向させた．
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図 7 金属円柱体間の火花放電で生ずる過渡磁界の計算
波形：(a) 観測距離：r = 20 cm，(b) 観測距離：
r = 40 cm

Fig. 7 Calculated waveforms of transient magnetic

fields when a spark discharge between cylin-

drical metals occurrs: (a) observation point:

r = 20 cm and (b) observation point: r =

40 cm.

図 6はサイズの異なる金属球体間の火花放電による発

生磁界の計算波形を，図 7は金属円柱体間の火花放電

による発生磁界の計算波形をそれぞれ示す．

3. 実 験

本章では，図 5に示す放電モデルで火花実験を行い，

発生磁界の実測波形を前章の数値計算例で得られた磁

界波形（図 6と図 7）と比較することで提案 FDTDア

ルゴリズムの妥当性を確認する．

図 8は実験装置の全体図を示す．測定法としては電

子回路駆動の点火コイルで高電圧を発生させ，これを

約 60 cmの高抵抗紐（250Ω/cm）を介して金属体へ

導く．ギャップ間（�=2mm）の火花放電は毎秒 1秒ご

とに起こす．金属体間の火花放電に伴う発生磁界 H(t)

は，放電部位から距離 r 離れた位置にしゃへい型の

磁界プローブを，その面を大地に水平に配置し，これ

に誘導される出力電圧 vo(t) を入力抵抗 Ri=50Ω の

ディジタルオシロスコープ（帯域幅：1.5GHz，標本

化周波数：8GHz，量子化ビット数：8 bit）で観測し

た．また，蓄積型のアナログオシロスコープ（帯域幅：

100MHz）を用いて火花電圧 Vs を同時に測定した．

これらの装置はすべて木製の机の上，高さ 0.8mの位

置に設置し，三方を電波吸収体で囲んで実測を行った．

図 8 実験装置の全体図
Fig. 8 Experimental setup.

しゃへい型磁界プローブは 50Ω セミリジッドケーブ

ル製のしゃへい型ループ（外径：1.2mm，ループ径：

5mm，ループ面積：S = 78.5mm2，自己インダクタ

ンス：L = 13.8 nH）のものを使用した．

一般に，観測出力波形 v(t) は，オシロスコープの

帯域幅が有限であるがゆえに磁界プローブの出力電圧

波形 vo(t) とは異なる．本実験での観測出力波形 v(t)

は次のような計算式で求めた．オシロスコープの観測

出力波形 v(t) と入力となるプローブ出力波形 vo(t)

との関係を垂直増幅器が 1次遅れの周波数特性（帯域

幅：fc=1.5GHz）をもつものとして導出すれば，この

場合の v(t) は，

v(t) = 2πfc

∫ t

0

v0(t
′) exp{−2πfc(t− t′)}dt′

= −2πfc
Ri

L

×
∫ t

0

∫ t′

0

∂Sµ0H(t′′)
∂t′′

exp
{
−Ri

L
(t′ − t′′)

}
× exp{−2πfc(t− t′)}dt′′dt′ (13)

で与えられる [14]．

図 9，図 10はしゃへい型磁界プローブを介した磁界

波形のオシロスコープ観測出力波形 v(t)を示す．図 9

はサイズの異なる金属球体間の火花放電による発生磁

界の観測波形であり，図 10は金属円柱体間の火花放

電によるそれである．図中において，実線は FDTD

法での計算波形，点線は火花実験による実測波形であ

る．図 9の第 2ピーク値は実測波形よりも FDTD法

の計算波形のほうが大きくなってはいるが，両者はお
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図 9 サイズの異なる金属球体間の火花放電で生ずる過渡磁
界のプローブ出力観測波形：(a)観測距離：r = 8 cm，
(b)観測距離：r = 12 cm

Fig. 9 Observed waveforms of transient magnetic

fields with a shielded loop antenna when a

spark discharge between the metal spheres

with different radii occurrs: (a) observation

point: r = 8 cm and (b) observation ponit:

r = 12 cm.

図 10 金属円柱体間の火花放電で生ずる過渡磁界のプロー
ブ出力観測波形：(a)観測距離：r = 20 cm，(b)観
測距離：r = 40 cm

Fig. 10 Observed waveforms of transient magnetic

fields with a shielded loop antenna when a

spark discharge between cylindrical metals

occurrs: (a) observation point: r = 20 cm

and (b) observation point: r = 40 cm.

おむね一致していることがわかる．図 10の第 1ピー

ク値，第 2ピーク値ともに計算波形と実測波形にはわ

ずかな相違がみられるものの，この場合もほぼ一致し

ていることがわかる．

4. む す び

任意形状の金属体間の火花放電に伴う発生電磁界の

数値解析手法として，Rompe-Weizelの火花抵抗則の

仮説に立脚した新しい FDTDアルゴリズムを提案し

た．このアルゴリズムによる金属体間放電による数値

結果の妥当性は，同じサイズの金属球体間放電による

火花電流，火花電圧の理論波形によく一致したこと，

発生磁界がイメージダイポール法の数値結果にほぼ一

致したこと，異なるサイズの金属球体間と円柱金属体

間の火花実験による磁界測定波形がおおむね予測でき

たこと，などから検証できた．

今後の課題としては，金属パイプ椅子どうしの衝突

で生ずるESD界などの具体的なケーススタディ（case

study）に対する FDTD解析があげられる．
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