
Institute of Electronics, Information, and Communication Engineers

NII-Electronic Library Service

工nstitute 　 of 　 Eleotronios ，工 nformation ，　 and 　 Co   unioation 　 Engineers

論　文

多元 LDPC 符号に適 したバ ー
ス ト誤 り訂 正 ア ル ゴ リズ ム

木全 　佑輔† 和 田山　正†a ）

ABurst 　Error　Correcting　Algorithm　f（）r　Nonbinary 　LDPC 　Codes

Yusuke　KIMATA † and 　Tadashi　WADAYAMA †a ）

　あ らま し　本論 文 で は，多元 LDPC 符 号 に適 した バ ース ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム を提 案 す る．本論文 で 提案

す る復 号 ア ル ゴ リズ ム の 復号 プ ロ セ ス に お い て は，まず受信語 か ら得 られ る シ ン ドロ ーム と検査 行列の 部分行列

か らな る 連立 方程式 を解 くこ とに よ りバ ー
ス ト誤 りの 候補が 生 成 さ れ る ．次 に ，得 られ た誤 りベ ク トル の 候補 の

中か らバ ー
ス ト誤 りの 仮定 に 矛盾 し ない ベ ク トル を推定語 と して 選 び 出す こ とで 復号を行う．更 に 本論文で は ，

その バ ー
ス ト誤 り訂正ア ル ゴ リズ ム に つ い て 復号特性 の 解析を行 い ，復号誤 り率の 上界を導出する．本論文で 提

案す る上界 は ，バ
ー

ス ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム に用 い る部分行列 の 列 ベ ク トル に よ っ て張 られ る線 形 空間 の 構造

に基づ い て導出 され る．本論文で導 く上 界 は，検査行列 に ガ ウ ス消去法を適用する こ とに よ り効率的に数値評価

す る こ とが可 能で あ り，多元 LDPC 符号の バ ー
ス ト誤 り訂正 能力 を評価 す る上 で 有用 な指標 とな っ て い る．

　 キー
ワ
ード　多元 LDPC 符号，バ ー

ス ト誤 り訂正 ，連立 方程式，上 界

1． ま え が き

　適切 に 設計 され た 多元 LDPC 符号 ［1］の 復号性能

は，二 元 LDPC 符号の復号性能を上 回 る こ とが 報告

され て お り ［2］，近年，多元 LDPC 符号 に関する研究

が盛ん に行わ れ て い る ．

　通信 ・記録等の 分野 に お い て，多元 LDPC 符号の

利用 を考えた場合，ラ ン ダム 性 の 誤 りに 対する復号性

能 だ けで な く，
バ ー

ス ト誤 りに対する復号性 能 も重要

で ある．ハ ードデ イ ス ク等の磁気記録装置の 場合，メ

デ ィ ア の 欠陥な ど に よ りバ ース ト誤 りが発生す る こ と

が 知ら れ て お り，シ ス テ ム の信頼性向上 の た め に バ ー

ス ト誤 りに 関す る 強力な訂正 ア ル ゴ リ ズ ム が求 め られ

て い る．

　二 元 LDPC 符号を用 い た消失 バ ー
ス ト誤 り訂正 に

つ い て は
， 文献 ［3卜 ［6］などにお い て

， 訂 正 ア ル ゴ リ

ズ ム ，検査行列の構成，確率的解析の文脈か ら検討が

行われて い る．また，Fossorierに よ る文献 ［7］は，
一

般 の 線形符号 におけ る バ ース ト誤 り訂正 ア ル ゴ リス ム

に つ い て の議論を展開して い る．しか し，多元 LDPC
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符号の性質に着目したバ ース ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム

に つ い て の 研究 は ほ とん ど な さ れ て い な い 状況 に あ る．

　本論文で は，多元 LDPC 符号に適 したバ ー
ス ト誤 り

訂正 ア ル ゴ リズム ［81を提案する．本論文で提案する復

号ア ル ゴ リ ズ ム で は，受信語か ら得られ る シ ン ドロ ー

ム と検査行列 の 部分行列か ら な る連立方程式を解 くこ

とに よ りバ ース ト誤 りの候補 を生成する ．次に，得 ら

れた誤 りベ ク トル の 候補 の 中か らバ ー
ス ト誤 りの 仮定

に 矛盾 し ない ベ ク トル を推定語 と して 選 ぶ こ とで 復号

を行 う．また，提案復号ア ル ゴ リズ ム に つ い て復号特

性 の 解析 を行 い ，復号誤 り率の 上界を導出す る ［9］．こ

の 誤 り率上 界 は ，バ ース ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム に用

い る 部分行列 の 列 ベ ク トル に よ っ て 張 られ る線形空間

の 構造に基づ い て 導出さ れ る．本論文で導 く上 界 は
，

検査行列 に ガ ウス 消去法 を適用する こ と に よ り，効率

的 に数値評価する こ と が可能で あ り， 多元 LDPC 符

号の バ ース ト誤 り訂正能力を評価す る上 で有用 な指標

と な っ て い る．

　本論文の 構成は 以下 の とお りで ある．2．で は
， 本論

文で用 い る表記や 記号に つ い て説明する．3，で は，多

元 LDPC 符号 に適 した バ ー
ス ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ

ム の 提案 を行う．4．で は，提 案バ ース ト誤 り訂正 ア ル

ゴ リズ ム に つ い て 復号特性 の 解析 を行 い ，復号誤 り率

の 上 界 を導出 す る．5 ．で は
， 計算機実験に よ り提案ア
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ル ゴ リズ ム とそ の 誤 り率上界 に つ い て 評価 を行 う．

2， 準 備

　本章 で は
， 本論文 で 用い る 表記 の 定義 ，

並 び に 基礎

事項の 説明を行 う．

　 2．1　表 記 ・記号

　ガ ロ ア体上 の 行列 X ∈ 町
獅

の 第 i 列 ベ ク トル

（i ∈ ［O，
　n − 1］）を 尋 とす る．こ こ で ，Fg は q 元 （q

は素数の べ き）の ガ ロ ア体で あ る．また，m ，n は 自

然 数 で あ る ．記法 ［α ，b］（1 ≦ α ，b ≦ n ）は 整 数集 合

｛a
，

α ＋ 1．a ＋ 2
，
．．．

，
b｝を意味する，ベ ク トル は ボ ー

ル ド体 の 英小文字 で表 し，特 に指定が なけ れ ば行 ベ ク

トル を意味する．また，行列 は 英大文字 で 表す．なお，

本論 文 に お い て
， 行

・
列 の イ ン デ ッ ク ス は 0 か ら 始 ま

る もの とす る．

　 n を法 と して 連続 した 添字を もつ X の 列 ベ ク トル

か らな る 行列 を X の 部分行列 と呼ぶ ．行列 X の 第

i　（i ∈ ［O ，
n − 1］）列 ベ ク トル か ら第 〈

’i＋ ‘− 1＞列 ベ ク

トル まで の 長 さ 1 （＞ 0）の 部分行列を 幻り と表記す

る ．すな わ ち，

x ！
り ＝（aB署），罷＋、〉，＿ ，mZ ＋ 1− 、〉）

で ある．記法 くの は α mod 　n を表す．行列 X の 列ベ

ク トル が張 る線形 空間を

sp ・ n （X ・一｛
n − 1

Σ … i ∈ F：… i ∈ F
、 ，
i・ ［・，

n − l
i‘o

］｝
とす る ．集合 ［O，

n − 1］に含 まれ る α
，
b に つ い て ，そ

れ らの 間 の Lee距離 δ（a ，　b）を

δ（a ，
b）＝ min （1α 一bl7n− ）a

− bD

と定義す る．

　2 ．2　多元 1、DPC 符号

　本論文で は，疎な検査行列 に よ っ て 定義さ れ る多

元 LDPC 符 号に つ い て 議論す る．ガ ロ ア体 Fg 上 の

疎 な検査行 列 を H ∈ FenxTt とす る ．こ こ で ，　 m
，
n

は 自然数で あ り，n ＞ m で ある と仮定する ．こ の

検 査 行列 H に 基 づ き，多元 LDPC 符号 （フ（H ）は

0 （H ）＝｛x ∈ F3 ：HxT ＝0｝と定義 される．

　2．3　加法的バ ー
ス ト通信路

　本節 で は ，本論文 で 用い る通信路 モ デ ル で ある加法

的 バ ー
ス ト通信路を定義する．与えら れ た検査行列 H

に 対 して
， 最大連続独立列数 ny，nax ［8］は

η＿
− m ・x ｛η 漉 ∈ ［0，

n − 1］， ・ank （H ！
η）
）＝

η｝
　 　 　 　 η＞ 0

と定義 され る．本論 文 で 提案 す る 復号 法 で は，検査

行列 の 部分行 列 を利 用す る ．そ の 部分 行列 の 列数 を

η （0 〈 η ≦ ηm 。x ）とする 。

　送 信者 は送 信 した い メ ッ セ
ー

ジ に 従 い ，符号語

x ∈ σ（H ）を選択 し送信 する ．通信路 で は ，バ ー

ス ト誤 り e ∈ F3 が 生起する （その確率モ デ ル は後述）．

受信語 を y ∈ 罵 とす る とき，受信者は y ＝ x ＋ e を

受信する．こ の 加法 は Fq 上 の 加法 に 基 づ く，

　バ ー
ス ト誤 り e に 関する確率 モ デ ル は次 の とお りで

ある．最大バ ース ト長 βma ＝ を 0 ＜ ，8TrLaz≦ η を満た

す整数 とす る．本 モ デ ル で は ，誤 りベ ク トル e ∈ 町
は

・ ； ・y・（ε10n
一
β一

，
s）

の 形を して い る と仮定す る．こ こ で ，

（1）

e − （e。 ，ε、，
．．，

，
9、＿ − 1＞∈ F夢

…
，
E。 ≠ 0 （2）

で ある．

　ベ ク トル e は 確率変数で ある ．先頭 要素 90 は Fg

の 非零元上 の
一様分布に 従 い 実現値が定 まる ．そ の 他

の 要素 ら （i ∈ ［1，βm α 毋

一 1D は Fq の
一

様分布に従

う．表記 cyc （2 ，の は ，ベ ク トル Z ∈ F3 を右方 向 に

j ∈ ［O，
n − 1］シ ン ボ ル 巡回置換 させ て 得 られ る ベ ク ト

ル を意味 して い る．記法 OT「L は長さ m の ゼ ロ 行ベ ク ト

ル で あ る．演算子 1は ベ ク トル の 連接 を表す．

　式 （1）に おけ る シ フ ト量 s は バ ー
ス ト開始位置 を表

す確率変数で あ り，そ の 実現値は，［0，n − 1］hの
一
様

分布に 従 い 定 まる と仮定す る，バ ー
ス ト誤 りベ ク トル

e ∈ F3 に 対 して ，そ の バ ース ト開始位置 を μ（e ）と表

記す る．式 （1）で 定義 され る バ ー
ス ト誤 り e につ い て

は，μ（e ）＝ s とな る．

　上記 で 説 明 した本論文 で 仮定する誤 りベ ク トル の 概

略図 を図 1 に示す，

e ＝

　 　

　　　　　μ（ε）：非零

図 1　通 信路 で 生 起す るバ ース ト誤 リベ ク トル e の 概略 図

　 Fig ．1　0utline 　drawing 　of 　burst 　error 　v 巳 ctor 　on

　 　 　 　 channel ．
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3． バ ース ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム

　本論文で は
， 多元 LDPC 符号に適したバ ー

ス ト誤 り

訂正 ア ル ゴ リズ ム を提案する．本論文で 提案す る バ ー

ス ト誤 り訂正 アル ゴ リズ ム は ，部分行 列に基 づ く連立

方程式系を解 くこ とに よ り得ら れ る推定解の 中 で バ ー

ス ト仮定 に 矛盾 しな い もの を選び出す，とい う考え方

に基づ い て い る．本章 で は ，提案法 の 概要か ら始め て，

次に そ の詳細 に つ い て述べ る，

　3．1　解候補集合

　以下 で 説 明す る復号 法で は，検査行列 H か らウ ィ

ン ドウ幅 η （0 ＜ η ≦ ηm 。 r）の 部分行列 を取 り出 し，

対応す る 連立
一

次方程式 を解 くこ と に よ り誤 りベ ク

トル の 候 補 を 生成す る ．以下 で は，バ ー
ス ト誤 り長

β≦fimaxの バ ース ト誤 りベ ク トル e の 生起 を仮定す

る ．こ こ で ，fimaxは 0 ＜ βm α x ＜ η を満 たす整数 で

ある．

　受信器 で は，シ ン ド ロ ーム s が s ＝ HyT ＝ HeT

と して最 初 に計算 され る も の とす る．連 立 方程式

HeT ＝ s が解け れ ば誤 りベ ク トル e の 特定が可能 と

な る が，n ＞ m なの で こ の 問題は不良設定問題 とな

り，一
般 に は 解 を 唯

一
に 定 め る こ とが で きな い ．した

が っ て バ ース ト誤 りの 特性を生 か し た復号法が 必要 と

な る，

　ウ ィ ン ド ウ幅 η の H の 部分行列に 関 して
， 連立

一

次方程式

H！
η）

zT − s
，
　 i ∈ ［O ，

　n − 1］ （3）

を考 え る ．こ こ で ，s ：・： HeT は シ ン ドロ ー ム ，

瑳
η 〉

∈ F昭
nx η は H の 部 分行列 （2．1 の 定 義参照 ）

で あ り，z ∈ 瑠 で あ る ．ウ ィ ン ドウ幅 η に 関す る仮

定 η ≦ ηmax 　よ り，

・・ nk （E！
η）
）一η，

∀i ∈ ［O ，
n − 1】

が成 り立 つ ．

　今 ，
s ∈ span （H ！

η）
）と 仮 定 す る ．こ の と き ，

rank （A ）； η を満 たす任 意 の 行 列 A ∈ 町
xm

を考

える．行列 A を式 （3）の両辺 に左か ら乗 じる こ と に

よ り

（AH
（η｝

　 　 z ）ノ ーA ・ （4）

が得られる．A と 疏η）
の 階数が共 に η で ある こ とか

ら，．4功
η）

∈ F8 × η は 正則行列 とな る．上式 の 両辺 に

．4H ！
η）

の逆行列を乗 じる こ とに より，解

4 − （AHI
η

　 　 　 t

〉
尸 且・ （5）

が得 られ る ．仮定 s ∈ span （Hln
）

　 　 z ）よ り，
こ の 解に つ

い て，確か に 功
η｝2『； s が成立する．なお

， 琴 ； s

は A の 取 り方 に 依存 しない こ と に 注意 したい ．

　
一

方，8 ≠　span （H！
η）
）の場合，式 （5）に よ り定まる

2z は 瑳η）
琴 ＝s を満た さない ．なぜな らば，こ の 等

式を満たすとする と仮定に矛盾するか らである．

　式 （5）の 計算は，ガ ウス 消去法を利用 して効率良く

実行 す る こ とが で きる．こ の 場合 ，
A は ガ ウス 消去法

に よ り定 まる基本行操作に対応する行列 となる ．

　 こ の よ うに し て 求め ら れ る解 に 基づ い て 解候補

集合 を次 の よ うに定め る．こ こ で ，誤 りベ ク トル

e ∈ F3 カte ＝ cyc （ε lon
一

η

7s ），　 s ∈ ［0，
n − 1］，

9 ＝（eo ，el ，…　　，εη ）∈ F3
，

δo ≠ 0 の 形 に書け る とき，

e の バ ー
ス ト長 e（e ）を e（e ）＝ R （E）＋ 1 と 定義 す る ．

ただ し，R （a ）は，ベ ク トル a ∈ 噂 の 最右非零位置

を表 し，長 さ k の ベ ク トル α ＝（ae ，
　al

，

…　 ，
ak ＿1）に

対 して R （α ）＝ max ｛i ∈ ［0，
　k − 1］： ai ≠ 0｝と定義 さ

れ る．

［定義 1］（解候補集合）　各 i ∈ ［O，n
− 1｝に つ い て ，

式 （5）に 基づ き，蒭 を求め る．計算に は ガ ウ ス 消去法

を利 用す る．推定 バ ー
ス ト誤 りベ ク トル 豌 ∈ F：（i∈

［0 ，
n
− 1D を

・ ・一 ｛帆 叫 騒 ： …

とする．記号 E は無効な解候補を表し，便宜上 e（c）＝DO

とす る．それ らをまとめた

w
＊＝｛

　＊　　　　＊　　　　　　　　　＊
WOJWI

，
…　 ，

Wn − 1｝

を解候補集合 と呼ぶ ．　　　　　　　　　　　　 ロ

　以 上 の定義か ら解候補集合 に含ま れ る E を 値 に もた

な い 任意 の ω 言に つ い て ，

H 蛎
τ ＝・， ∀iE ［o，n − 1］ 、（7）

が 成 り立 つ こ とが 明 ら か で あ る．値 が ∈ で ない 解候補

婿 は い ず れ も式 （6）の とお りバ ース ト誤 り長が たか

だか η の バ ー
ス ト誤 りの 形をして い る た め

，
バ ー

ス ト

誤 りベ ク トル e の推定候補とな る．

　3．2 　バ ー
ス ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム の 詳細

　次の 補題 は ， 推定語 e を解候補集合か ら選 び出す た

め に有用で ある ．

［補題 1］　ベ ク トル e をバ ース ト誤 り長 β（≦ βmax ）
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の バ
ー

ス ト誤 りと し， 誤 り開始イ ン デ ッ ク ス を t ∈

［O，
n − 11 とする．すなわち，　 e（e ）＝ β， μ（e ）＝ t で

あ り，e は

・ ＝・y・（elon
一β

≠）

を満たすベ ク トル とな る．こ こ で ，E は条件 （2）を満

たす．また，シ ン ドロ
ー

ム 8 ＝HeT と す る．こ の と

き，任意 の a （0 ≦ a ≦ η
一β）に つ い て

　 ネ

w
（t
− a ＞　

： e

が成立す る ．

（証明） 仮定か ら任意の a （0 ≦ a ≦ η
一β）に つ い て

と

・ ＝ Hl担。 〉羅一
。 〉

T
）

α
一

β
一

η05）0（
　

の

の
ト

H＝3

が成立 す る．た だ し，oo は空列 を意味す る もの と す

る・仮定 η ≦ η・ ・ x よ り … k（H 浩 〉）
一

η で あ る た

め ， 等式

2
（t
一
の

＝ （0
α

1壱10η
一β一α

）

が 得られ る 。こ の 関係 を利用す る こ とに よ り，

w ；t＿a ）
＝cyc （2（t＿a ＞lon

一
η

，t − a ）

　　　＝・y・（oa1 ε10η
一
β
一alon 一

η

，t − ・）

　　　一・y・（elon
−fi

，t）

＝e （8）

が 得 ら れ．る ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　 囗

　こ の補題 に 基 づ くバ
ー

ス ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム の

詳細 を 以 下 に 示す．

　
一

つ の 解候補 ω 芸を得 る ため に mx η （η く m ）の

行列 に対 して ，ガ ウス 消去法を適用する もの とする と，

そ の計算量 は 0 （m3 ）で 上か ら抑えられ る．なお，こ

こ で は Fq の 加減乗除が定数時間 で 実行 可能 で あ る と

仮定 して い る．解候補は n 個ある の で，提案ア ル ゴ リ

ズ ム の 計算量は O （nm3 ）とな る．

　文献 ［8］で は，LDPC 符号 の 疎性 を生か した計算量

削減手法が提案 され て い る．こ の 手法を用 い る こ とで
，

復号 ア ル ゴ リ ズ ム に おけ る ガ ウ ス 消去 法の実行回数 を

3 割程度減らす こ とが で きる．また，あ らか じめ ガ ウ

ス 消去法に おける前進消去 と後退代入 の 計算を行列 と

して記憶 して お くこ とで ガ ウ ス 消去法 の 計算処理 を削

減 する こ と もで きる．こ の 手法で は
，

m × m の 行列

と長 さ m の 列 ベ ク トル の 積を n 回求め る計算が 必要

とな る．すなわち，0 （nm2 ）となる．

バ ース ト誤 り訂正 ア ル ゴ リ ズム

4． バ ー
ス ト誤 り訂正法の 復号特性解析

力

力

入

出

Step 　1

す る．

シ ン ドロ
ー

ム s

推定語 E

　 定義 1 に従 い ，解候補集合 W
「＊

を構成

Step 　2　イ ン デ ッ クス 集合

T ＝｛喜∈ ［0，n − 1】：4（ω わ≦ βmax ｝ （9）

に つ い て
，

∀i ∈ T
，

ω ぞ＝ α ∈ F3 が 成 り立 つ 場合 ，

a ＝＝ 　a を出力 して終了する ．成 り立 たない 場合は

復号失敗 として ア ル ゴ リズ ム を終了する．

　本章で は ，前章で 説明 した バ ー
ス ト誤 り訂 正 ア ル ゴ

リズ ム の復号特性に つ い て解析を行 い ，復号誤 り率の

上界を導出す る．

　提案バ ー
ス ト誤 り訂正法で は，部分行列の列 ベ ク ト

ル に よ り構成 され る線形空 間の 重な りが復号性 能 に 影

響す る．本章では ， そ の 点 に着 目 し， 復号誤 り率 の 上

界を導 く．

　4．1　復号失敗条件

　バ ー
ス ト誤 り訂正法の 復号誤 り率 の 上 界を導出する

た め に，復号失敗条件に つ い て考え る ．そ の ため に ま

ず，バ ー
ス ト誤 り訂正法の 復号成功条件を表す定理 1

を示す。

［定理 1］ η ＜ ηma ＝ とする．　e（e ）≦ rSmaxを満足す る

誤 りベ ク トル e に つ い て
， μ（e ）＝t （t ∈ ［0，

n − 1］）と

する．δ（t，」）〉 η
一
βmax を満たす任意 の ゴ∈ ［O，

n − 1］

につ い て

s 　¢・・p ・ n （H ・

（”・・ a ・ ）

）・ ・p ・ n （功
’…

う （・・）

が成 り立つ ならば，前章で 示 したバ
ー

ス ト誤 り訂正 ア ル

ゴ リズ ム の 復号が成功す る．また，そ の 逆も成 り立 つ ．

（証明）　まず，
上 記 の定理 の 順命題 に つ い て証明を行

う．ゴ∈ ［O，
n − 1］を δ（ちの ＞ ny　一　fimaxを満たすよ

う に 任 意 に 選 ぶ ．順命題 の 仮定 μ（e ）＝ t よ り，s ∈

・p ・ n （H 飾
’

）・あ・・も し・s ∈ ・p・ n （拷
β鴫

）
を満たすゴが存在する な らば

・ ∈ ・pan （・1
β甑

）・ ・pan （拷
β皿α

り
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が成 り立 つ ．しか し，順命題 の仮定よ り上式の 成立

・ 否 定 ・ れ ・ … す ・ わ … ¢ ・pan （拷
β… x ）

）
で あ る．した が っ て ，δ（t，ゴ）〉 η

一fimaxを満 たす任

意の ゴ∈ ［0，
n − 1］に つ い て 乏（u 冫わ 〉 βma ＝

が 常に

成り立 つ ，なお
，

δ（ちの ≦η
一βmax を満たす任意の

ゴ∈ ［0，
n − 1］に つ い て は，3．の補題 1 よ り，　 w ；＝e

が成 り立 つ ．す なわ ち ， 推定誤 りベ ク トル が δ ＝ e と

一
意に定ま り復号が 成功する ．

　次 に，逆命題 に つ い て 考える，バ
ー

ス ト誤 り訂正法

が復号に成功する とき， 解候補 盟 ∫（」∈ 【O，n − 1］）は

・ ∫一 ｛， 。 爾 1剛 溜 i；：1：：：
となる ．更に

，
δ（ちゴ）〉 η

一βm α詔を満たす任意の j
に つ い て

　e（
　　￥
魍 j）〉 βrna ＝

が成 り立 つ ．以下 で は
， δ（t，の 〉 η

一
βmax を満 た す

任意の 」に つ い て考え る ．w ｝＝ E とな る場合，式 （6）

… ¢ ・p・・ （瑳り・ あ・… β… で あ・た

・・　 s　¢・・pan （HI
βrna ＝ ）

　 」 ）・な・ ・すなわ・・式 （・・）

が成 り立 つ ．また
，

w ∫＝ cyc （場 10π
一

η
，の とな る 場

餌 剛 ・ β…
・ あ・ た め

・
・ ¢ ・pan （踏

β…
う

で あ る．した が っ て
， 式 （10）が 成 り立 つ ．以 上 の 結

果 よ り，バ ース ト誤 り訂正法が復号に成功す る とき，

δ（ちゴ）〉 η
一

βma ＝ を満たす任意 の ゴに つ い て 式 （10）
が 成り立 つ ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ロ

　定理 1 よ り，復 号失敗 条 件 は 次 の と お りで あ る．

μ（e ）＝t （t∈ ［O，n − 1］）で ある バ ース ト誤 りベ ク トル

e に つ い て，

s ∈ ・p ・ n ＠
β跚

り・ ・p ・ n （房
β圃

）
を満た し，δ（t，JO ＞ η

一fi，nax で あ る ゴ∈ ［O，
n − 1］が

存在する とき， また そ の ときに 限 り，バ ー
ス ト誤 り訂

正 ア ル ゴ リ ズ ム は復号に失敗する ．

　4．2　復号誤 り率の 上界

　前節で述べ た復号失敗条件か ら，復号誤 り率 の 導出

を行 う．まず，バ ー
ス ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム の 復号

誤 り率 、PE は

　 　 　 n − 1

P ・
＝・Σ Pr ［μ（・ ）＝ ＝ 　t］P ・if・ilure　1・”（・ ）一 司

　 　 　 　 t＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

と表現す る こ とが で きる，こ こ で ，Pr ［
・
］は ［

・
］内 の イ

ベ ン トが 成 立 す る 確 率 を表 し て お り， 式 （11）の 中 の

failureは，復号失敗イベ ン トを表 して い る．

　次 の 定理は バ
ー

ス ト誤 り訂 正 ア ル ゴ リズ ム の復号誤

り率 PE の 上界 を与える．以 降で は，

・M − ・p・n （H 鰍 雌 ）
　 z ）・ ・pan ＠

’… ）

）
と置 く．また

， θ＠の を 部分行列 珊
β肌  ）と 房

βm 矼の

の共通部分空間 と呼ぶ ．

［定理 2］ 2．で 仮定 された バ ー
ス ト通信路 モ デ ル と 3．

で示 さ れ た復号 ア ル ゴ リ ズ ム を考え る．こ の とき，復

号誤 り率 PE は

　 　 　 n 　ユ

PE ・蓋Σ　 Σ
　 　 　 　 t＝0 ゴ∈【0，γし一1］，δ（ちの 〉η

一βrna ＝

lS（ちゴ）ト 1

（9
− 1）q

β・nam − 1

（12）

と上 か ら抑えられ る ．

（証 明 ） 定 理 1 に 基 づ く復 号 失 敗 条 件 か ら ，

PT ［failure　lμ（e ）＝ t］を評価する と

Prifailure　lμ（e ）＝t］

… 」総 譱
・ 噸 ・・（・）−1

≦ 　 Σ 　 P ・・［H ・ ∈ s 〔ちゴ）1μ（・ ）− tl

　 ゴ∈［O，n − 1】．δ（t，ゴ）〉 η
一fimam

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

が成 り立 つ ．不等号 は ユ ニ オ ン 上界に 基 づ く．以下 で

は Pr 　（He ∈ S（t，の 1μ（e ）＝ tlを評価する．本論文で

仮定するバ
ー

ス ト通信路 モ デ ル で は，μ（e ）＝t と する

とき，
バ ー

ス ト長 e（e ）以下 の バ ース ト誤 り系列が等確

率で 生起す る と仮定 して い る ．バ
ー

ス トパ タ
ー

ン の 総

数が （q − 1）gβm ・ x
− 1

で あ り， それ らの バ ー
ス トパ ター

ン に対する シ ン ド ロ ーム が全 て 相異な る （η ≦ nymα x

より） こ とか ら

　　　　Σ P ・・［H ・ ∈ 8 （ちゴ）1・（・ ）一 司

ゴ∈［b，n − 1亅r δ（t，ゴ）〉η
一

βmar

・ 　 Σ 　 （

lS（ちゴ）1− 1
　　　　　　　　　　　　　（14
9 − 1）qβm α＝　1 ）

　 j∈ ［o，n − 1］7δ（ちゴ）〉 η
一
βma ＝

が得 られる．式 （14）の 右辺 は 共通部分空間 に含まれ る

零 ベ ク トル 以 外 の ベ ク トル の 総数で あ る ．式 （14）を
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式 （13）に代 入 し，それ を式 （11）に適用する こ と に よ

り， 定理 2 が得られ る ．　　　　　　　　　　　 囗

　次節に示され る，二 つ の部分行列の 共通部分空間の

次元計算法を利用す る こ と に よ り，
こ の 定理 の 上 界は

符号長に対 して 多項式時間 で評価が 可能で ある．

　4．3　部分行列対の 共通部分空間の 次元

　定理 2 で示 された誤 り率の 上界 を計算するに は，二

つ の部分行列の 共通部分空間 に含まれ る元 の個数を求

め る必要が ある．こ の 量 は，式 （12）にお ける分子部

分 に 必要 と さ れ る ．以下 で は
， 式 （12）の 計算方法に

つ い て説明する ．

　ま肌 各部分行列 珂
βm αの

，瑳
β肌 α a’）

を

H！
β… ）

＝ （
T 　 T 　 　 　 T

α 0 ，α 1 ，’”　，a βm ． ＝
− 1）

踏
β… ）一（b9

’
，・bT ，・”　，　bE

− a ＝
一、）

（15）

（16）

と置 く．こ の とき，二 つ の 部分行列 の 共通部分空間に

含ま れ る任意の cT ∈ Fr に 対 し て

　 　 fitnax− 1　　　　　　 βma ＝− 1

cT 一 Σ 嘱 一 Σ y・bZ ，
・蹴 ∈ Fg

　 　 　 k＝O　　 　　　　　　　 h＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （17）

を満た す Xle
，
　 yle（k ＝ 0

，
1

，

…　Pm 。＝

− 1）が 存在す

る ．こ こ で ，F
α

の標数を 2 と仮定する と式 （17）よ り

fiTrtαx
− 1　　　　　　　βm α＝− 1

Σ x ・a：・＋ Σ 〃誠 一・

　 k＝O　　 　 　 　　 　 　 　　 k＝O

（18）

が成 り立 つ ．す な わ ち，式 （18）の 連立方程式 を満 た

す解 の 個数が部分行列 間の 共通部分空間に含まれ る 元

の 個数 となる．

　式 （18）を満 た す解 の 個数 は
， そ の 連立方程式 の 自

由度に よ り決定され る ．こ こ で ，x ； （Xo ，
Ml

，

…
，

XPm
。 一 1），　 y ＝＝（ye，yl，… ，Yfi，n 。 x

＿1）と 置 く と 式

（18）は

（正τ1
β帆αエ）H （βrn α＝）

　 t　　　　　　 j ）（・ ly）
T − ・ （19）

と書 き直すこ とが で きる．自由度は式 （19）の 左辺 の

連結 した行列 （連結行列 と呼ぶ 〉の ラ ン クによ り決定

される．

　連結行列 に行基本操作 また は ガウス 消去法を適用す

る こ と に よ り，容易に そ の ラ ン ク を求め る こ とが可能

で ある．連結行列 の ラ ン クが r の 場合 ，式 （18）の 自

由度 は 2βmax
− r と な り， 解 の 個数 は q（2βma ＝

一
「〕 と

なる．すなわ ち，

・p ・n ＠
β一一）

）・ ・pan （功
β一 ・

り1
　 （2βTna ＝− r ）
＝ q （20）

と なる ．

　本章で導出 した復号誤 り率の 上界は，与え られた検

査行列 の 部分行 列対 の 連結行列 の ラ ン ク を求め る こ と

で計算可能で あ り，ガ ウ ス消去法等の単純な演算に よ

り効率的に求め る こ とが で きる ．

5． 計算機実験に よる 提案法の 性能評価

　本章で は，提案バ ース ト誤 り訂正法の復号性能を計

算機実験 に よ り評価す る．また，定理 2 の 式 （12）の

上界 の 精度や性 質につ い て も評価を行う．

　5 ．1　計算機実験の 概要

　計算機実験 に用 い た検査行列 を表 1 に示す．表 1 に

示 し た検査行列は，Gallagerの 手法に 基づ い て構成 し

た 正 則 LDPC 符号 の 検査行列 で あ る ．検査行列 の 非

零要素に は ガ ロ ア体 Fq 上 の非零元を
一
様分布 に従 っ

て割 り当て て い る ．また，本章の 実験 に お い て は ， 検

査行列上 の 非零 要素 の 位置 は 符号 を定義する ガ ロ ア体

の サ イ ズ g に か か わ らず一定である．

　 5．2　計算機 実験の結果

　検査行列 H 、 に よ り定義さ れ た 多元 LDPC 符号 に

つ い て，復号誤 り率の 上界と符号の復号誤 り率の 真値

を図 2 に示す．こ こ で真値 とは ，2 。で 定義 し たバ ー

ス ト誤 りベ ク トル の 条件 を満たす全 て の バ
ー

ス ト誤

りを生成 し，そ の 全 て の 誤 りに対 して 復号 を行う こ

と で 求め た 誤 り率 の こ とで ある ．復号に 用 い る部分

行列の サ イズ は η ＝ 8 とした．図 2 の 横軸 は通信路

で 生起 す る誤 りベ ク トル の 最 大バ ー
ス ト長 β，nax を

表 して お り，縦軸は復号誤 り率 を表 して い る ．また，

図 中 の ラ ベ ル Upper 　Bound （F4）は 符 号 を 定義 す る

ガ ロ ア体の サ イズ g ＝ 4 の ときの 上界を表 し，［［lr／ue

Value〔F4）は ガ ロ ア体の サイズ q ＝4 の と きの 真値 を

表す．Upper　Bound （F16）と Ttue　Value（F16）に つ い

て も同様で あ る ．

表 1 計算機 実験 に 用い る検査行 列の パ ラ メ
ー

タ

Table 　l　 Parameter 　of 　parity 　check 　matrix 　for

　　　 computation 　simulation ．

検 査 行列　 m 　 n 　 列重 み　行 重 み 　 η

H1 　　 14　 28　　　2

H2 　　　53 　105 　　　2

H3 　　　26 　105 　　　2

4　　 　 84

　　　414

　　 　ユ6
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図 2　復号誤 り率の 真値 と上界 の 関係 （櫛 ＝14，n ＝28，
　　 η

＝8， 検 査彳テダ］JH1 ）

Fig．2　Relation　 between　 true 　 value 　 of 　decoding　 er −

　　　 ror 　probability 　 and 　upPer 　bound ．　（m 　＝　14，
　　　 n ＝28 ，η

＝8，parity　check 　matrix 　Hl ）

　図 2 よ り， 通信路で 発生する最大バ ース ト誤 り長

βma ＝ が 3 か ら 7 の 範囲に お い て，本論文で 導出 し た

上界が，復号誤 り率の真値 を確かに上か ら抑 えて い る

こ とが 分 か る．ま た，符号 C （Hi ）を定義する ガ ロ ア

体が F4 の 場合，復号誤 り率上界に対する真値の 比は

βm 。＝＝3 か ら fima＝＝7 の 範囲 に お い て ，　 IO
− 1

程度

とな っ て い る．

　ま た ，符号 C （Hl ）を定義する ガ ロ ア体の サ イ ズ

g ＝ 4 と q ＝ 16 を比較 し た場合，復号誤 り率の 上界

も真値 もq ＝ 16 の と きの 方 が小 さ くな っ て い る こ と

が 分 か る．符号 を定義する ガ ロ ア 体 Fq の サ イ ズ q が

大き くな る と符号の バ
ー

ス ト誤 り訂正能力が向上する

こ とが確認 で きる．符号を定義す る ガ ロ ア体 の サイズ

が大きくなる と，部分行列が 存在する線形空間が 広が

り，共通部分空間 に シ ン ドロ ーム が存在す る 確率が低

くなる ．そ の結果 ，
バ ース ト誤 り訂 正 ア ル ゴ リ ズ ム の

復号失敗条件が満た され る 確率が 下 が り，復号誤 り率

が低下す る と 考 えられ る．

　次に，多元 LDPC 符号を定義す るガ ロ ア体 Fg の サ

イズ q の変化に よる復号誤 り率の 上界 の 変化を図 3 に

示す．対象 とする検査行列は表 1 の H2 で ある．復号

に用い る部分行列の サイズ は η
＝ 41 とした．

　図 3 よ り，符号 0 （H2）を定義 する ガ ロ ア体 Fq の

サ イズ q が大きくなる と復号誤 り率の 上界の 値が小さ

くなる こ と が確 認 で きる．こ の 結 果 は
， 図 2 と 同様

に
，

ガ ロ ア体の サ イ ズ と復号誤 り率の 間 で ト レ ードオ

フ の 関係が ある こ とを示 して い る．

　また，表 1 の 検査行列 H3 を用い た場合の 復号誤 り
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　図 3 　体 の サ イ ズ と復号 誤 り率上 界 の 関係 （m ＝53 ，
　　　 n ＝1D5 ，η ＝41 ，検査行列 H2 ）

Fig．3　Re且atien 　between　size 　Qf 　Galois　field　 and 　 up −

　 　 　 per　bound 　of 　decoding　error 　probability 　（m ≡

　 　 　 53，n ＝105 ，η
＝41 ，　parity 　check 　matrix 　H2 ）
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　図 4 　体 の サ イズ と復号 誤 り率 ヒ界 の 関係 （m ＝26，
　　　 n ＝105 ，η

＝16，検査行列 H3 ）

Fig．4　 Relation　 between　 size 　 of 　Galois　field　 and 　 up −

　　　 per 　bound 　of 　decoding 　error 　probability ．（m ＝

　 　 　 26，n ＝105 ，η
＝16，　parity 　check 　matrix 　H3 ）

率 の 上界 を図 4 に示 す．復号 に 用 い る部分行列 の サイ

ズ は η
＝ 16 と し た．

　図 4 よ り，符号化率が異 なる場合 に お い て も他 の 結

果 と同様に，符号 C （H3）を定義す る ガ ロ ア 体 Fq の サ

イズ g が 大 きくなる と復号誤 り率 の 上界 の 値が小 さく

な る こ とが確認で きる．

　また ，図 4 の Simulation（F4）は計算機シ ミュ レー

シ ョ ン に よ っ て求めたバ ース ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム

の 復号 誤 り率で あ る．こ の 誤 り率 は
，

2．の 定義を満

た す バ ース ト誤 りベ ク トル を
一
様分布 に 従 い 生成 し，

バ ー
ス ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム に よ り復号 を行うこ と

で 求め た ．試行回数は 107 回 で あ る ．こ の よ うに求め

123

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Institute of Electronics, Information, and Communication Engineers

NII-Electronic Library Service

工nstitute 　 of 　 Eleotronios ，工 nformation ，　 and 　 Co   unioation 　 Engineers

電子情報通 信 学会論文誌 2013 ／3VoL 　J96−A 　No ，3

た バ ース ト誤 り訂正法の誤 り率が ， 本論文で求め た 上

界に よ っ て 上か ら抑え ら れ て い る こ とが 確認で き る．

ガ ロ ア体 F4 上 で定義 される符号の 復号誤 り率上界に

対する復号誤 り率の 比は，fim。＝＝ 6 から fima。＝ 15

の 範囲に お い て 10
− 1

程度とな っ て い る．

6． む　 す　び

　本論文で は ，多元 LDPC 符号 に適 したバ ー
ス ト誤

り訂正 ア ル ゴ リズ ム の 提案を行 っ た．提案法は
，

ガ ウ

ス 消去法を複数回実行す る こ とに よ り解候補集合を構

成 し， そ の 中か らバ ー
ス ト仮 定を満 た す推定誤 りベ ク

トル を選択する とい う考え に基づ い た復号ア ル ゴ リズ

ム で ある．また，提案バ ース ト誤 り訂正 ア ル ゴ リズ ム

の 復 号特性 につ い て解析 を行 い ，復号誤 り率 の 上界 を

導出 した．提案 した 上界は
，

バ ース ト誤 り訂 正 ア ル ゴ

リズ ム に 用 い る部分行列の 共通部分空間に着目し，ペ

ア ワ イズ復号失敗 イベ ン トに対 して ユ ニ オ ン 上界を考

え る こ とで得られ た．こ の 上界は ガ ウ ス 消去法等を用

い る こ とで効率的に求め る こ とが 可能で ある．なお ，

本論文で 議論されたバ ー
ス ト誤 り訂正 ア ル ゴ リ ズ ム と

そ の 復号誤 り率 の 上 界は 多元 LDPC 符号だ けで な く，

一
般の線形符号に つ い て適用可能で ある．

　文献 ［7］に示 される復 号手法 と誤 り率 の 解 析手法 も

一般の線形符号に適用可能な手法である．ただ し，文

献 ［7］で 示された手法は，検査行列に含 まれ る連続する

m × m 部分行列が全 て 正則で あ る とい う条件に基 づ い

て い る．この 条件は，検査行列が疎な場合 に は成立 し

な い 場合 が 多 く （疎行列 に よ り定義され る 符号 の 最小

距離は m に対 して小 さ く，また最小距離付近の 符号

語数も多 い 〉，
LDPC 符号 の 場合 に は 必ず しも文献 ［7］

で 示された手法が 利用で きる とは 限らない こ とを注意

して お きた い ．更に本研究で示され た手法は，［81で論

じられて い るように検査行列 の 疎性 に 基 づ い た高速化

が可能な点 も，本論文の復号手法 ・性能解析手法が 多

元 LDPC 符号に適して い る点で ある．

　計算機実験の 結果，バ ー
ス ト誤り訂正 ア ル ゴ リズ ム

は 符号を定義す る ガ ロ ア 体の サイ ズ q が大きくな る に

つ れ て，ブ ロ ッ ク誤 り率が 低下する こ とが確認 で きた．

また ， 提案 の 上界は実際の 復号誤り率の振舞い を よ く

反映 して い る こ とが確認 された．

　今後の 課題 として
， 部分行列 の 共通部分空間を考慮

した上 で ，検査行列の列ベ ク トル置換 を行う，検査行

列改善ア ル ゴ リズ ム の 開発が挙げられ る．
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