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Optimal　Assignment　with　Two　or　Three　Special　Workers

in　a　Reset　Limited－cycle　Problem　with　Multiple　Periods
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Abstract

　　　The　classical　assignment　problem　has　been　widely　applied　in　span　manufacturing，　personnel　scheduling

and　transportation，　to　name　just　a　few　areas・GeRerally，　the　problem　seeks　to　minimize　the　c◎st　of　assigning

agiven　set　of　j　obs（tasks）to　a　group　of　machines（worker）．　Computationally，　the　assignment　problem　is

considered“easy”because輌t　can　be　solved　in　polyn◎mial　time　using　several　efficient　algorithms．　In　th輌s

paper，　we　use　a　limited－cycle　model　with　mult輌ple　periods　where　the　risk　itself　is　also　affected　greatly　by　the

risks　which　existed　in　the　earlier　peri◎ds，　and　we　fbcus　on癒e　property　of　the　optimal　assignment　with

minimized　t◎tal　expected　risk（cost）in　the　limited－cycle　model．　Fiぷ，　the　reset　model，　a　simple　model　ofthe

limited－cycle　mode▲，　is　preseRted．　Th餌，　the　optimal　assignm斑t　problem　under　the　reset　modehs　defined，

A艇也at，　the　property　ofthe　optimal　assignment　with　two　special　workers　is　proposed．　Finally，　the　property

is　proved　using　a　mathematical　approach　and　investigated　via　numerical　experiments　wlth　a　program　in

which　an　algorithm　based　on　the　branch　and　bound　method輌s　used．
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原著論文

リセット多期間制約サイクル問題における2人及び3人の
　　　　　　　　特殊作業者を有する最適配置法則

孔憲達†1，山本久志†1，孫晶†2，松井正之†3

　本研究では，直列型生産ラインを例として考える場合，ある工程（期間）が納期（制約）を満

足するかどうかは前工程（前の期間）の状態に依存する多期間制約サイクルモデルを用いて期待

費用を最小になるような最適配置を考えるだけでなく，ある条件下で，最適になる配置の規則性

を提案することを目的とする．最初に，リセット多期間制約サイクルモデルの下で，最適配置を

理論的に導き出すための一歩として，作業者が2種類居る場合に着目し，特殊作業者が2人居る

場合の最適配置法則（定理）を提案する．次に，最適配置が一意に決定できない場合があるため，

加工時間を指数分布と仮定した場合にっいて，数値実験により最適配置を導出する．

キーワード：多期間制約サイクル問題，最適配置法則，生産ライン，生産座席予約問題

1　は　じ　め　に

　次世代生産システムの設計には生産する品種や数

量の変動，生産ピッチの変化や短い納期の注文に対

応しつつ，作業順序，作業への設備や作業者等資源

の割り当て，資源配置計画，製造費用の削減等の計

画が不可欠である．

　生産ラインの各作業ステーションに割り付ける作

業量を均等化する方法としてラインバランシング問

題［1］が1977年に提唱された後，様々な問題に派生し

ている．待ち行列［2］，遺伝的アルゴリズム［3］を用い

て設備機械数や作業者数の最適化，製品のグループ

化と資源割り当て計画手法が提案されてきた．

　作業者（設備）の数が最適化されても，作業者の

作業能力にばらつきが存在する．作業者配置の最適

化はこの課題に対する有意のアブU一チである．こ

れまでに，最適配置問題に関する多くの解法が発表

されてきた［3］［4］．しかしながら，提案された解法の

多くは計算機を使用し相当量の計算を行わなければ

ならない．

　本研究では，直列型生産ラインを例として考える

場合，ある工程（期間）が納期（制約）を満足する

かどうかは前工程（前の期間）の状態に依存する多

期間制約サイクルモデル［5］［6］を用いて期待費用を最

小になるような最適配置を考えるだけでなく，ある

条件下で，最適になる配置の規則性を提案する．
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　多期間制約サイクル問題においては，各工程にお

いて加工が遅れた場合にその影響が後工程に依存し

ない，または当該工程で人員増強等により後工程に

影響させないと仮定している（本論文ではリセット

モデルと呼ぶ）［7］．しかし，各工程において加工が

遅れた場合にその影響が後工程に直接影響があるこ

とも考えられる（本論文ではノンリセットモデルと

呼ぶ）［8］．

　山本他［5］［9］では，リセットモデルの下で，各工程

に各作業者をどのように配置すれば最も効率的，経

済的かという問題（最適配置問題）を定義し，最適

配置問題を評価する期待費用の定式化と効率的に算

出するアルゴリズムを提案した．また，システムの

最小期待費用をもたらすn人の処理速度がすべて異な

る場合の最適配置の規則性について数値的に考察し

た．その後，山本他［6］では，最適配置法則を理論的

に導き出すため，その最初の段階として，リセット

モデルにおいて処理速度が異なる2種類の作業者が存

在し，一方の種類（特殊作業者）の作業者が1人で，

もう一方の種類の作業者がn－1人の場合の最適配置問

題を考え，ある配置が最適配置となる条件を解析的

に導出した．本論文は，熟練の職人と新米弟子が居

るパン工場のような生産現場［10］を考慮しながら，引

き続き作業者が2種類存在し，特殊な作業者Aが2人居

る場合の最適配置となる条件を解析的に導出する．

また，導出した条件より広い条件下での最適配置の

存在の確認や，さらに作業者Aが3人居る場合の最適

配置の条件を調査するために数値実験を行う．

　本論文の構成は以下の通りである．2章では，リセ

ット多期間制約サイクルモデル及び特殊作業者が2人
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居る場合の最適配置問題について述べる．3章におい

て，特殊作業者が2人居り，残りの作業者が一般作業

者である場合の最適配置法則を導く．4章では，3章

の問題において加工時間を指数分布と仮定した場合

について数値実験により最適配置を導出し，その結

果を考察する．最後に本論文のまとめと今後の課題

を述べる．

2モデルと問題の説明

2．1　リセット多期間制約サイクルモデル

　本論文で考察するリセットモデルを以下に述べる
［7］．

（1）直列の生産ラインを考える．その生産ラインの工

　程数をnとする．

（2）製品は工程1，工程2，…，工程nの順で加工さ

　れ，n工程で製晶i個を加工する、

（3）仕掛品は，全てZ時間で次の工程に移り加工され

　る．すなわち，Zは工程全体のサイクル時間とな

　る．

　次に，作業者の加工時間の仮定を述べる．

（4）作業者の加工時間は互いに独立で，作業者1の加

　工時間Ttは，確率密度関数．陥（t）の確率分布に従

　うとする．ただし，tは時間を表し，　le　｛A，B｝で

　ある．

（5）上述したようにZは工程全体のサイクル時間を表

　すが，各工程においては目標の時間でもあるので，

　以後Zを目標加工時間と呼ぶことにする．
　このとき，IG　｛A，B｝に対して，

Rl：作業者1が遊休となる確率，すなわち，
　　ny　：Pr｛Tt≦Z｝であり，

2，：作業者1が遅れとなる確率，すなわち，
　　　2i　・Pr｛Tl＞Z｝であり，

TS，：作業者1の期待遊休時間，すなわち，
　　　TS，　・E｛（Z－T，）1（Tl≦Z）］であり，

TL∫：作業者1の期待遅れ時間，すなわち，
　　TL∫　＝EI（T，　－Z）1（Tl＞Z）1である．ここで，1（・）

　　は指標関数で，

・（K）＝ （6霊鶏

　　　と定義する．

　次に，発生する費用として以下を考える（図1）［7］．

本論文では，各工程には，作業者や資源が，加工し

ているかしないかにかかわらず，時間Zだけ拘束さ

れていると考えているために目標加工時間Zに対し
て単位時間あたりC、（≧0）の費用を考える．また，加
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　　　　　図1加工時間と費用の関係
工時間が遅れそうな場合には作業者の残業や追加の

資源を投入するなどして，加工が時間Zになるよう

にすることを仮定し，単位時間あたり遅れ費用CSk）

を考える（このことが本論文で考察するモデルをリ

セットモデルと呼ぶ由縁である）．逆に，加工がZ

以下で終了すると次の工程に移るまでに仕掛の在庫

が生じることを想定し，単位時間あたり遊休費用
C。（≧◎）を考える．

　以上のことをまとめると次となる．

（6）各工程では，目標加工時間Zに対して単位時間あ

　たりC，（≧0）の費用が発生する．

（7）各工程において，加工時間がZ以下になった場合，

　単位時間あたり遊休費用Cs（≧0）が発生する．逆

　に，

（8）m工程連続して目標加工時間Zを超えた場合は，

　超過した〃播目の工程において単位時間あたり遅

　れ費用cSm）が発生する．ただし，1≦m≦nである．

　また，O≦　cSi）≦cS2）≦…≦CSn）であり，

　cs’”）（五≦m≦n）は，

c讐綿・＋””k，・）＝・　cSk・　“k・＋’”“k・　“1）　．…＝Cglザ’“““k・－i＋1）〉

ψ＋“）・C磨・硫・－1）・…・cg・一）・

cg・瑚一C＄k・＋k2－’一・＝C卵・

C＄k，）・　C＄kl　－1）＝…＝cSi）

を満たすと定義する．ただし，
kl　＋k2　＋…＋k．　・　nである．すなわち，

u（1≦u≦m）は同じ値を1個と数えた時の
cSm）（i　Sm≦n）の個数を表し，　k。（1　Ko≦u）は同一

値となるcSm＞（1≦m≦n）の個数を表す．また，

　　　　　　　　　o1≦・≦uに対してi。・・Σk、はC㍗の値が・番Sに

　　　　　　　　　κ＝1
異なる値となる連続遅れ工程数を表す．

　加工時間と費用の関係を，縦軸に加工時間，横軸

に工程をとった図1により説明する．工程iの加工時
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間をT（，）とすると，例えば，工程1では，目標加工時間

Zまでに加工時間7｛1）で終了している（Ta）＜Z）．この

場合には，工程1でかかった総費用は昌標加工時間Z

に対する加工費用C，（単位時間あたり）に，T（1）から

Zまでの間で発生するCs（単位時間あたり）が加算さ

れる．一方，工程2では，目標加工時間Zまでに加工

時間T（2）が終了していない（T（2）＞z）．この場合は，

目標加工時間Zに対してC，（単位時間あたり）にZか

ら7｛2）までに発生するらω（単位時間あたり）が加算

される．ここで注意されたいのは，工程iとi＋iの場合

のように，2回連続して遅れた場合には，工程i・F1に
はzから7｛殉までにCp（2）（Cp（2）〉（）p（！））が発生する．

　以下の例で本モデルをイメージ的に説明する．

　図2のように製品Aは第1期において工程1で，第2

期において工程2，第3期において工程3，第4期にお

いて工程4で加工され，製品として完成し出荷される．

　製品Bは第2期において工程1で，第3期において工

程2，第4期において工程3，第5期において工程4で加

工され，製品として完成し出荷される．ここで，全

ての仕掛品が次の工程に移る時間は同じである（加

工開始からZ時間）．例えば，第4期においては，製

品Aは工程4，製品Bは工程3，製品Cは工程2，製品D

は工程1で，加工されているが，次の第5期で，製品

Aが出荷，製品Bが工程4，製品Cが工程3，製品Dが

工程2に移り加工され始めるタイミングは，加工開始

からZ時間であり，全工程同様である．各期間の長さ

はZなので，第4期は3Zから開始され4Zで終了，第5期

は4Zから開始され5Zで終了となる．一つの期間にお

いて，全ての工程が同時に実行され（ラインの開始

時を除く）ていることになる．

　このような状況のもとで，本論文では，各作業者

をどのように各工程に割り当て（配置す）れば，最

も期待費用が安くなるかという問題を考察している．

2．2最適配置問題
　最適配置問題を考える前に，さらに以下の記号を
定義する．1f｛i＜ノ≦nに対して

z’（i，ノ）：2人の特殊作業者Aを工程iと工程ノに配置し，

　　　　n－2人の一般作業者Bを工程と工程似外の工

　　　　程に配置する配置
？℃（n；π（i，ノ））：配置π（i，ノ）で作業者が配置されている

　　　　　　場合の工程1から工程nまでのn工程の
　　　　　　期待費用（（1）式で表される）

とする．

　　TC（・；π（’，ノ））＝〃qz＋∫（・；π（匡，ノ））．　　（1）

ここで，

160

べが

2期［コー［コー［：コー
3期［エコー［コー［コー
襯［コー［三コー［三コー
醐［三］一［コー［：三コー

・期［三コーロコー［三コー
・期［コ…コー［三コー［三コー

醐［三コー［ユコーロー

図2　リセット多期間モデルのイメージ図

f（n；π（∫，ノ））：配置π（」，ノ）においてn工程で発生した遊

　　　　　　休と遅れによる期待費用

である．この時，最適配置問題は

TC（n；π＊）：min　TC（n；π（i，ノ））

　　　　　1≦iくノ≦〃

（2）

を満足する配置〆を求める問題として表される．

　ただし，（1）式からわかるように，目標加工時間Z

が一定の場合，n工程の総目標加工費用nCtZが一定な

ので，（2）式を

　　f（n；〆）＝min　f（n；n（i，ノ））　　　　　　（3）

　　　　　　1≦i＜ノ≦η

と書き直すことができる．

　ここで，配置〆を本論文では最適配置と呼ぶ．

3　特殊作業者が2人居る場合の最適配置法則

　本章では，n－2人の一般作業者の加工時間がma　一一分

布に従い，2人の特殊作業者Aの作業時間分布が異な

る場合を考える（図3）．

　この時，期待費用f（n；π（∫，ノ））は

　　f（n；π（i，ノ））＝C、（（n－2）TSB＋2TSA）

　　　　　　　　　　　顯CF（一⇒（4）

となる．ただし，1≦α≦w≦nに対して，

　　　　　時間

（a）作業の遅い作業者が2人居る場合（π（1，2））

時間

（b）作業の速い作業者が2人居る場合（π（4，5））

図3　特殊作業者が2人居る場合の最適配置例

日本経営工学会論文誌



CF（w，α；π（i，ノ））は酒躍π（i，ノ）の時工程w一αが遅

　れず，工程w－一α＋1から工程wまでのα工程が遅

　れた時の工程wで発生する期待遅れ費用
である［6］．

　ここで，最適配置法則（定理）を導出するために，

有用な補助定理1と2を示す．

補助定理1

　1≦o≦uを満たすoに対して

　　f（n；rr（i，ノーF　1））－f（n；π（∫，ノ））

　　　（2，　－2．｝TLB・A（i，ノ）

　　　・色畔lll；｝ρ戸｛闇6）

　　　・←ピ・－cy・｝ρ司告一晋〕

　　　　　　　　　　　　　　　　i＝loeノ＝ノo
　　　（2，－2β）・TL，・A（i，ノ）

　　　　　　∫o＋1≦」≦～o＋1－1，ゾ。＋1≦ノ≦ノ。＋「1

となる．ただし，

　蜘ピ支11昨・1）－c6・）｝ρ§ヨ

　　　　ー戴卿一c幽）

　　　　一測鮮1）一　c＄a）｝ρ㌃1｝｛き

とする．

証明）付録に示す．

補助定理2

　1So≦uを満たすoに対して

　f（n；π（i十1，プ））－f（n；π（i，ノ））

　　（2，　一（2，）・TL，・B（i，ノ）

　　＋（2ズ2．）・ピー・Lcρ＋1））・　2S－i－2・TLA

　　＋ピ・－cXi・｝動・叫晋一晋〕

　　　　　　　　　　　　　　　1：IO」ノ＝ノo
　　（2，　一　2B）・7’IL，　・B（i，ノ）

　　　　　i。＋1≦i≦膓＋1つ，ノθ＋1≦ノ≦ノ。＋1－1

となる．ただし，

（6）
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β㈲≡ノXi2（（cs”・・－c£・・｝ρrl）

　　　αml

　　　騨ピLc卿｝曇

　　　芝侮…－cSa・｝9　ヨ

　　　　　α＝1

とする．

証明）付録に示す．

　以上の補助定理より，特殊作業者が2人居る場合の

最適配置法則（定理）は以下のように得られる．

定理1

　　　　互

　
〔巖〕己〕・

また，1≦o≦uを満たすoに対して，

ち・ 睾嘉ただし，ん聯

とすると，

C夢）がi’に対して非減少（仮定8を参照），仏＞2，

かっヱ。生で，
　　2，　ρ．
　1－1）max　L。＜Mならば，π（1，　n）が最適配置，

　㌔2）min　L。＞Mならば，π（1，2）が最適配置

である．

定理2

C＄，）がiに対して非減少（仮定8を参照），仏くg，

かっヱ．聖ならば，最適配置π（∫，プ）は
　　　　　　2，　　　2，

｛π騨号・ノ・9｝にある・

証明）

定理1：

14）について

　1s：iくノ≦nを満たすiとノに対して，

　　f（n；π（匡，プ））イ（n；π（1，プ））≧0　　　　（7）

となる（図4）．また，

2≦ノ≦nを満たすノに対して，

　　f（n；π（1，　n））－f（n；π（1，ゾ））≦0　　　　　　　（8）
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となること（図5）を証明すれば，π（1，　n）が最適配置

であることがいえる．

　次のa）とb）の二つのステップで（7）式を証明する．

。）1≦kと［臼を満たすiと∫に対して，

　　　　　2

　　f（n；π（i・－t－　1，ノ））イ（n；π（i，ノ））≧o　　　（9）

が成立することを示す，

　1≦i＜ノ≦nを満たすiとノに対して，補助定理2よ
り，

　　f（n；π（i＋1，ノ））－f（n；π（i，ノ））

＝

（2・一島叫§9（α）一曇9（α）〕・5脇（1°）

となる．ここで，

sい（2・・－2・）・ Σi霞、・劇町象　　　　　　〔〔〕｝

＋（2・・一・9・）・
〔㌫、〕・2s－・－2・TLA

÷ピ・－c：・｝2h・2・・〔晋一晋〕

（11）

とする．また，

　　9（α）輌・・’LC£・・｝ρ∫－1　　　（12）

とする．

　cSa）がαに対して非減少で，色＞g．かっ

巫ム〉生ならば，（10）式より，

Oz　2，　　　’

　　51∫，ノ≧0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

となる．また，（11）式より，

1≦i．上ユ、。を満たすiとノに対して，

　　　2

　　ノ　ノ　　　　　　　　トハ　　　　　　　j－・i－・2

　　Σ9（α）一Σ9（α）＝Σ9（α）≧o　　　　　（14）
　　αur！　　　　　　a＝1　　　　　　α＝i

となる．

　（12）式と（13）式より，（1◎）式から，

1≦i・ 芸・・を満ぽとノに対して

　　f（n；π（i＋1，ノ））－f（n；π（i，ノ））≧0　　　　　（15）

が成立する（図4）．

　よって，（9）式が証明される．
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　次に，

b）1≦i＜ノ≦nを満たすiとプに対して

　　f（n；π（↓，∫））－f（n；π（1，ノ））≧0

が成立することを示す．

　今，1≦」＜ノ≦nを満たすiとノに対して，
　　f（n；π（i，ノ））－f（n；π（1，ノ））

　　　i－l　　＝＝Σf（n；π（β＋1，ノ））－f（n；π（β，ノ））

　　　β＝｝

　　　　　　　　　　　ケチ　
　　　　　　　　　　i－1Σ9（α）　i－1

＝ （e・－2・）’鞠 翠9（α）＋嘉s1幻

　　　　　　　　　　　　α＝1
である．

　1s；i＜ノ≦nを満たすiとノに対して，

　　　　　　　　　　ノーβ一2　　．ノー1
　　　　　　　　　　　　　　　1＜一

i－1

Σ
β＝1

ノ－B－2

元9（α）

－

Sg（α）

　α＝1

ΣΣ9（α）

fi＝1α＝β

ノーi－2ノーβ一2

β＝1α＝β

2

（16）

（17）

ΣΣ9（α）ノー2＞i≧Zテ1（18）

　　　　　　∫＝卜2

となる．

　cSa）がαに対して非減少で，②＞2，ならば，（13）

式と（18）式より，（17）式から，

1≦i＜ノ≦nを満たすiとノに対して，

　　f（n；π（i，ノ））－f（n；π（1，ノ））≧o　　　（19）

が成立する．

　よって（16）式が証明される．

　（9）式及び（16）式が成立することより，（7）式が証明

される．

　次に，
・（」。＋1・ノ≦ノ。．，－112・ノ。＋1，ノ。．「1・n（1　・・≦り｝

　　を満たすノと，
・（」・ノ。12≦ノ。≦n（1≦・・u）｝を満たすプ

∫（n；π（i，ノ））

f（n；π（1，ノ））

　　　　　　12…6拓慨…m…ア曝・
図4　定理L1）におけるiに対するf（n；π（i，ノ））の変化

日本経営工学会論文誌



に分けてc）とd）の二つのステップで（8）式が成立する

ことを以下に示す．

　ここで，cSi）がiに対して非減少という条件で証明

の便宜を図るため，仮定8のように1≦o≦uを満た

　　　　　　　　　oす・に対してノ。≡Σん、とする．

　　　　　　　　　nc　l
・）』1≦ノ≦ノ。．r1｜2・ノ。＋1，ノ。＋i－1・n（1・・≦り｝

　を満たすノに対して，

　　f（n；π（1，n））－f（n；π（1，ノ））≦0　　　（20）

が成立することを示す（図6）．
今，い≦ノ≦ノ。＋「112≦ノ。＋1，ノ。べ1・・（1・・≦の｝

を満たすノに対して，補助定理1より，

　　f（n；π（1，ノ＋1））－f（n；π（1，ノ））

＝
（2，　－2β）・TLB・

墓1ピ・－cScr・）・ρ㌃り（21）

跳・・1）一・c£a・）・ρ6ヨ

α＝1

となる．

　cSa）がαに対して非減少ならば，（12）式より，

｛剤・ノ・ん仁愕1・九・硫一1・・（1・・≦u）／

を満たすノに対して，

f（n；π（1，ノ））

　　　　　　　23…（叶％－1（・％）…’・・一・躍ノ

図5　定理1－1）におけるノに対するf（n；π（1，力）の変化

f（n；π（1，ノ））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　ノθ．1肩ノ。－iゾo／o→づ　　jo÷1－1ノ囲　　　n

図66。＋1≦ノ≦ノ。．，　一　ll2　・・ノ。＋1，ノ。＞1≦・（1・…）｝と

じ＝ノ。12≦ノ。≦n（1≦09u）｝におけるf（n；（1，ノ））の変化

のイメージ

Vol。64　　No．2　（2013）

　　ノトノ　　　　　　　ノのヱ　　　　　　　　ノ－2

　　Σ9（α）一Σ9（α）＝一Σ9（α）≦0　　　　（22）

　　α＝1　　　α＝1　　　　α＝η一ノ

となる．また，動＞2，であることと（22）式より，

（21）式から，

｛ゐ＋1・ノ・ム⊂愕1・・’・　＋　1・　f…　－1≦　・（1≦・≦の／

を満たす∫に対して，

　　f（n；π（1，ノ・1））イ（・；π（1，ゾ））≦0　　　（23）

が成立する（図5）．また，

／卵・ん「12・鳳戸1＜M。一｝

を満たすノに対して，

　　f（n；π（切）－f（n；π（1，ノ））≦◎　　　（24）

も同様に示すことができる．

　（23）式と（24）式より，（20）式が証明される．

　次に，

d）ピ埠≦ノ。≦n（1≦・≦り｝を満たすノに対して，

　　f（n；π（1，・n））づ（n；π（1，ノ））≦O　　　（25）

が成立することを示す（図6）．

　　ぷ2，，、・一（2，－2，）・ρki・D（ノ）　　　（26）

とする．ただし，

D（ノ）≡

←鼻倒一碑））

2z・
〔晋一晋〕

一
（2，　－2，）

・←夕Lc㌍・｝〔晋〕

とすると，補助定理1と（12）式より，
6づ。12≦ノ。≦n（lSo≦∋｝を満たすノに対して，

∫（ll；π（1，ノ）

f（n；π（1，2））　…i・・…・・……………・……i…………・…・・…………i…・…

　　　　　・・…（・・’A）　－1（・・％一．　m　工程ノ

図7　定理1－2）におけるゾに対するf（n；π（1，ノ））の変化
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f（〃；π（i，ノ））

minf（n；π（らノ））

：　　　　　　　　　　　：

：　　　　　　　　　　　：

：　　　　　　　　　　：
：　　　　　　　　　　：
：　　　　　　　　　　：

）

………………°’………’… ぎ゜’髄”　………““軸『’

：　　　　　　　　　　：
●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

12…e－％一世％　溺溺工程

図8定理2におけるiに対するf（n；π（r，ゾ））の変化

　f（n；π（i，ノ））

minf（mp〈i，ノ））

： ：

： ：

： ：

： ：

： ：

） ：

：

．　　　　　　　　　　　　　・・　　　　　治 耗．　．　　、　・“” ■● 肉　　　●■旬●■●

： ：

： ：

12…％－1 ％ 〃2　“． η工程

図9　定理2におけるノに対するf（n；π（i，ノ））の変化

　　グ（n；π（1，ノ＋1））－f（n；π（1，ノ））

＝ （e・－2・）・TLB・
〔浄＠）一ξ9（α）》s礼（27）

となる．

　cSa）がαに対して非減少ならば，　max　L。＜Mであ

ることから，

　　D（ノ）≧0　　　　　　　　（28）

となることと2，〉ρ，であることから，（26）式より

　　S2，，ノ≦0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

となる．

　2∠〉ρβであることと（29）式から，（27）式より，

｛島竿≦…n（i…≦トたすノに対して，

　　f（n；π（1，ノ＋i））－f（n；π（1，ノ））≦0　　　　　（30）

が成立する（図5）．また，

｛ノー胸・÷¢・・≦トたすノ｝こ対して，

　　f（n；π（1，n））づ（n；π（1，ゾ））≦0　　　（31）

も同様に示すことができる．

　（30）式と（31）式が成立することより，（25）式が証明

される．

　（20）式と（25）式が成立することより，（8）式が証明さ

れる．

　（7）式と（8）式が成立することより，定理1－Dが証明

される．

1－2）について，
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　1－i）の証明と同様に，

cSi）がiに対して非減少（仮定8を参照），2，＞2．

かっ亙．生で，min、L．、＞Mならば，（8）式より

　　2，　　　　　2β

2≦ノ≦nを満たすノに対して，

　　f（n；π（1，ノ＋1））－f（n；π（1，2））≧0　　　（32）

となる．

　（7）式と（32）式から，定理1－2）が証明される（図7）．

　よって，定理1が証明される．

　　　　　　　　　　　　　　　（定理1証明終了）

定理2の場合：

　cSi）がiに対して非減少（仮定8を参照），2，＜2，

かっ工く生ならば，補助定理2より，
　　ρ，　　　　　ρ，

1≦kと！を満たすiとノに対して

　　　2

　　f（n；π（i＋1，ノ））－f（n；π（i，ノ））≦0　　　（33）

となる（図8）．

　又，C∫）がiに対して非減少（仮定8を参照），

gA＜ρBかっヱく坐ならば，補助定理1より，

　　　　　e．　　　　　　　　9，

2・ノ＜号を硫す∫に対して

　　f（n；π（i，ノ＋1））一一・f（n；π（i，ノ））≦0　　　（34）

となる（図9）．

よつて，最繊は
｛π（匡，ノ）li≧ノー1，ノ≧三　　　　　　　2　　　2｝にあるこ

とが証明される．

　　　　　　　　　　　　　　　（定理2証明終了）

　ここで，le｛A，　B｝に対してTL1／②は作業者1が遅

れるという条件の下での遅れ時間の期待値
地一牢＞Z］となることに注意されたい．

　特に全ての作業者の加工時間が指数分布に従う場

合には次の系が得られる．

系

　1∈｛A，B｝に対して作業者1の加工時間の確率密度

関数力ωを

　　fi（t）＝μ、〆　　　　　　　（35）

とする．ただし，μ∫は作業者1の加工率である．

　このとき，

日本経営工学会論文誌



　　　⊥

M≡〔嘉〕』副

また，1≦o≦1を満たすoに対して，

ち≡ 書裟ただし，九藏

とすると，

1）cSi）がiに対して非減少（仮定8を参照），

　，LtA＜、μBで，

1－1）max　L。＜Mならば，π（1，　n）が最適配置である

1－2）min　L。＞Mならば，π（1，2）が最適配置である

2）C£，）がiに対して非減少（仮定8を参照），

　μλ≧μβならば，最適配置π（∫，ノ）は

セ繊芸ノ≧号｝にある・

証明）

　le｛A，　B｝，刀ω＝μ1θ一μ’Zとすれば，定理より成立．

　　　　　　　　　　　　　　　　（系の証明終了）

　定理の結果から，定理1ではn－2人の作業者に比

して作業の遅い（加工時間が長い）2人の作業者は

工程1，工程2か，工程1，工程nに配置，定理2で
はn－2人の作業者に比して作業の速い（加工時間が

短い）2人の作業者は全工程の後半に配置すべきで

あることを示している．しかし，2）については，作

業の速い作業者を全工程の後半のどの工程に配置す

るかは定理の結果から判別できないので4章におい

て実際の数値考察を用いながら後半工程のどの工程

に配置すべきかを考察する．

4　数値実験と考察

　本章では，各作業者の加工時間を指数分布と仮定

し，作業の速い作業者が2人居る場合の具体的な最

適配置を考察する．また，特殊作業者が2人居る場

合と3人居る場合の最適配置の規則性の関連性を考

察するため，数値実験を行う．
　ここで，期待費用f（n；π（i，ノ））の算出は山本他［9］の

再帰方程式を用いる．

　数値実験を行うため，パラメータは以下のように

設定する．工程数炉7，連続遅れ費用をcSi）＝40，

CS2）　＝80，CS3）＝160，CS4）＝320，CS5）＝：640，CS6）＝1280，

CP＝2560，目標加工時間（サイクル時間）を
Z＝2，そして遊休費用をCs　＝20とする．
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　一般作業者Bの加工率μβを固定し，特殊作業者A

の加工率みを変化させ，速い特殊作業者が2人と3

人居る場合の最適配置（表1）と遅い特殊作業者が2

人と3人居る場合の最適配置（表2）の挙動を調べ
た．

　作業の速い特殊作業者が2人居る場合，その2人

を全工程の後半（定理2より）のどの工程に配置す

れば最適配置になるかについての結果を表1に示す．

　表1では速い作業者の加工率の増加に伴い，速い

作業者の配置が最後の工程から徐々に真ん中の工程

に移る傾向が確認できた．

・特殊作業者が2人居る場合と3人居る場合の最適

　配置の規則性の関連性について

1．　速い特殊作業者が2人と3人居る場合の関連性

表1から作業の速い特殊作業者が3人居る場合も2

人居る場合と同様に，作業者の加工率の増加にっれ，

速い作業者の配置が最後の工程から徐々に真ん中の

工程に移る傾向が確認できた．これは，加工率が大

きな特殊作業者Aを中心に配置することにより連続

して工程が遅れることを防ぐことができ，費用が低

くなるためと考えられる．すなわち，配置を変える

ことによって，連続遅れがシステム全体に与える影

響を最低限に抑え，費用が削減される．

表1　速い特殊作業者が2人と3人の場合の最適配置

作業の速い作業者 作…業の速い作業者
μλ μβ

が2人の場合 が3人の場合

0．2 0．1 ββ8βBル重 β888zん4

0．3 0．1 β8BB8ん4 ββββ、4ん4

0．4 0．1 β88ん4ββ 88Bん4、4β

05 0．1 8Bβん4　Bβ 8』ハ、48．4、48

α6 0．1 βββλ4β8 β8ん4β．4β

0．7 ◎．1 ββ、4β，4β8 ββん4、8zβ

◎．8 0．玉 ββ、48，4Bβ β8ル1β、4β

0．9 0．1 ββ、48，4ββ β、4β、48、4β

表2　遅い特殊作業者が2人と3人の場合の最適配置

μλ μβ
作業の遅い作業者

　が2人の場合
作業の遅い作業者

　が3人の場合
0．1 ◎．2 ん4βββ88 ／輌ん4ββββ

0．1 0．3 ／掘βββββ 、4ム888β

α1 0．4 μB8β88 ん4881θ8渥

OJ 0．5 ん48β888 ん4β8ββz

0．1 0．6 、4βββ8β4 ん4．θβββλ

α1 0．7 、48ββββえ 、4β．4β8βλ

α1 0．8 zβββ8BZ 、4ββ、4ββ！4

0．1 ◎9 んθ8β884 、4ββ．4ββz
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2．　遅い特殊作業者が2人と3人居る場合の関連性

　表2から作業者の加工率が大きくなることにつれ，

遅い特殊作業者が3人居るうち少なくとも1人を工

程1に，残りの2人のうち1人が前工程から最後工
程に，もう一人が前工程から真ん中ほどの工程に分

散していく．この場合も実験範囲内で言えるが，2

人居る場合と同様な挙動が確認できた．

　以上のことから，特殊作業者が3人居ても，2人居

る場合と高い関連性があることがいえる，1人居る場

合［6］，そして2人居る場合と同様な方法で最適配置の

条件を求められるだろう．

5　おわりに

　本論文では，リセット多期間制約サイクルモデル

において2種類の作業者が存在し，一方の種類の作

業者が2人で，他方の作業者がn－2人の場合の最適

配置法則（定理）の一つの十分条件を数理的証明に

より導いた．その結果，

（1）作業の遅い作業者が2人居る場合，その作業者

　　らをL。とMの大小関係により，工程1，工程2

　　か，工程1，工程nに配置すれば最適配置にな
　　る．また，

（2）作業の速い作業者が2人居る場合，その作業者

　　らを全工程の後半に配置すれば最適配置になる．

　最後に，加工時間が指数分布に従うと仮定した上

で，数値例を通じて，定理2の条件において，具体

的に全工程の後半のどの工程に配置すれば最適配置

になるかについても考察した．その結果，この場合

の最適配置は固定ではなく，単調に変化していくこ

とがわかった．この性質は，山本他［6］で提案した特

殊作業者が1人居る場合の最適配置法則とも高い関

連性を示した．

　今後の課題として，本論文では加工率が2種類，特

殊作業者が2人居る場合の最適配置の一つの十分条件

を導出したが，その必要十分条件の検討及び定理2に

おいて未知部分の最適配置法則の考察がある．また，

特殊作業者（本論文は2人居る場合）の人数，あるい

は，作業者の加工率の種類（本論文は2種類の場合）

を増やし，より複雑な工程条件の場合に対応できる

定理の検討がある．そして，その結果を利用し最適

なサイクル時間Zを決定することが挙げられる．
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付 録

1．補助定理1の証明
　配置π（i，ノ）の時の工程1から工程nまでのn工程

で発生する期待費用f（n；π（i，ノ））は
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グ（n；7・（i，ノ））…Cs（（n－2）TSB＋2TSA）

　　　　　　　　＋x〔±⑭；π（i’ノ）〕（A“1）

となる．また，1≦α≦w≦nに対して，
CF（w，α；π（i，ノ））は，配置π（妨の時工程W－一αが遅

れず，工程w一α＋1から工程wまでのα工程が遅れ

た時の工程wで発生する期待遅れ費用を表す（図A－

1）．ここで，αは遅れが連続して発生した工程数を

意味する．この時，

W＞αの時は，

C醜α；π（1，ノ））＝

cピ）・TL，・与ρ9｝1

cピ）・πズ％ρ§－1

cピ）・τ乙ガぢつ§－i

cピ）・TL。・PB・ρ9　1

（w＜1）

（w・i）

（ノ＞w＞i－i－　1，α　・w－i）

（ノ＞w＞i－Fl，α＝w－i－1）

cSa）・TL、・，P。・2．・ρ，a　2（W＝．ゐα＞w　1）　（A’2）

cSa）・批乙ズPA・ρ9一1　　　（w＝ゐα＝刊～－1）

cピ）・πρ汚ρピ　（＝ノ，α　・w－i－1）

Clピ）・TLB・」rB・e］・ρ9－3（w＞ノ，α＞w－i）

c！タ）・TL。・ろρパo§－2（w・ノ，α＝w一匡）

Cピ）・TL，・PB・ρパ錐2（w＞ノ，α＝w一仁1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆と表せる．ただし，w・αの時は，便宜上

CF（w，α；π（」，ノ））

c！γ）・ZLβ・9差一三

c㍗）・πガρζ一l

c℃）・TLB・ρガo差一2

c℃）・TLA・ρガρζ一2

c㍗）・TL。・ρ］ρ差一3

（w＜i）

（w＝1）

（ゾ＞w＞i）

（w＝ノ）

（w＞ノ）

（A－3）

と定義する．
今，（］F（w，α；π（i，ゾ＋1））－CF（w，α；π（∫，ノ））を考えると，

この値は，費用が発生する工程w，連続して発生す

る工程数α及び特殊作業者の配置工程iに応じて◎

となる．0とならない場合を図A－2に示す．　（図A－2
は横に工程を表す。配置がπ（∫，ノ＋1）とπ（i，ノ）の場合

において，○は遊休が発生した工程を，◎は遅れが

発生した工程を，◎は期待遅れ費用が発生する工程
を表す．）

　よって，
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工程 w一αw－a＋1＿輌一1　i÷亘＿ノー1 ノパ…パ繊
配置π（i，ノ）β　β　＿BAβ＿BAB＿B頒薇

　　　　　　○　⑤…9●●…●●●…●1繊
N－一一一一v－一一一一一

　　　　　　　　　　　　　　　α工程

　　　　図A－1CF（w，α；π（i，」））について

○：遊休；⑫：遅れ；◎：期待遅れ費用が発生する工程

殴 iV－Vt　w’Ut・H…　∫4 iB　　　・“　　　’－1

Y　F．H

　　x（i，ノ）

①
②t・・Ll’（“lt－＝，ali

B　B　…　B　A　B　…　B　A　B

殴

●　　●　　・“　　●　　●　　●　　“弁　　●　　　◎

12…、□α㌘…。YF。
㌫餐芸：：：芸㍑：：：書㍑

麗ぱ

礁 Jジーaw洲　・”　　　i愉1

輌3：：：3⑬

iヰ蓋　　・・t　　’・1

；

；1；編套：：：㌶1：：：芸㍑

麗綱“：：：鵠3：：：338
　　　　　　　　　　wセ’噺　　　　　　　　　　w

壌　　　　　　　1　　2　　…　　’・1　　輌　　iく1　　・“　　’4　　　　亀　　゜→｛

k，Sirl3』套：：：君ls：：：1㍑
⑦膝声（iSt＞α）

⑧t・＝ノ＋1（lv＝α）

瑠 ’4　　i　iH

　33：：：388
　　　wa’v－ail
“弁

　　’エ1　　　°　　　’斗1　　’十2　　　泉・・　　ひ1　w　　、靖

嘉！；㍑2芸：：：』套21：：：』16
⑨t’〉ノ城α＝wづ

斑 i－1

　　　　　○　　●　　●　　　…　　　●　　◎

　　　　　　w宣w－a｛
緒　…　’－1　’　辱托　’＋2　…　lt，・1　rv　，嚇

；；㍑餐㍑：：：套㍑1：：：1芸君
　　　　ノヰa＝w－J－　　　　　　　oe　■－－e　

図A－2　f（n；π（i，ノ））とf（n；π（i，ノ＋1））において相殺さ

れない場合

∫（・；π（i，∫・1））イ（・；π（i，ノ））

＝皇肩ぽ㌶〕

・ξぽ㌶〕

貢〔鷲㌶）〕
＋ノ茎1〔三蹴㌶）

・息〔i蹴｛；㌶〕

・真艦1｝1馴

（A－4）
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となる．ただし，（A－4）式の右辺の第玉項は図A－2の

①②，第2項は図A－2の③④，第3項は図A－2の⑤

⑥，第4項は図A－2の⑦⑧，第5，6項はそれぞれ⑨

と⑩に対応する．ここで，②④⑥⑧はw＝αなので，

工程1から工程wまで連続遅れが発生する．そして，

（A－4）式に（A－2）式と（A－3）式を代入すれば補助定理1は

証明される．

　　　　　　　　　　　　（補助定理1の証明終了）

2．補助定理2の証明
　補助定理1と同様な考え方で証明できる．

168 日本経営工学会論文誌


